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Актуальність теми. Зростання інтересу до теорії ненормованих 

локально опуклих (ЛО) алгебр викликане систематичним використанням 

ряду таких алгебр в різних областях математики." В топології - це 

алгебри неперервних функцій с(П) на некомпактних 0, в комплексному 

аналізі і теорії операторів - алгебри голоморфних функцій в облас­

тях Сп, в гармонійному аналізі 1 диференціальних рівняннях - алге­

бри основних функцій С"(ИП). ©(•*"), згорткові алгебри узагальнених 

функцій *' з компактними носіями 1 »' , - з носіями в конусах

Вп, в квантовій теорії поля - алгебри необмежених операторів.

Найбільв вивченими є алгебри із структурою проективно! або

індуктивної границі вигляду 11т-рг і lim-lnd і , де (ї ) -
Р р р

банахові алгебри. На такі класи із збереженням значних аналогій 

переноситься ряд основних положень спектральної теорії банахових 

алгебр, * зокрема, перетворення Гельфанда, функціональне числення. 

Однак, ряд алгебр необмежених операторів, згадані вице алгебри , 

. не зводяться до такого вигляду. У зв’язку з тим 

актуальною е проблема розробки спектральної теорії для ЛО алгебр 

загального вигляду, зокрема, побудови функціонального числення, 

яке дозволяє визначати від необмежених операторів банахових прос­

торів иирокі класи функцій (зокрема, ціліфункції).

Питанням спектральної теорії ненормованих ЛО алгебр 1 опера­

торному численню присвячена обаирна література. Алгебри вигляду 

Ііш-рг і ̂ почали вивчати в 50-х роках Р.Аренс і Е.Майкл; сучасний 

огляд результатів можна.знайти в книзі Хелеиского А.Я. (Банаховы и 

полинормированные алгебры. -II..'Наука, 1989). Теорія алгебр типу 

lim-lnd їр , в рамках • більш загальної концепції, борнологічних 

алгебр, подана в роботах Л.Вальброока< Основні результати, а також 

їх застосування наведене в книзі Радино Я.В. (Линейные уравнения и 

борнология.-Минск:Изд-во Белорусского ун-та, 1982). Варіант спект-
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ральної теорії ЛО алгебр, яка виходить за рамки вказаних класів 

алгебр, розвинений в 60-х роках Г.Алланом. Однак, функціональне 

числення, побудоване на базі цієї теорії, не дозволяє визначати, 

наприклад,цілі функції від необмежених операторів.

Функціональне числення необмежених операторів в банахових 

просторах лежить в основі операторних методів, які мають иироке 

коло застосувань. Розвитку операторних методів дослідження ліній­

них рівнянь присвячені роботи С.Г.Крейна, М.Л.Горбачука Г інших 

авторів, нелінійних рівнянь - роботи В.О.Марченка, В.П.Маслова.

Мета роботи. Розробка спектральної теорії ненормованих ЛО ал­

гебр (а саме, загальних питань, теорії перетворення Гельфанда, 

функціонального числення) і її застосування до алгебр, породжених 

необмеженими операторами в банахових просторах.

Наукова новизна. В дисертаційній роботі розроблений новий 

підхід до спектральної теорії ЛО алгебр, який полягає у виділенні 

в заданій алгебрі підалгебр із структурою проективної границі ба­

нахових алгебр (півобмежених елементів) і побудові розширень з та­

ких підалгебр перетворення Гельфанда 1 голоморфного функціонально­

го числення на елементи з півобмеженими резольвентами. При цьому 

показано, до в банахових просторах підалгебри півобмежених елемен­

тів природнім чином виникають в результаті звужень необмежених 

замкнених операторів на асоційовані з ними підпростори ультраглад- 

ких векторів. Це дало можливість поширити операторне числення, зок­

рема, генераторів CQ-nlBrpyn, на класи функцій, які голоморфні в 

околах обмежених частин спектрів операторів і довести для них 

аналоги теорем про відображення спектру.

Методика дослідження. В роботі суттєвим чином використовують­

ся методи топологІчно-борнологічноІ двоїстості локально опуклих 

просторів, зокрема, техніка проективних та Індуктивних границь.



тензорних добутків, а такої теорія банахових алгебр. Основні ре­

зультати з операторного числення базуються на теорії неквазіаналі- 

тичних та квазіаналітнчних класів функцій, аналітичній теорії 

однопараметричних півгруп.

Практична і теоретична цінність. Дисертація має теоретичний 

характер. II результати можуть бути використані: при розробці опе- 

раторних методів дослідження лінійних і нелінійних диференціальних 

і псевдодиференШальних рівнянь; дослідженні ряду задач комплесно- 

го аналізу, зокрема, оболонок голоморфності і згортковйх рівнянь; 

для розвитку алгебраїчних методів статистичної механіки, а також в 

інших задачах.

Апробація роботи. Основні результати дисертаційно! роботи до­

повідались і обговорювались на Всесоюзних школах по теорії опера­

торів Ь функціональних просторах (Тернопіль, 1984 p.; Новгород, 

1989 p.). Всесоюзній конференції по нелінійних проблемах диферен­

ціальних рівнянь і математичної фізики (Тернопіль, 1989 p.). Все­

союзній конференції "Нові підходи до розв’язку диференціальних 

рівнянь" (Дрогобич, І991 p.), республіканських школах "Розривні 

динамічні системи" (Київ, 1989 p.), “Застосування топології в ал­

гебрі і диференціальній геометрії* (Тарту, 1988 p., 199! р.),.

Міжнародній конференції до 100-рІччя С.Банаха (Львів, 1992 p.), 

Міжнародній математичній школі "Алгебраїчні І геометричні методи в- 

математичній фізиці" (Кацивелі. S993 p.), наукових сесіях Відді­

лення математики АН України (Київ, 1992 р,), математичної комісії 

НТШ (Львів, 1993 p.), семінарі з функціонального аналізу Білорусь­

кого університету (1992- p.), семінарах Львівського університету з 

функціонального аналізу (1992 p., '1994 p.), диференціальних рів­

нянь (1992 р.) і з. топології (1993 p.), сбмінарі Львівського 

математичного товариства (1994 p.).
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Структура і обсяг роботи. Дисертаційна робота складається 1 

вступу, 5-ти розділів: 1.Топологічні властивості множення; 2.Спек- 

тральна класифікація елементів локально опуклих алгебр; З.Числення 

Рісса-Данфорда; 4.Піврегулярний спектр; 5.Функціональне числення 

на піврегулярному спектрі; додатку 1 списку літератури (170 назв.) 

Параграфи пронумеровані двома цифрами, теореми 1 1н«1 твердження - 

трьома. Обсяг роботи 228 стор.

Основні положення. які виносяться на захист:

1.Голоморфна функціональне числення на піврегулярних, суміс' 

них піврегулярних 1 регулярних спектрах елементів локально опуклш 

алгебр, теореми про відображення таких спектрів.

2.Перетворення Гельфанда на піврегулярних спектрах комутатив­

них локально опуклих алгебр 1 його властивості.

З.Операторне числення на просторах ультрагладких векторів, 

теореми про вільність таких просторів для генераторів С0-п1вгруп, 

теореми про відображення спектрів необмежених операторів в бана­

хових просторах.

4.0сновні структурні теореми про півобмежені 1 рівномірно
оператори

півобмежені елементи локально опуклих алгебр та '■'локально опуклих 

просторів.

5.Борнологічне узагальнення теореми Банаха-Штейнгауза та ос­

новані на ньому ознаки гіпонеперервності 1 неперервності операції 

множення в локально опуклих алгебрах.

6.ВластивостІ однопараметричних півгруп в локально опуклих 

алгебрах (теореми про неперервність 1 експоненціальне зображення 

типу Хілла-Іосіди).
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ЗМІСТ POSOTM
Операція инохення в' ДО алгебрах за означенням е неперервною 

окремо по кожному- співмножнику. У 1-му розділі наведені результати 

про умовн гіпонеперервності. обмеженості, секвенціальної неперерв­

ності і неперервності операції множення.

Нехай далі і - гаусдорфова ЛО алгебра з одинице» і (® - ЛО 

простір) над полем комплексних чисел с. -набір пів-

норм, який визначає топологію * (віял. »). Припускаємо, що набір Р 

напрямлений частинним порядком <р*?: p(r)*<j(r), vx«D.

Опуклою борнологісю * називається будь-яка сукупність Р обме­

жених множин I s j t із І, яка містить всі їх підмножини і задо­

вольняє умовам: »s«0. vx«c; s*K*p; <s>«p; !• U  s, де <s> -опукла
S « P

оболонка s і риска позначає замикання. Через • - позначаємо сукуп­

ність скінчених множин в * (точкову борнологію). через ь - обмеже­

них (борнологія Фон Неймана), через * - компактно-опуклу борноло­

гію. породжену опуклими компактами. Для борнологій Р і Р" в * - 

іПґ(р;р“) породжується {l<sus*>l :s*0.s*«0*>. map(PjP"} -{|<sns*>l: 

s«(3„s'«0*), де IKI - урівноважена оболонка К. Далі обмежені множи­

ни s із і такі, що s-l<s>| названі дисками. Диску s відповідає в * 

векторний підпростір CS, який разом з нормою |x|s»inf(x>0:x«A5) 

позначається через *(s). Ббрнологія Р називається банаховою (боч­

ковою). якщо простори <i(S): s-|<s>|«р) банахові (бочкові); Р - 

банахова тоді і тільки тоді, коли v s-|<y>-)*p послідовності Кові 

простору i(s) збігаються в *. Зокрема, К ш ~ банахові. Очевидно, 

банахові борнологіі є бочковими. .

Наступне узагальнення теореми Банаха-Ітейнга/за відноситься 

до основних результатів розділу. 1. Нехай *, • -ЛО простори, t(“,®) 

-простір (алгебра, при' В”*) лінійних неперервних операторів з п в

в. Кожній борнологіі Р з в відповідає в *-(•.*) топологія рівномір-.



ноі збіжності на Э (ладі. (Р)-топологія). що позначаємо через 

».(*.•). Якщо кожна множина и із * з властивостями: (а) и*\<и> |; 

(b) Vs«(*, за>0: Sc au; е околом нуля, то * називається (Р)-бочко- 

вий простором (бочковим, при 0-»).

теорема, і.з.г. Нехай $и - наОспабша бочкова борнологія U і 

u-Jnf(р;0п>. Якщо простір в с (и)-бочковим, то борнологія фон Ней­

мана простору L (>.*) складається з одностайно неперервних множин.

Кожному елементу а ЛО алгебри * відповідають оператори а_: 

І»* -* агсі (а+:’І»ж -» axel) і відображення *»а -» а_«і.(ЗГ) (Isa -» 

а+€і.(і)) називається лівим (правим) регулярним представленням І. 

Сукупність множин (S) в 1 таких, ю st«{a±«L(J): a*s) одностайно 

неперервні над *, утворюють опуклі борнологі! - <■>*. Виявляється, 

що звуження операції множення їхї»(л, у) -» гу«і на підмножини виг­

ляду Sxі і іхк, де s*u_ і Кеы+> е неперервними.

1.4.1. Ліве (праве) регулярне представлення Ж реалізує топо­

логічний ізоморфізм в алгебру і (і) (антиІзоморфізм в (*))-
“♦ и>- 

Множення в 1 називається г1понеперервним зліва (справа), якщо 

<•>_“* (відп., и+-Ь). Якщо множення в 1 гіпонеперервне зліва (спра­

ва). то воно обмежене 1 секвенціально неперервне. Наслідком теоре­

ми 1.3.2 є наступний критерій гіпонеперевності множення.

теорема 1.4.3. Нехай - найслабша бочкова борнологія і і 

u-inf(0j;u_) (u-inf{0j;u+)). Якщо і - (w)-6очкова алгебра, то мно­

ження в і гіпонеперервне зліва (справа). Зокрема, множення бочко­

вої алгебри гіпонеперервне зліва і справа.

Множення борнологічної ЛО алгебри * неперервне тоді і тільки 

тоді, коли воно обмежене. Т.Т., s-K«b, vs.Kcb.

1.4.10. Якщо алгебра 1 повна і борнологічна, то множення в і 

неперервне.

Останнє твердження підсилює відому теорему Р.Аренса про не -
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перервність множення алгебра Фреие. Із сформульованих тверджень 

також випливає, що згортка в алгебрі обмежена в слабкій тополо­

гії, в алгебрах *' і t\ неперервна в сильних топологіях. Це дозво- 

ляє навести конструкцію ЛО поля часток вигляду *'+/*'+ з неперерв­

ним множенням для числення Мікусінського вія багатьох змінних.

Якщо <».в> - відокремлювана дуальна пара ЛО - просторів з білі- 

нійним функціоналом Ихв*(х,г) -* <г ^>«с , р - борнологія в * (в •), 

то на (відп., на »«*.(•,с)) задана (Э)-тополог1я. яку по -

значимо через £(«,•) (відп., *(•.*)). Далі *£(»*)■ |-в(*.с)

(відп., в)я|-в(в,с)), зокрема, (Э)-топологія при Э”» нази­

вається слабкою, при 0шк - топологією Наккі. при Э»* - сильною.

Нехай 0” - спряжений простір до » і Введемо прос­

тори U"(S)»L(«^.C) і сформулюємо основний критерій (гЗ)-бочковості.

теорема 1.5.2. Наступні умови еквівалентні: (а У простір п е

(р)-бочковим; (bj кожна обмежена підмножина в одностайно непе­

рервна над И; (с) синька тополог і* Ь[в"*(0),и ]̂ індукує в в задану.

Якщо Э*ь, то простір **’ ■ »””(*>) називається другим сильним 

спряденим до а. В загальному випадку; ч с *"'(0) с И". При И-u’", 

u називається півреФлексивним. Якщо И - пь(ш” в*) * топологічний 

Ізоморфізм, то ч - рефлексивний. . .

1.5.1. Якщо ПО алгебра ї - піврефлексивна і борнологічна, або 

рефлексивна, по множення в і неперервне. •

Простір о називається (0)-повним (квазіповним, при £*Ь). якщо 

кожна напрямленість Коші простору в, яка належить Э, збігається в

о. Нехай Щ0)я U s -  (Э)-поповнення в, де s - замикання s в ПОПОВ-
а в е  .

ненні Я простору и. Відзначимо, що (А)-поповнення 3(и±) довільної 

ЛО алгебри і завжди є алгебрами. Слабкі (Э)-поповнення припускають 

наступний опис в термінах двоїстості: '

теор ем а  1.5.4. Справедливі співвідношення: ( a )
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=И'“(Э)” U s°°, де s°°- біоолярч відносно <М**(Э),«">; (b) ® (Э)“
sC0

=U”*(k^), де kp - звуження на борнологіі к простору

(с> яжво '*-ь- *» V b 1 e" - tS*(».m*)3(b).

1.5.5. ft*t> *□ ЯО алгебрі і задана топологія я(Іі'), що
1 (ы±)-1 "(ы4);

В 1.7 досліджуються простора гладких векторів замкненого опе­

ратора »(Д)сВ -» ш довільного ЛО простору * із цільною областю 

визначення. Нехай е'(д)-і)(Д). в"*,(д)»<и€Сп(д) :ЛіеСп(д)}. півноріи

і ‘ V p ^ p -  *  Ч р (в>-1 j o«:» ІР < ^ « ), Г ) , " Г і  V p (u )“ 

■р(и) при и*еп(д). (1*г<«), задають топологію на просторі «"(*) з 

відповідним індексом » * .  Тоді звуження оператора і породжують 

оператори 4В над *"(■*) з областю визначення *"*'(■*)-

1.7.1.*о«яи0 оператор Лв мав в“(д) замкнений і неперервнім із 

ЄП+,(Д) я еп(д). Якщо простір • - повний (секвенціально повний, 

простір іреше або Вашат)„ то простори с"(Л) повні (відп..секвен- 

ціапьно повні, іреше або Ватажа). Якщо ■ - рефлексивний простір 

іреше (Банаха), то кожен із просторів еп(і) є рефлексивним прос­

тором іреше (вівп. ; Банаха).

Нехай *“(■*)■ _0_в"(Д)“ Ііт-рг *"(•*) - простір гладких векторів
п-*«

оператора Д, е~"(д) -спряжений простір до *"(■*), *”"(■*) -до <?"(■*).

1.7.4. Якщо на С~“(д) і е'“(л) задані топології Важкі, то 
існує топологічний ізоморфізм С~“(д)- lim-lnd е'"(д). Якщо простір

и"»

u рефлексивний, то Ізоморфізм реалізуємося для сильних топологій.
Якщо лт - звуження Л на *"(*). то дв«і.[с“(д).1. Виникає питан­

ня. коли алгебра I ft"(Д)1 нетривіальна. Наступна теорема є розвит­

ком відомого результат? І.М.Гельфанда про однопараметричні групи 

операторів Оанаховшх просторів і також базується на властивостях 

одностайної неперервності.
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теорема 1.7.3 Якщо простір « секвенціально повний і А - ге­

нератор одностайно неперервної пі вгрупи класу CQ , то вкладення 

е " (л )с  кп* '(д )с  в"(д )сИ  неперервні і щільні, зокрема, і . [ е " (л )  1*(0 )

У 2-му розділі наведені основні структурні теореми 1 приклади 

про півобмехені та рівномірно півобмехені елементи ЛО алгебр.

Елемент х«* називається півобмехеним (зліваV. якщо vpep, з а- 

■А{р,х)>0: р(ху)*Ар(у),. vy«i. Шдалгебру півобмехених елементів * 

позначимо через <*_(*) 1 задамо на •<_(*) топологію, яка визначаєть­

ся півнормами ір ) вигляду P_(x)» sup р(ху). Півнорми р суб-
' * р<к)«І

мультиплікативні: Р_(ху)аР_(х)р (у), vr,y«^js); і А_(і) -локально

мультиплікативно-опукла (ЛМО) алгебра, неперервно вкладена в *■

Нехай я-{р) - напрямлені набори півнорм, які визначають то­

пологію *. Наведемо конструкцію розкладу підалгебри <*_(*) в проек­

тивну систему нормованих алгебр. Нехай У «̂{у«ї :р(у)*1)» тоді V'mf»

■ {лгеї :г7 сv ) - бочка така, що Vе су 1 р (*)»іпГ(а>0:і«ак ) -
р р -.9 -JS -  -р

функціонал Мінковського* визначений на множині с-г-р- Зокрема. 

С-У_р -підалгебра в..*, *ег(р_) -двосторонній ідеал і можна виз­

начити фактор-алгебру р (*) "С • Р_) з нормою Іх.рІ.р-Р.(1г).

де х шХ*кег(р ) -лишок елемента х«с-у по ідеалу Кег(р.). Нарёш- 
-р -р 

ті, <<_(I)"p*(.(c t,.p) 1 при визначені неперервні гомоморфізми

_чп_ : А_ч(ї)»х_ч ■+ х f*A'^(s), які породжують проективну границю 

іія-pr А (І).

р*р ,
теорема 2.1.2. Відображення «!(*)**•-» (х )б Ііт-рг А (Ї)

• *  Р реР р

реалізує топологічний ізоморфізм, в якому проеквивні границі, 

породжені різними наборами Р із-t, ізоморфні.

Як наслідок, одержуємо наступну, ознаку півобмеженості.

г.1.4.£лененя х*і півобмевений тоді і тільки тоді, коли vp*p, 

3t-t(XJ»)>0, деР: р(хку)»гкд(у), *У«*, kezt.
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Позначимо через ? 1 2_(і) поповнення відповідних ЛО просторів 

Очевидно, 2_(ї) - повна ЛМО алгебра, однак в ? множення, взагалі 

кажучи, не визначене. Тим не менае, має місце неперервне вкладення 

2_(і)сї. ілгебра і називається півповною (зліва), якщо 2_(і)«^_(ї) 

2.І.6. Алгебра ї півповна тоді 1 тільки тоді, коли кожна нап-

рямленість Коші із Л_(ї) збігається в І.

Елемент *«2_(І) називається рівномірно півобмеженим (зліва), 

якщо vpep, зл«л(х)>0 (залежне тільки від * ) таке, що р(*у)а*р(у).

vyel, де р * неперервне розширення р на ? (р. * на «L(*))• Підал-

гебру рівномірно півобмежених елементів Із ї позначимо через $_(*) 

і задамо на ній норму і*!.»" SUP Р.(х)- Нехай *_(*)■ *_(*) П *■
рСР

теорема ? 2.1. Підапгебра Й_(ж) - банахова і з точністю до

топологічного ізоморфізму не залежить від вибору f із сукупності

Т. Вкладення 5_(ї) с 2_(і) - неперервне і |і|_рш1.

2.2.2. Елемент х«2_(і) рівномірно пІвобмежениО тоді і тільки

тоді, коли vp«P, 3у*у(х)>0, q«r: р(xky)*rk-ч(у). »У«?,

Єлемент називається обмеженим, якщо Існує число »»у(іг)>0

таке, що } « Ь; х -обмежений тоді і тільки тоді, коли xti
*• jr* Jk€lt ___ *

де *я«(Ш(5): s«m(l)> і m(l)»{s- |<S> |«і: szcs). Наступна теорема 

встановлює умови (а саме, гіпонеперервність зліва множення), при 

яких спектральна теорія Г.Аллана охоплюється нашим підходом.

теорема 2.2.7. Якщо множення в алгебрі і гіпонеперервне зліва, 

то реалізується топологічний ізоморфізм S (І)« •Ли-ind ?(s), де
S«m(I)

?(s)»c-s, s - замикання s в 5_(і). •

2.2.8. Якщо і псевдоповна (т.т., алгебри (i(s) :Sem(i)} -бана- 

хові) і множення в і гіпонеперервне зліва, то в (і)« lim-ind i(s)
S6»(J)

і алгебра »_(*) - банахова.

Півобмежені і обмежені елементи алгебри *-„(и) не залежать від



борнологій 0 ЛО простору и. Це формулюється наступним чином. Ска­

жемо, що оператор т«і_(к) півобмежений. якщо зх*х(р,г)>0 :

p(Tu)*Ap(u), vu«u. Підалгебру півобмехених операторів Із *■(■) поз­

начимо через •>(») 1 задамо на ній півнорми P*ip)ptP, де р(Т) .»

• вир р(ти), Твл(й) і u«tt.
р< ui* і

теорема г.3.2. Для будь-якої 9 боряологіО 0 - h, s, Ь реалі­

зується топологічний ізоморфізм J(n)*d_(*)„ де i-Lp(u).

Оператор - рівномірно півобмежений. якщо VpeP, зх=
-А(Т)>0: р(То)*Ар(н), Vueit. На піяалгебрі ®(U) - рівномірно півоб­

мехених операторів задаємо норму |T|„‘sup р(т).

рвГ
теорема 8.3.4. Нехай простір * - повнив. Для будь-якої з бор­

яологіО 0 • к, я,Ь реалізується топологічний ізоморфізм банаховчх 

алгебр 8(»)«8_<І). де

2.3.5. Для ЯО алгебри Ш і ему є ізометрія 8(и) « L [8_(u)]f де
|ГХ| -

в L [8_(*)1 задала норка |Т|» жир ---- - і |х| sup р_(х).
*«8_0і)|х|_р ' р«Р

Відзначимо топологічний ізоморфізм ііт-ргл_(і J~A_(lim-pri J  t

а такох алгебраїчну рівність де <*р >, t, 5 -

ЛО алгебри і тензорні добутки проективні.

В 25-2.6 наведена одна загальна конструкція» яка дозволяє
V

поставити у відповідність .необмеженому замкненому лінійному опера­

тору д: »(л)еи -♦ и банахового простору °"(*,|.|) деякий півобмехе- 

ний оператор. Нехай »(Л)«» - послідовність ■ додатніх чи­

сел 1 1*г<» Дід vv>0 визначимо підпростір »*(*)■•< uett: |u|„ г<»>, 

Г *  f M k« | ] r] l/r

Де |и|„г* £ |~і--- 1 І “ норма'в *£<■*). Простори банахові

Ч«о^ '**kJ ■* ' •

(гільбертові, якщо # гільбертів і г«2) і при- 0*а«т<<« справедливі

неперервні вкладення *£(*) < ®*(л) с Я. Індуктибна границя »"(■*•)*

» U  lim-ind Е*(Л) гаусдорфова і вкладення неперерв­
но г г *
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не. Кохна обмежена підмножина простору »”(•*) міститься і обмежена 

в деякому просторі Позначимо через *>'"(.*) і »^(Д ) - спря­

жені простори до *>"(•*) і »*(*).

2.5.4. Якяс на просторах ХГМ(Л) і »^(Д ) задані їх сильні то­

пології або топології Маккі, то існує топологічний ізоморфіям 

S'M(A) « llm-pr V~v(A), в якому проективна границя зведена.
1J-* ї ж

Зокрема, в сильній топології ї>*м(л) - простір іреве

Індуктивна границя *>"(■*) називається простором ультрагладких

2.5.5. Простір ультрагладких векторів ® (̂Л) інваріантний від­

носно оператора А і звуження А «л, належить L [юк( л)].м г

Зауважимо, що випадок ик**! (аналітичних векторів) вперше 

розглянув Ё.Нельсон 1 тут є обоирна література; випадок 

векторів експоненціального типу досліджений Я.В.Радино; Р.Білз

М.Л.Горбачука і В.І.Горбачук.

Наступні властивості просторів ультрагладких векторів необме­

женого замкненого оператора встановлені в роботі 17 1.

теорема 2.5.6. Нехай ®”(л) - простір ультрагладких векторів 

оператора А. Тоді справедливі наступні твердження: (а) оператор

л_м , спряжений до Лм відносно дуальної пари <»”(л), »~м(л)>, є 

півобмеженим над простором »'м(л) із сильною топологією; (Ь) кожен 

підпростір »*(Л) інваріантний відносно оператора А і відповідне 

звуження Av ■ Л| v є обмеженим оператором над Ю (̂Л).
®г(^)

• п
Побудуємо за послідовністю И функцію ц(€)в suP-jj- додатнього

векторів А, якщо існує число d > 0 таке, що • **к,- VKei+.

вивчав абстрактні класи Іевре (vkmk*k, э>1). Загальні класи таких 

векторів (без виділення умови введені в роботах

г  і ° 9  «*(€)
J.- ?  ■

п*0 п

аргументу С. Якщо інтеграл де «>0, розбіжний

6



(збіхний), то и називають кваз1аиал1тичною (неквазіанал1тичною) 

ПОСЛІДОВНІСТЮ-

теорема 2.6.4. Якщо ї>"(А) - простір ультрагладких векторів А, 

А -генератор півгрупи (обмеженої групи) класу CQ 'над U, м - неква- 

зіаналітична послідовність (квазіаналітична і то Л)

Третій розділ присвячений побудові розширення голоморфного 

числення з нормованої підалгебри рівномірно півобмехених елементів 

на всю алгебру і вивченню його спектральних властивостей.

Групу оборотніх елементів алгебри * позначаємо через *'*, 

сферу Рімана - через с«си{«). Область визначення в с резольвенти 

Я(х,А)»(Аі-х) ' елемента хеї (резольвентна множина) має вигляд 

«(x^UeCiAi-jc* ! " 1 )U<»>, зокрема, R(x,«)-0, оскільки при 

Я(*,*)*м( >-их)~! Множина sp(x)*b\R(x) називається (алгебраїчним) 

спектром х в *. Нехай р(х) -область (слабкої) голоморфності R(x,b), 

Доповнення а(х)тс\р(х) називається далі регулярним спектром х в *. 
Відзначимо, «о <г(х)*г, vx«I і a(x)*sp(x) у випадку, коли {«>«р(х). 

Якщо 3 - замкнена підалгебра в * така, що 1*3, х«3 і <*,$(*) * регу­

лярний спектр х в 3, тоді °g(*) є об’єднання мнохини <г(х) і деякої 

сукупності зв’язних компонент області р(х). Границя мнохини °j(*) 

міститься в границі <г(х). Коли область с\сгй(х) зв’язна, то справед­

лива рівність ог(х)-<г̂(х). Область р(х) описується наступним чином.
ТЕОРЕМА 3.1.4. ЯКЩО МНОЯЄННЯ В і І ІПОНЄПЄрЄрВНЄ Э ЛІВО, ЩО

vxel, p(x)*int(\eR(x): R(x,А)*8_(ї)), де int - внутрішність в Ь, і 

в околі K0*H0f скінченої (нескінченої) точки К*р(*) ряд Я(х,А) -
00 (ю

» £ tR(x,i>)l*+,(i>-A)k (відп., R(x,A)« £ х ^ А j збігається в
к»0 к.О

нормованій алгебрі В_(І).

Як приклад, в згортковій алгебрі розподілів на з носія­

ми в Е0,+») і слабкою топологією розглянуті розподіли вигляду:
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f - t (€)" ^ I T iT7[ r l 'u i l t V t )  '] ПР" t>0> f - t (e ) ’ *(C) при *’ 0; M  U , “ 

ціла частина числа t»0, («и, в(С) - характеристична функція півосі 

t0,+«), r(t) -гама-функція Ей лера. Регулярне представлення елемен­

та f_t над алгеброю діє як оператор дробового диференціювання
• k

порядку t 1 *<*.,*)• е1“’в _ (<4-Л, t), де *. (*.*)-) — —  -
1 t 1 -т tror(kf t)

ціла функція Міттаг-Леффлера, отже при t>0 і e-(r_Q)-<І>.

В згортковій алгебрі Г-періодичних розподілів повільного росту 

на и1: для оператора Даламбера о в згорт­

ковій алгебрі V  (К*) -розподілів повільного росту з носіями В за­

миканні конуса майбутнього F* простору и"*', маємо «г(о)*{»).

Нехай °а(Х\т Ля-ind ЩО) - алгебра паростків голоморфних
v ; Пэо-(г)

функцій на регулярному спектрі *(*) елемента *«*, де індуктивна 

границя взята по спадному фільтру відкритих околів 0 навколо »(*)

1 н(а) -алгебри голоморфних функцій в О з топологією рівномірної 

збіжності на компактах. Основною в даному розділі е наступна

теорема з з і якщо в алгебрі і июовення гіпонеперервне зліва, 

то існує неперервний гомоморфізм алгебр ♦: >»♦ -* Ф(*)«^_(*)»

якиО задовольняє умові ^  *«(») * одиниця в °^ху

Зокрема, при (-)tp(r) і *(z)-r, одержуємо ♦(*)«», а при р(»)*« і 

\ер(х)\{»), S[(x-z)'’]“R(jf,A). Якщо <г(*)»с, то Oj.»e і *: С»А ч *•#.

Для кожної функції *(z)€K(n) значення * задасться формулою 

#(ж)-«т-#(»)+^-|л(х,а)^(2)<і2, де «у-1 при <«>*Q і при <«>«0,
J v

Справедлива також теорема про відображення регулярного спектру.

теорема 3.4.1. Якщо мнояення в і гіпонеперервне зліша, «о 

v х«г, Фв0а(Ху маємо <r[#(x)]«spU(jr))«$t*(#>l, де spt$(x)J і 

<г[*(х)] відповідно спектр і регулярный спея яр «лемент Ф(х) в 

підалгебрі алгебри 8.(1 ) вигляду о *̂ {ф(х): >. Крім мою.



<*•♦)(*) - /U(jt)l, V г»оф[а(я)].

Отже, дробове Інтегрування порядку t>0 можна визначити, як
* « І

регулярне представлення в алгебрі *>+ розподілу /_t(C)**t(t). при 

цьому. or(ft)*(0>. Аналогічно, в алгебрі * (V*) оператор о має 

обернений 1 »(а‘,)«(0 )

Регулярним спектральним радіусом елемента *«* називаємо число 

Ixl^esupf |л|а«<г(дг)>. Подібно, як в банаховому випадку, має місце

теорема 3.5.1. Якщо множення в і г іпонеперервне зліва і 
--- !✓»

(a)tp(x), то Ijf 1^* 11т |хп|_р . Зокрема, vxfi, v«p(x)\<») радіус

n'**« k+1 . -1 
збіжності ряду R(x,А)- Е [R(x,v>)] (»»-А)‘ дорівнює |R(x-.v) |

к >0

Алгеброю Вальброока називається ЛО алгебра 0 з відкритою гру­

пою о*’ і неперервним обертанням в"'эх -» х~'«0.

теорема 3.5.з.Якщо множення в алгебрі 2 еіпонеперервне зліва, 

то для кожного елемента х«ї такого, що <г(х)*і: алгебра о відносно 

норми із 2 (І) с алгеброю Вальброока і УУ«°Х справедливі співвід­

ношення <r0 (y)-ap0 (y)-av (y)’tpB (y), де <т0(у) і жр0(у) спектри в £>х, 

а ав(у) і sps(y) - в 3_(ї).

Звідси випливає, що якщо І - нормована алгебра з неперервним 

множенням, то реалізується ізоморфне вкладення *сй_(ї) і vx«*: або 

spj[(x)«c, або spI(x)«<rI(x)-»p8(x). Відзначимо неперервність *(*).

теорема 3.5.5. При умові гіпонеперервносяі зліва множення в і 

для ко*но;о елемента x d  1 відкритої множини О сфери і таких, що 

їь<г(г)*с, множина (/«с^: а(х+у)сО) є відкритою. Якщо алгебра і 

псевдоповна. то відкритою також е множина (y«s (I): tr(x+y)cn).

У 4-му розділі викладений локально опуклий аналог спектраль­

ної теорії комутативних банахових алгебр І.ІІ.Гельфанда. Він грун­

тується на понятті піврегулярного спектру, введеного в роботі 18). 
Спочатку наведемо необхідні для цього узагальнення деяких класич­

них теорем. Характерами комутативної алгебри » називаємо Н нену-
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льові лінійні мультиплікативні функціонали. Топологічним спектром

* називається множина Я(і) -неперервних характерів з найслабвою
А •

гаусдорфовою топологією, відносно якої функції х: »(l)»h -» /і(х) 

неперервні vr«i. Перетворенням Гельфанда і називається гомоморфізм
А

8: і»* -* х в алгебру с [«(І)) -неперервних функцій на ®(*) з топо­

логією рівномірної збіжності на компактах.

4.1.1. Нехай к -борнологія спрявеного простору і’, яка пород­

жується всіма компактами. Якщо простір I' t (к)-повним 1 1 -  кому­

тативна алгебра Паккі, то перетворення з -неперервне. Зокрема, 9 - 

неперервне для бочкових алгебр.

Справедливий наступний аналог теореми Гельфанда-Мазура 12J. 

теорема 4.2.2. Якщо алгебра в с тілом і операція обертання 

і"'»х -» х‘ 1 (слабо) неперервна, то і ізоморфна полю Є.

Стандартним наслідком теореми є те. но замкнені максимальні 

Ідеали комутативних алгебр і із (слабо) неперервним обертанням, 

зокрема ЛМО алгебр, мають вигляд Ker(h), де Ь«®(ї).

Виділимо алгебри, в яких (алгебраїчний) спектр елемента можна 

обчислювати обмежуючись топологічним спектром алгебри. Скажемо, во 

алгебра і з неперервним множенням і 11 поповнення ї утворюють пару 

Вінера. якио Г W 1 С151.

4.2.6. HezaO і -комутативна ЛМО алгебра. Алгебри І, ? утворю- 

ють пару Вінера тоді і тільки тоді, копи ®р(х)«(й(х) :йсЯі(і)}, vx«і 

Якво ї - ЛО алгебра з відкритою групою (Q-алгебра) або 

проективна границя таких алгебр, то ї і ? - утворюють пару Вінера.

Наступне поняття є одним з основних в роботі. Кожному елемен­

ту х*і співставимо так звану область піврегулярності резольвенти, 

покладаючи: р_(х)-я_(х) при хеі\Л_(і); p_(x)-R_(x)U<») при х«л_(Г) 

де R (г)а(АсС: Я(х,Л)е _̂(І)), Доповнення <»'_(*)"£\Р_(Х) називається 

(лівим) ніврегулярним .спектром елемента х в алгебрі *.
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ТЕОРЕМА 4.3.1. Vx«I, »_(»)*•.
В довільні* ЛО алгебрі ї справедливе вкладення: «г(х)с*_(х). 

vx*l_ Джя кожного « •  такого, що р (ж)*», має місце співвідноиеняя 

Ъ*ярл ^1*(х.ц)1), де л«р_(і). Якщо множення в І

гіпонеперервне зліва, то с(х)-«_(ж).

Визначимо на сфері С структуру комплексної алгебри, ототожню­

ючи і з полем часток с/с*1*/і«: vji * с), де v/fam. »»»0 і 0-«-0. 

Позначимо і_«{ж*і:»_(х)»с). Иіврегуляриим характером комутативної 

алгебри > називається будь-який нетривіальний неперервний гомомор­

фізм Ь: ж -* ІЦх)«с з областе визначення Множина *.(ї) -півре- 

гулярних характерів 1 із найслабиош гаусяорфовов топологіє*. від­

носно яиоі функції ж: Ь -* і»(х)«с неперервні на 6(1), »«І , нази­
вається півпегтлирним спектром алгебри >.

Якщо с|б (і).сі множина неперервних відображень Із 6_(і) в і 
з топологією рівномірної збіжності на компактах, то можна визначи­

ти аналог перетворення Гельфанда *: І.»* -» ж«сІб (і),с1.

4 4.І Яереттореття Гсяьфаяда 9 ЛНО алгебра л_(і) mac едите 
розвреїн t и І , причому V неперервне моді і мілько мові, тато 
каерермп с *_ . Зокрема, V іеперервк, якщо Ж - алгебра §реяе.

Піврегулярний спектр ЛО алгебр, подібно до ба пахового випадку, 

дає можливість обчислювати піврегулярні спектри елементів.

4.4.4. НежаО алгебро <* (і) і ї (І) яип|ииии пару Вітера або 
алгебра І с оінюпао, моді » (»)-(»(»): ІМб_(І)), »ж»1.

Нехай - елементи Із 4і - ярди—  добуток J копій

сфер с. Якщо комутативна алгебра * с півповаос. то образ відобра­

ження *_:•_(і)»Ь -* будемо називати стміснии піврегтляр-

ним спектром елементів X і позначати через ».(і).

Обчислшю Піврегулярні спектри деяких індуктивних і проект­

них границь систем комутативних ЛО алгебр.

-  18 -



4.5.4. Якщо <Sq> - індуктивна система комутативних банахових 
алгебр відносно стискуючих вкладень, то реалізується гомеоморфізм 
• (llm-lnd 8q) • Ilm-pr *(8q).

Якво U q > - проективна система ЛО алгебр з неперервним мно­

женням, то справедлива .рівність llm-lnd ®_(*q) " • _(llm-pr 1 )̂, 

в якій вкладення *_(*q) « *_(llm-pr Jfq) неперервні. Застосування 

до проективної системи (<•_р<*) К породженої підалгеброю <*_(*), 

приводить до наступного результату.

теорема 4.6.1. Якщо перетворення Гельфанда »: і_ - с[6 (і),і)
неперервне і •_(*) е (к)-простором, то реалізується гомеоморфізм

в (і)- llm-lnd Я(2 (І)), де 2 (ї) - поповнення Л (і).
р*р ~р "•* "р

Умови теореми очевидно виконуються для алгебр Фреше.

Нехай * і 8 - комутативні J10 алгебри. *«3 - проективний

тензорний добуток і - його поповнення. Справедлива наступна

теорема 4.7.1. Якщо алгебри і, б повні 1 мають неперервне

множення, то реалізується гомеоморфізм «К **8) ■ *(*)хЯ(8).
В 5-му розділі розвинуте функціональне числення в ЛО алгебрах 

загального вигляду і наведена його реалізація в алгебрах необмеже­

них операторів. Встановлені теореми про відображення спектрів, а 

також теорема типу Хілла-Іосіди для однопараметричних півгруп.

Нехай г«ї_ 1 n«p(*)\U). Тоді *_(*)- U & і <r_ с sr при
q€P 4 4 p

<ї*Р. де іг.ч»(м-х*1: A«sp(y_q)> 1 sp(K.q) -спектр лияка резольвенти 

у-н(х,ц) в поповненні 2_(і) фактор-алгебри «*_(*)/кег(д_>. Вказане 

розбиття •_(*) на об’єднання компактів сфери с залежить від вибору 

Р і не залежить від точки імр(*)\(»}.. Визначимо алгебру и[сг_(х)]«

■ Ііт-рг 0(о- ) -локальних паростків голоморфних функцій на„єр „ 'ч

Алгебра н[сг_(х) ] не залежить від розбиття <г_(х). Крім того, реалі-
♦* *

’зується гомеоморфізм яКн(<г_(х>] )-<г_(*).
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теорема S.1.1. Якщо алгебра І -півловна, то існує неперервний 
гомоморфізм кС<г_(дг)}»# -♦ ♦(*)«•*.(*) такий, що (xj)"1- de
Ід. 4 -одиниця алгебри Міа_(х)1. При х««І_(ї), #_(*)-*, де г -ком­
плексна змінна. Якщо х«*\і_, <ю •_ :c»z - z-і, оскільки «т_(*)-ё і 
♦*Н(І) « с.

В рамках даного функціонального числення справедлива теорема 

про відображення Нерегулярного спектру.

теорема 5.1.2. Якщо алгебра І півповна, но справедливі спів- 

відношення а_[*(х)]-*[<г_(г)), (f**)(x)«#[f(x)J, V х«І, ♦«К[а_(»)]. 

f«H{ [#[а_(х) 1 ).

Гомоморфізм *_ характеризує множину »_(*) елементів * із .
4- ♦*

теорема 5.1.4. Якщо і -алгебра fpeae і *■ {#(*): ф»ні<т_(х)) >, 

до <г (r)«spK (x) -спектр елемента х«5?.Ш * підалгебрі *х.

Функціональне числення припускає багатовимірне узагальнення. 

теорема 5.1.5. Нехай ї - півповна комутативна алгебра і і  ■

(jrf....*п> -скінчений набір елементів із І_. Тоді сумісний пів-

регулярний спектр <г_(х) е об'єднанням компактів я прямого добутку 

сфер І". кошен з яких біголоморфно еквівалентний поліноміально
4-

опуклій множині із с", алгебра И(ег_(х)] нетривіальна і існує непе-
4-

рервний гомоморфізм *_: К[а_(Х)]»# ф(Х)*Л_(М). який задовольняє

співідношенням <т_[#(!)]-*[а (X)] і *_(!„. <х))_|. de (Х)-одиниця

4-
Kl<r_(X)J. При Хс«І_(ї), маємо де 2^- J-иа координата

комплексної змінної (zt....zn).
Техніка ультрагладких векторів необмехеного замкненого ліній­

ного оператора *'■ Ю(Л)си -» її банахового простору (Д,|.|) дозволяє 

навести застосування попередніх теорем до побудови функцій від Л.

Побудуємо простір іг[в"(Д),#]« ( Е u n*u*U: u «»"(*), £ |un|J’<»] з
' • n * l  П - 1  *
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t *  1 ,,гнормою |и|г« ІпГ І Е І“пІд J . Яв іаГ по всіх зображеннях ї.ап~"-

5.2.2. №  місце ізометричний ізоморфізм Іг1»"{л),м)«ГҐ(А). 

іе замикання в Я.

5.2.3. Якяо ао вкладення спряаетік просторів а*с
С»^(і) неперервне у сильних топологІях і неперервне «а «ільне у 

топегогіях Ноккі. Якщо ■ -гільбертів, то вкладення В*сХ>~п(д) непе­
рервне за тільте у сильних тополог Іях-

5.2.5. Нехай я - гільбертів простір, ®£(Л) - л рості р уяьтра- 
.гладких векторів Л і я£(Д)««. Годі С^(Л)сВ - топологічний ізомор­
фізм, vio>0. '

»

Припустимо далі, що і£(л) - простір ультра г да яких векторів л 

1 ®^(л)-«. Нехай * -клас функцій ^(*), для яких визначені оператори 

/■(лп)«і.(ї>"(л)). Тоді визначений оператор f(An):тГ(л) -» *£(.*). зву­

ження якого на ю"(Л) співпадає Із (̂л'п). Замикання над в

позначимо через f(A).

теорема 5.2.4. Замикання Г(А) Існує. vf*J. Якщо Г(л )«л .П П

vn«»i. то г(л)-л.
Користуючись теоремами 2.3.3-4. можна обчислити підалгебри 

^[»‘"(Л)1 1 8[|ГМ(Л)] алгебри Lb tI)^(X)), де »;М(Л). ііш-pr ІГП(Л)
п̂«

-проективна границя спряжених банахових просторів. А саме. Існують 

топологічний ізоморфізм <<[»"(*)). lim-pr 1_Ь(»"(Л>] і неперервний
П-*»

ін’єктивний гомоморфізм S[V^(A) ] -» {u]. Відображення, яке їх

породжує має вигляд Т_м -» Гн. де Тм -спряжений до оператора Г_м із 

4[®“м(л>] відносно двоїстості <тР(Л), Сгм(л)>. Таким чином, абст­

рактні теореми 5.1.1-2 в даному випадку дають наступний результат.

5.3.4.Існує неперервний гомоморфізм Ф -» Ф(л)̂ із алгебри фун­

кцій И[*р(А )] в підалгебру llm-pr і.[вп(л)} алгебри і.£»"(л)1,
п ° г г 

який переводить одиницю К[яр(Лм)] в одиничний оператор із t(U), а



комплексну змінну г в Лп. При цьому виконується співвідношення 

ар(ф(Лп)]-ф[ар(Лм)], де спектри розглядаються в алгебрі l [v "(a )1. 

Нехай а(А) -спектр оператора Д над простором ч. Справедлива 

ТЕОРЕМА 5.3.3. sp(jT )«<г(Д).

Сформулюємо теорему про відображення спектру оператора Д. 

теорема 5.3.5. існує лінійне відображення И[вр(Дм)]»# -♦ *(Д).
4-

де ф(л) -замикання в U оператора Ф(Л„), і одиниця И[вр(лн)1 пере­

ходить в одиничний оператор алгебри L(U), комплексна змінна z в 

оператор А і виконується співвідношення <гІф(Л))-фІ<т(Л)].1

Якщо в«[вр(дм)] - підалгебра обмежених Функцій із н[яр(дм)), 

то має місце гомоморфізм алгебр 8К[ар(Дм)]»Ф #(j)cl(u>.

В останніх двох параграфах функціональне числення застосовує­

ться до дослідження в ЛО алгебрах однопараметричних півгруп. Пів- 

групою в * називається функція 0*t*x(t)ai, що задовольняє умовам:

jr(t4)**(t)r(C), г(0)-і.

теорема 5.4.1. Якщо множення в алгебрі і обмежене, ию кожна

півгрупа х(р) в і, яка задовольняє в слабкіО топології умові

lim x(t) = i, неперервна. 
t**o

Слабка границя в * вигляду iim ----t--1 ■ * (якщо така існує)
t-*o

називається далі генератором x(t) в алгебрі *. Кожна неперервна 

півгрупа x(t), яка має в * слабкий генератор х, диференційована 

ПРИ t*0 і ~ ■ X'X(t) - x(t)-x у вихідній топології *.

теорема 5.4 з. Нехай і - кваз іповна алгебра з гіпонеперервним 

зліва множенням. Елемент х*і є генератором деякої обмеженої непе­

рервної півгрупи x(t) тоді і тільки тоді, коли виконуються умови: 

(a) Re [<г(х)пс]*0; (Ь) Іія n-R(x,n)«i. В цьому випадку півгрупа

x(t) визначається слабким генератором х єдиним чином і справедлива 

формула x(t)-iіт expitxnR(x.n)], де збіжність рівномірна на
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компактах.

Як приклад, в згортковій алгебрі t>'f розглянута півгрупа 

0** 4 f О * дробового диференціювання, яка е неперервна 1 иае 

генератор *“(€) * Г'О)в(С), Тону розв’язки задачі Коні

(C)*u(С,е)+Г' (1)«(С,С)І **(С,0)»г(С)«»'< в кохній точці

t*0 мають зміст похідної порядку t від функції г(?).

В додатку викладені елементи теорії топологічно-борнологічної 

двоїстості, а також основні властивості проективних та індуктивних 

систем локально опуклих просторів на яких базуються доведення ряду 

основних теорем.
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