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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА. РАБОТЫ

Актуальность теш. В диссертации изучается критические случаи 
одного нулевого корня (*) и пары комплексно-сопряженных корней (**) 
теории устойчивости неавтономных нелинейных дифференциальных систем 
(д.с.) с мэдленно-шнявдимися коэффициентами.

Н.Д.Моисеев изложил историю возникновения и развития понятия 
устойчивости. А.М.Ляпунов в докторской диссертации "Общая задача об 
устойчивости движения", также предложил два-основных штода исследо­
вания устойчивости движения. Частные случаи задачи устойчивости изу­
чил Логранж, Раус, Томсон и ТЭТ, Н.Е.Жуковский, А.Пуанкаре.

Основные результаты теории устойчивости можно найти в моногра­
фиях Н.Г.Чэтоева, Н.Н.Красовского, Р.Беллина, И.Г.Малкина, К.Г.Вале­
ева, К.П.Персидского, В.И.Зубова и других авторов.

Устойчивость неавтономных линейных и нелинейных д.с. при усло­
виях отличных от используемых в диссертации исследовалась Э.И.Грудо, 
А.А.Шестаковым, Г.С.Кречетовым. 0.Перроном, Л.Чезаари, Н.И.Гаврило­
вым, В.П.Басовым, В.В.Костиным, А.В.Костиным, И.Е.Витриченко, Робин­
сон Кларк и другими авторами. Таким образом исследование устойчивос­
ти неавтономных д.с. представляет актуальную задачу.

Цель работы. Получить достаточные признаки устойчивости по Ля­
пунову при t | и нулевого решения дифференциальной системы (д.с.) 
вида

-Ц- = *(t)-P(t)-X + F(t, х) (1 )
X = соИх^ ..., х̂ ), t е А = [а, ш[, -<ю < а < и ̂  -к», u(t) >0, 
P(t) = |Psk(t)|, s,x = ITT, P(t, x) e cn(Rn),
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уравнение
det(P(t) - А.Е) = О 

имеет или простой корень \  (t) с условием
ReÂ  (t) = 0 (1 ), t І ш 

(критический случай (*)), или простую пару комплексно-сопряженных 
корней

xx (t) = XL,(t) = a.(t) +ib.(t), 

і2 = -1, a.(t) = о(1 ), t 1 и)
(критический случай (**)), cn, кп - соответственно n-мерное ком­
плексное (вещественное) эвклидово пространство, когда коэффициенты 
д.с. (I), вообще говоря, не имеют пределов и являются "медленно из- 
мэнявдимися" функциями (производные таких функций малы в сравнении с 
самими функциями). Например,

ta, (In t)P, соз In t, sin iJ (7 < 1 ), sin et, 
є - малый параметр.

Методика исследований. В работе используется метод неавтоном­
ных нелинейных преобразований Пуанкаре-Брюно, принцип устойчивости и 
метод А.В.Костина исследования одного неавтономного дифференциально­
го уравнения первого порядка в сочетании с методом функций Ляпунова.

Научная новизна и основные результаты. В диссертации получены 
следувдие новые результаты.
1. Признаки устойчивости, асимптотической устойчивости, неустойчи­

вости, когда устойчивость нулевого решения определяется линейной 
частью д.с. в случаях (*) и (**).

2. Получены критерии асимптотической устойчивости и неустойчивости, 
когда устойчивость нулевого решения определяется нелинейной час-



-  5 -

тыэ д.с. (I) в случаях (* ) и (**).
3. В случав (**) рассмотрен особый подслучай "слипающихся корней" 

(a.(t>, b.(t) = о(1 ), t I и).
4. Получены признаки устойчивости, асиштотической устойчивости, не­

устойчивости в частном случае когда
% = % (t), Р = р(а), і  = (^, ... , ат), = ek(t)-t, 
єк : L —*■ )0, +оо[, в е c j f \  є” 1 • = о(1 ),
t J (i), k = 1 ,m,

для д.с. (I) по линейной части.
Теоретическая и практическая ценность. Диссертация носит теоре­

тический характер. Дифференциальные уравнения с медленно меняющимися 
коэффициентами встречаются во многих областях науки. Примером этого 
могут быть задачи на собственные значения, а также некоторые задачи 
теории автоматического регулирования, кинетики, аэродинамики, гидро­
динамики, электростатики и других задач естествознания.

Апробация работы и публикации. Основные результаты диссертации 
докладывались на республиканской научно-мэтодической конференции 
посвященной 200-летию со дня рождения Н.И.Лобачевского, Одесса 92, а 
также на семинарх кафедры высшей математики ОГУ по обыкновенным 
дифференциальным уравнениям (руководитель - проф. Костин А.В.).

По теш диссертации опубликовано четыре работы.
Структура и объем работы. Диссертация состоит из параграфа 

"Обозначения и термины", введения, двух глав, состоящих из IG параг­
рафов, списка литературы из 61 наименований, изложена на 110 страни­
цах машинописного текста.



СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении обоснована актуальность проблемы и дан краткий об­
зор работ, посвященных решению задач, близких к рассмотренным в дис­
сертации. Сделана краткая аннотация глав, сформулированы основные 
научные положения, которые выносятся на защиту.

В первой главе (§§ 1-8) исследуется устойчивость тривиального 
решения в критическом случае одного нулевого корня. В §2 главы при­
ведены леммы в которых строятся преобразования приводящие д.с. (I) к 
д.с. специального вида. В §3 приведены результаты в виде доказан­
ных теорем для устойчивости, асимптотической устойчивости и неустой­
чивости, когда д.с. (I) квазилинейная.

Теорема I. Пусть д.с. (I) такова, что
1) алгебраические дополнения Ak, к = і ,п элешнтов хотя бы одной 

строки (столбца) определителя det(P - \ХЕ) обладают свойством
Д  |AJ2: А —  [Ао, М.], А, е ]0, »[; J

0) ш
2 ) |  itd t = +оо, J  x R e ^ d t  = ~оо;

3) существует ц е  Ю, 1[ такая, что

exP ( ~ V j f  xdx) ‘ |  4 * 1 1 +  ̂ lps k l + Ь*езф(чі*| « R e \ d x ) l • 

у t* exp(7x'I' icdx)dy = 0 (1 ), t І ш,

\  * 7 - e., 
є - достаточно малое положительное число, иt t n

ехр[(1-ц)'| TtRê dx] • | [|X̂ | + £ IP^I + b-exp(qv

• f itRê dx)] • expt (|J.-1 )• f 'itReA.1(lx)]dy = 0(1), t | w.

b
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Тогда нулевое решение д.с. (I) асимптотически устойчиво по Ляпунову 
при t | из.

Теорема 2. Пусть д.с. (I) такова, что
1) алгебраические дополнения А^, к = і  ,п элементов хотя бы одной 

строки (столбца) определителя det(P-XE) обладает свойством

2. |А*|2: А — * [Ао, MJ, Ав е [0, +со[;

ш ш
2 ) Jrcdt = -и», J'KReX1 dt = -и»;

3) (rcjTtê TOjbt)-1«J(|\̂  I + ^Pskl)dT = °<1>* t T w
 ̂ —і  ̂ 't(JfitReX dx) ■ Jldt =o(1), t I u) (a = 0)

а а
t t a T

expt-ajrcReA^dx)*JI*expta(l+e#)‘̂ riteX1dx](l'c = 0 (1 ), t | ш  (a = 0)

 ̂ —і  ̂ 1*(JxRe^dx) • JlrdT = o (1 ), t І ш (a = 0)
а а

t t 1 л
exp(-aJ'nA1d,c)> JL-exp[a(1+ei> )• JuRe\1dx]d't = o (1), t | ш  (a > 0)

а а а

exp(-ajitdt)•]■(!*.• |+ ^  |P^k | + b)-exp(aeJ'icdx)d't = 0(1), t]u, (aj
a a s ,k =1 a

ao = 7 - Ee, єо - достаточно малое положительное число.
Тогда нулевое решение д.с. (I) неустойчиво по Ляпунову при t | ш.

В §4 сформулированы теоремы об асимптотической устойчивости и 
неустойчивости нулевого решения д.с. (I) для частного случая:

% = %(1), Р = Р(а), і  = (аг, ..., ят),
ек = £k(t)-t, Єк : А -> 10, +оо[, Б « С*1*,

е~Х • EjJ = 0(1 ) , t  1 Ш, к = Г ^ .

В §5 приведен примзр, удовлетворяющий результатам §3.
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В §6 приведены преобразования, приводящие д.с. (I) к д.с. спе­
циального вида.

В §7 получены теоремы 3, 4, когда устойчивость определяется не­
линейными слагаемыми.

Теорема 3. Пусть д.с. (I) такова, что
1) среди функций

t t 1 і 
e x p ^ ^ d a ) ,  |[<1-k)-| A^da]1"*!,

к ? 1 , к ,1 = 27 ,̂ существуют функции

q>j = 0 (1 ), t I и, j = 1 ,2 ,
такие, что

(̂ (Pj - (pj)̂  + J^  Л^'А^фуХ1 , j = і, 2 .

Aj = m a x I C A * * ^ ,  і = Г 7̂ } ,  J = i ,2 ; ^ ^ A J1 • | > 0 .

A^ = ^ ( P j  -  cpj, = A j,, к = 2 7 m;

2 ) существует є ]-oo,OC, kg є ]0,+oo( такие, что

ini У AT1*А^*ф?’Xs = Оtei, Xet^.O] ŝ l

зир У ЛГ^аГ-ф^х3 = О
tei, xelo.kg] S&i ^ 3 3

3) существует Nj є ]0, +<»[, j =i , 2  такие, что
, t  N.(a+m)-l , Tь-ф̂  *Aj = 0 (1 ), t І ш, X.9jJ • TC = 0 (1 ), t I u;
\ V, 4- W.(a+m)-N. , .*Ь-ф]а+т) •AJ1= 0(1 ),t І ш; Ь-ф^ *tc = 0 (1), t ] u;

A-1 -<pj-ф^1 = о(1 ), t j m, іГ^ф^ф -1 = o(1 ), tT1 • P̂ k = o(1 ),



t I (l), s,ic = £,n,

Aj1,psk = 0(1 * I <P]*(̂ 'Pj)-1 = 0 (1 ). TC'-lf1 = 0 (1 ),

t 1 U, J = 1, 2.
Тогда тривиальное решение д.с. (I) асимптотически устойчиво по 

Ляпунову при t | to.
Теорема 4. Пусть д.с. (I) такова, что

1) среди функций
t t -І- 1

ехрф^іг), I t(1-k)|Akd.x]l-k I, <Â +1 |гЄіс-Ь  ,

і ,k = STm, к jt і, существует функция такая, что
Ф = Ф_+ 0 (1 ), 1; I ы, ф.̂ о,

и
(ГС̂ ф - ф')^ А^Х* — Л^^Л_1 А̂ -фкХ)с,

Л = шахКА^'ф1, і = ГГ®}, ^ Л-1 • IА̂ -ф1 1 > О.

М, = аир {Л-1 *АГ'ф1), ш. = Inf {Л."1 • А ч̂р1}.
1 [а,ш[ 1 1 [а,ш[ ^

2) гк1х£ > 0, при > О, 

или
т .

k l j k г Ч  < 0. при х, < 0,
где

гА = m , г = { Mi» 1=2к , і = Г7йП  -1 <- 11̂  , 1 = 2к+1

3) Ь>Л"1 -фа+ш" 1 = о(1 ), t ] ш, Ь-фа+т-1 -іГ1 = о(1), t | ш,

Л-1 *ф' *ф-1 =о(1 ), tfu, чс^-ф'-ф-1 =о(1 ), t I ш,

-  9 -
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* 1«ф'«ф Х= 0(1 ) ,  t  j  (і), % 1 *p k̂ = 0 ( 1 ) ,  t  1 Ш,

H ' - H f 1 = 0(1) ,  t  I  Ы, ф̂ * (H^^Pj >_1 = 0(1 )> t  I  0).

Тогда тривиальное решение д.с. (I) неустойчиво по Ляпунову при

Здесь рассмотрен случай, когда коэффициенты д.с. А̂ , к = Г7т 
суммируемы на Л функции. В этом случае имеет место устойчивость ну­
левого решения, а асимптотическая устойчивость определяется свойст­
вом преобразования (когда все его коэффициенты стремятся к нулю при

В §8 приведен пример иллюстрирующий результаты §§ 6-7.
Во второй главе (§§ 1-8) исследуется устойчивость нулевого ре­

шения в критическом случае пары комплексно-сопряженных корней, и со­
держится центральный результат диссертации.

В §2 приведены леммы, в которых строятся преобразования приво­
дящие д.с. (I) к д.с. специального вида для квазилинейного случая.

В §3 получены признаки устойчивости, асимптотической устойчи­
вости и неустойчивости, когда устойчивость определяется по линейным 
слагаемым.

Теорема 5. Пусть д.с. (I) такова, что
I) Если алгебраические дополнения AsJc, s=i ,n, s-ой строки (столбца) 

(1 $ к =$ п) определителя det(P - Х1Еп) таковы, что

и кроме того, если алгебраические дополнения Qks, s = 5777, з-го 
столбца (строки) (2 $ к $ п) определителя det(С^ - Х2 Еп_1 ) таковы, 
что

t  Т ш.

t 1 to).

у |\s|2 > А., А. « Ю, -Н»[,
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110,312 '* Q.. Q. e 10» -K»t;s=52
0) Q)

2 ) fadt = +<», Jica.dt = -oo;

3) Jt s exp[ (1 - ц)-| ic-a.dx] • I t|a’j + |b;| +̂  ^ l^k I +
У У t+ Ь*ехр(а*ц*^ icaedx)l*exp[ (ц - 1)‘| itaodx]dy = 0 (1 ), t | u>.
t t n

J2 s  exp(-71*^ 1и1х]*| С j a ’ | + |tT | + J ]P̂ k| + I-exp(cqji«

у у t• I ua.dx)]-exp(71*| icdx)dy = 0 (1 ), t | из, ^  = 7 - 6.,

Eo - достаточно малое положительное число.
Тогда тривиальное решение д.с. (I) асимптотически устойчиво по 

Ляпунову при t j (1).
Теорема 6. Пусть д.с. (I) такова, что

1. выполняется условие I) теоремы 5;
из из

2 . J  icdt = +00, J  xâ dt = +00;

3. (J Tta.dx) - 1 « JT (la; | + |b;( + I  |P;k|)di = 0 (1 ), t 1 u,
a a s.r=l

(J Ttâ dx) -1 • f  Ida = 0 (1 ), t I u), (a = 0)
а аt t 1 t

exp(-a*J icâdn;] * j" IexpCa(1 + тса̂ сіхНт: = 0 (1 ), t | из, (a > 0),
a a a

e x p ( - a -f Ttd't)*J(|a; | + |b; |+ J |P^k | + I)-exp (a. • J icdx)dT: = 0 (1 ),
a a s , Jr=l a

tju, (ax), ax= 7 - є а , Єо - достаточно малое положительное число.
Тогда тривиальное решение д.с. (I) неустойчиво по Ляпунову при

t I ш.
В §4 сформулированы теоремы, для этого случая, об асимптотичес-
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кой устойчивости и неустойчивости нулевого решения д.с. (I) в квази­
линейном случае.

1C ̂ %(%), Р = Р(а), і  = ..., ат),

ek = : А —♦ ]0, +оо[, є е Cf >,

Єк1‘Єк = °(1 ). t I  Ш, k = П-.

В §5 приведен пример, удовлетворякщий результатам §§ 2-4.
В §6 преобразуется д.с. (I) к д.с. специального вида для нели­

нейного случая.
В §7 получены теоремы 7 и 8, когда устойчивость определяется 

нелинейными слагаемыми.
Теорема 7. Пусть д.с. (0.1) такова, что

I) среди функций
t і 

І 2 ї ' | 4г к « 4- Ч ‘ 1 / г к , I W i - * 3 « r  -

к jt і, k ,1 = Г7ЇГ, существует функция

ф = 0(1), t 1 ш,

такая, что
(а2 + Ь2 )_1/2-ф = о(1), t | и

и
лі

(х-а.-ф - Ф’)«х + £  A2k+1*<fc+1-x2k+1 s A - J ^ - A ^ - q P 41-!?*41,
Ш

Л = maxi{A^+1-(jfk+1, к = ^ Г ) , ^ Л -1 • |А̂ к+1 *^k+11 > О.

где
= ісаоф -  ф', А̂ 1+1 > Аз1+1, і  = ГТБГ.

2) существует к є 10, +<»[ такое, что
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sup j” Л-1 • AJL •фгз+1-х2з+1 = О 
t<=A, X e [o ,k ]  ^ s+1

3) существует N* є  ]0, + c o [ ,  такое, что

<a!  + b ? r l/ 2 ’ Psk ’ <P~N+2-A_i = 0 ( 1 ) ,  t  1 ы, s ,k=— ,

• (a2 + Ь2 Г і/2-фк_1 = 0 (1 ), t j Ш, k = г;іїї,

Ps k ’ <a!  + Ь? ) “ 1 / 2 *фк_1= 0 ( 1 ) ,  t  T U),

psk*<a! + Ь?)"1/2*Л_1= 0 (1 ), t 1 Ш,
ф’ -(тс-ф) l = 0( 1) ,  t  j  w, s ,k = r7 n , %' •тс-1 • (a2 + b2 )~l/ 2 = 0( 1) ,  t  j  со, 

\ ^ ’ -(a !+  b ? )“ l/ 2  = o ( 1) ,  t  j  ш, к = 57ЇЇ,

ksk-l+l=|Qj
,= ,c-l-o/2 , o(1>,

k=2

t  І И, |Q| = 5ТПГ,

Ф,Q> 1 • ^ (x-(a2 + b2)l/2) 1 -2 b2) к / г )*к = 0 (1),
ksk -l+l=|Qj к=г

t  j  Ш, JQJ = §7^,

(x + Л*ф_1 )-%'(pN ( l Q | - s ^ (те-(a2 + b2 )i / 2 )_1 • р ( ' 1ск (а2+

j  ks -l+s=|Q| kSfe
+ b2 )“k / 2 )S)c = 0(1 ) , t  j  Ш, s = 57Р5Г-Ї ІОI =

N * | Q | —1

k=2

Ф J  ('Jf (a2 + b2 ) 1/2)2 • p |  (^  (a2+ bf)-k/2) k = 0 (1 ),

X k s k " 1 + 1  =  | Q I  k = 2
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t  1 Ш, ІО I =  2,2л>+1 ,

L-(a2 + b2 )c^n4<:D''2 • Л-1 = o(1),

I- (a2 + ь2 )с"т+а3''2 . (рм*(а+я1)-і . x-i = 0(1)> t f  ш>

I- (a2 + b2 ) ^ " 4̂ ^ 2 ■ . л-1 = 0 (1 ), t I a).

I-(a2 + ь2 )с"т4ф/2 ./*(сжи)-н*-і . x-i = 0(1)> t ]  u.

^ ( Jq H O + s- n * .^  + А.ф-1) . 2 (TC«(a2 + b2 )1/2)_1 •p|('Jiv (a2+
У ks -1+1=|Q| k=2

k=2

+  Ь2 Г к / 2 ) k =  0 ( 1  ) ,  t І Ш, S =  0 ,  | Q | —1 , IОI =  2 , £m+l , |Q |  = 2 , 2 m - l  ,

/ ( І О Н ) .  V (it* (a2 + Ь2 )"1' 2)"1 .p ] ( ^ ( a 2 + Ь2Г к/2)3к= 0(1 ),
V ks - l+ i = |Q| k=2

k fe

t 1 U, |Q| = 2 ,2m+l,

ф|а|-и*+і . A-i . j  (1C. (a2 + b^)1/2 )-1 . p j  (^  (a2+ b2)-k/2)Sfe =

7 ks.-a+i=|Q| k ~Z
k S 2

t ----?>
0 ( 1  ) , t  І Ш, | Q |  =  Л>+1 ,m

Тогда тривиальное решение д.с. (I.G.4) асимптотически устойчиво 
по Ляпунову при t I ш.

Теорема 8 . Пусть д.с. (I) такова, что 
I) среди функций

ехрфл.сП), |£2к| Ак(ПГ1/Вк|, |А21+1- ^ +1|2С1"Ю »

і,к =  27т ,  к Ї і , существует функция такая, что
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<р = фв+ о(1 ), t j ш, ф./О,
и

( * - \ .ф  -  ф ')^  + k| LA2lc+i - ^ k+1-x2k+1 3 л *к|1л"1 * ^ к+і*фгк+1*зі2к+1'

Л = maxi {А^-ф1 , і = П ™ } ,  ^  Л_1-|А”-ф)с| > 0.

M.= sup {Л-1 -АГ-ф1 ), m, = Inf {Л^'А'^ф1 }.
1 [а,ш[ ^ 1 [а,ы[ 1

2) 2 гк^ > °> > °»
3) Выполняется следующие соотношения

я̂ -іс-1* (а2 + Ь2 ) -1 ' 2 * ^ -1 = о(1 ), t |'ш, к = 571її,

Р;к*(а2 + Ъ! ) - 1^ - 1 = о(1 ), t | ш,
Р̂ к-(а̂  + Ь2 ) " 1' 2 ^ " 1 = о(1 ), t 1 ш, s,k = Г7п,

Ф’ * (тар)-1 = о (1 ), тс'чГ1- (а2 + Ь2 )-1' 2 = о (1), t |  ш, 

и^чс^-Са2 + Ь2 Г 1х2 = о ( 1 ) ,  t  j  w, к = 275Г,

Ф,а ,_ 1 • У (я-(а2 + К ^ ) «  • pj (^ (а2+ = °0).
V ks -1+1=|Q| 

k=S2

t j Ш, |Q| = ST̂ T,

k=2

фІ°И.А^. у (7C. (a! + b2)1/2)-1-2 * |~| (\ (a2+ bfrk/2)S* = o(1 )
k^ksk-l+i = |Qj к =2

t 1 U, |Q| = 2̂ 7,
I- (a2 + b2 )c_m4<r)/2 • A 1 = o(1),

I-(a2 + . x-i = o(1), t j ш.
Тогда тривиальное решение д.с. (0.1) неустойчиво по Ляпунову
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при t J ш.
А также получены теоремы, когда коэффициенты д.с. А21с+1, к=о7лГ 

суммируемы на А функции. В этом случае имеет мэсто устойчивость ну­
левого решения, а асимптотическая устойчивость определяется свойст­
вом преобразования (когда все его коэффициенты стремятся к нулю при 
t j ш).

В §8 приводится примэр иллюстрирущий результаты §§ 6-7.
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