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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы, важнейшим направлением повышения надежно­
сти, долговечности, весового совершенства машин и сооружений яв­
ляется разработка и внедрение современных, ориентированных на ис­
пользование ЭВМ методов расчета конструкций на устойчивость. При 
решении многих задач строительства и машиностроения возникают 
трудности, связанные с проблемой обеспечения устойчивости конст­
рукций, находящихся в потоке жидкости или газа. Этот вид нагруз­
ки обусловливает появление ряда специфических моментов при рас­
смотрении вопросов устойчивости. В практике строительства соору­
жений можно привести ряд примеров возникновения аэроупругой не­
устойчивости. Сюда относятся задачи устойчивости большепролетных 
висячих мостов, трубопроводных переходов, телевизионных башен, 
дымовых труб, градирен, а также отдельных элементов указанных вы­
ше конструкций. Специфическая особенность рассматриваемой пробле­
мы связана с необходимостью учета среды в составе динамической 
системы. В случае сверхзвукового потока широко используют методы 
поршневой теории. При постановке таких задач колебания системы 
описываются общими динамическими уравнениями теории упругости, а 
влияние потока - по закону плоских сечений.

В настоящее время расчетное обоснование проектных-решений в 
значительной степени опирается на данные численного моделирова­
ния с помощью тех или иных (главным образом, конеч.-ю-элементних) 
алгоритмов. В то же время, анализ динамических процессов в тонко­
стенных пространственных конструкциях машин и сооружений, нахо­
дящихся в потоке жидкости или газа еще не имеет необходимой под­
держки в виде развитых средств численного моделирования, облада­
ющих достаточным уровнем общности.

В связи с этим представляется актуальной проблема разработки 
эффективных численных методов исследования устойчивости тонко­
стенных пространственных конструкций, находящихся в сверхзвуковом 
потоке.

Целью настоящей работы является: создание численного алгорит­
ма исследования, задач глдроаэроупругости на устойчивость, реали­
зация разработанной методики в виде вычислительного комплекса, 
ориентированного на 'применение ПЭВМ, решение с помощью созданно­
го программного средства задач, представляющих практический ин­
терес.



Научная новизна диссертационной‘работы заключается в том, 
что разработана и реализована численная методика построения и ис­
следования динамической устойчивости пластин и оболочек, находя­
щихся в потоне газа, позволяющая учитывать аффекты, связанные со 
взаимодействием объекта и среды. При этом предложена эффективная 
методика вычисления аэродинамических матриц жесткости и демпфиро­
вания, разработанная на базе моментной схемы метода конечных эле­
ментов; полученная система расчетных соотношений реализована в 
виде пакета прикладных программ, являющегося составной частью вы­
числительного комплекса решения задач на устойчивость тонкостен­
ных пространственных конструкций; исследованы вопросы потери ус­
тойчивости пластин и оболочек, находящихся в сверхзвуковом пото­
ке. Достоверность полученных результатов обеспечивается сопостав­
лением численных решений с аналитическими я результатами других 
авторов.

Практическая ценность диссертационной работы состоит в реали­
зации разработанной методики в виде программного комплекса, поз­
воляющего с высокой степенью автоматизации проводить численные 
исследования задач устойчивости тонкостенных пространственных 
конструкций с учетом взаимодействия обьекта и среды.

Апробация работы. Основные научные результаты-диссертацион­
ной работы отражены в докладе "Автоколебания тонких пластин и обо­
лочек в потоке газа" (соавтор - Е.Д.Лумельский) на 50-й научно- 
технической конференции КИСИ в 1989 году.

Сір.укт.ура и обьем работы. Диссертационная работа состоит из 
введения, четырех разделов, заключения, списка использованных ис­
точников из 107 наименований. Работа изложена на 117 страницах ма­
шинописного текста и содержит 15 рисунков и 6 таблиц.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении обоснована актуальность теш , определена цель ис­
следований и приведено краткое содержание разделов диссертацион­
ной работы.

В первом разделе выполнен а'нал/.з публикаций по выбранной теме, 
что позволяет сформулировать постановку задачи. Приведены основ­
ные определения устойчивости, описан динамический критерий потери 
устойчивости, представлены основные соотношения поршневой теории.
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Проблемы устойчивости занимают одно из центральных мест в 
механике деформируемых твердых тел. Работы в этой области, за ма­
лым исключением, основывались на <?татических концепциях устойчи­
вости! восходящих к Эйлеру. В дальнейшем эти концепции развива­
лись в трудах А.М.Ляпунова, Г.Циглера, В.В.Болотина, А.Р.Ржаницы- 
на, Я.Г.Пановко, А.С.Вольмира и др.

Быстрое развитие машиностроения, кораблестроения, авиастрое­
ния и ракетостроения потребовало решения новых задач, для анали­
за которых классические подходы не всегда пригодны. В частности, 
оказалось, что статические методы применимы в случаях, когда сис­
темы являются консервативными, т .е . внешние силы являются потен­
циальными. Однако на практике этим свойством не обладают многие 
классы нагрузок, важные для современной техники. Примерам” с пузат 
сипы взаимодействия конструкций со средой в задачах аэро- и гид­
роупругости, силы, действующие на роторы газовых турбин, и т.п .
В этих случаях необходимо использовать динамические подходы. Изу­
чению таких случаев посвящены работы Г.Рейснера, А.А.Фрейзера, 
В.Д.Данкеиа, М. Рауш ера, Е.П.Гроссмана, Х.Дж.Кюснера, М.В.Келдыша, 
М.А.Лаврентьева, Т.Теодерсена, В.Д.ХеЙса, Р.В.Лионарда, А.А.Илью­
шина, В.В.Болотина, А.Р.Ржаницына, Я.Г.Пановко, А.С.Вольмира.

В последние годы большое внимание уделяется задачам устойчи­
вости пластик и оболочек, обтекаемых потоком газа или'жидкости. 
При рассмотрении задач аэроупругости для пластин и оболочек необ­
ходим учет взаимного влияния обтекаемой тонкостенной конструкции 
и среды, проявляющийся в том, что деформирование объекта, обус­
ловленное влиянием потока, в свою очередь, вызывает дополнитель­
ное возмущение потока, которое должно быть принято -в расчет при 
определении нагрузок, действующих на обтекаемую тонкостенную кон­
струкцию.

Специфические трудности флаттерных задач вызваны тем, что 
аэродинамические силы, вообще говоря, не могут быть достаточно 
просто выражены через возмущение обтекаемой поверхности. Однако 
в области больших сверхзвуковых скоростей возможны существенные 
упрощения, основанные на асимптотических свойствах сверхзвуково­
го потока. Один из возможных подходов известен под названием за­
кона плоских сечений (поршневой теории), который приложит к фор­
муле, связывающей местное давление на тело с нормальной компонен­
той скорости повеохности в рассматриваемой точке.
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р  -  g g  f  dus M2-s  ]_ dos 1 / . )
'  f i  Ldx '  M*-i U  dt J  '

где * U= M и  ; J3  - плотность воздуха;р  = -/М *-ї ;
Л/ - число Маха; U - скорость звука.

В общем случае уравнение линейных колебаний механических сис­
тем, находящихся в потоке жидкости или газа, может быть представ­
лено в виде:

М  * С + Х & ш  R CV - ,  О ,  (2)

где
irCxJx* х* OKi/jCxJx^xJt),££cx,,x\x^f)FbSCx’x^x*t))T

- вектор перемещений; Ж  - инерционный оператор; С - оператор 
демпфирования; - оператор, характеризующий упругие свойства 
системы; R ( V О  - вектор узловых нагрузок.

При решении конфетных задач необходимо реализовать переход 
от континуальной модели к дискретной модели. Дискретный аналог 
уравнения (2 ) удобно получить, используя вариационный подход, ос­
нованный на принципе Гамильтона. Согласно этому принципу движение 
механической системы описывается выражением:

*
f  (6Т-  6П -JS'W)ctt - О, ( 3)
І  о * -

где 6Т - вариация кинетической энергии; 5П  - вариация потен­
циальной энергии; 6'W - вариация элементарной работы внешних 
сил.

Вариацию элементарной работы внешних сил можно представить в 
виде:

•" 6'w = erw, +.6Wt + 6W3, (4 )

где W , - работа внешних нагрузок (консервативных "мертвых" 
сил); W 2 - работа диссипативных сил; W 3 - работа неконсерва­
тивных сил, обусловленных взаимодействием тела с потоком жидкости



или газа. В настоящей работе SW-, - 0.
Переход к дискретной модели осуществляется методом обобщен­

ных координат. В качестве координатных функций выбираются формы 
собственных колебаний конструкции.

Реализация рассматриваемой схемы исследования устойчивости 
равновесия континуальной модели сводится к анализу ее дискретно­
го аналога, который описывается системой обыкновенных дифферен­
циальных уравнений.

Решение этой системы разыскивается в ввде функции от парамет­
ра Л , удовлетворящего некоторому характеристическому уравнению 
порядка 2к с воинственными коэффициентами.

Положим, что среди корней As(S= 7,2,. - -, 2fc) этого уравнения 
нет одинаковых. Тогда общее решение уравнений двияения образует­
ся как линейная комбинация 2к экспонент e A , t  . В случае, ког­
да вещественные части всех корней отрицательны, решение является 
убывающим и не возмущенное равновесие - асимптотически устойчивым. 
Соответствующее нушвому корню частное решение представляет со­
бой постоянную величину, и если вещественные части других корней 
отрицательны, то равновесие будет асимптотически устойчивым. Не­
устойчивость возникает при условии, что среди корней окажется хо­
тя бы один, вещественная часть которого положительна.

Численная реализация предложенной выше схемы проводится на 
основе МКЭ. В работе используется моментная схема метода конечных 
элементов (МСКЭ), предложенная А.С.Сахаровым и В.Н .Кислооким. Важ­
ным достоинством ЦСКЭ является учет жестких смещений элемента, 
что связано с использованием обычных соотношений трехмерной тео­
рии упругости при описании свойств конечных элементов.

Во в т о р о м  разделе, исходя из уравнений теории тонких оболочек, 
предлагается методика построения динамических моделей, представ­
ляющих собой уравнения движения в обобщенных координатах, которые 
получены на основе аппроксимации изгибных перемещений совокупно­
стью форм собственных колебаний.

h /  h  /
Рассматривается тонкая оболочка при /R«1  , JL «• 1 ,

где h - толщина; R  - минимальный из главных радиусов кривизны 
срединной поверхности; L - характерный линейный размер. Средин­
ная поверхность параметризована Гауссовыми координатами X *  . 
Здесь и низш греческие индексы принимает значения I ,  2. Координа­
та .X *  направлена по нормали к срединной поверхности.

/-4-Л7/ 5



Изменение компонент вектора перечещений О Ч Х /О  по толщи­
не оболочки в фиволинейной системе координат задается следующи­
ми соотношениями:

ІГЛ ( X і, Х * Х 9, І )= 1 ^ (Х )Х г, І ) *  Х*(рл ( Х \ Х \ ^ ,  ( ^

c x j  х *  X і, 0 = w с х \  х 2, 0 ,

где її/ СХ .]Хг, Х \ і )  , ( / = 1.2,3) - ковариантные компоненты, 
вектора перемещений произвольной точки M (X 1, X \ X b)  оболочки, 
компоненты 1ГЛ (Х \Х \± ) , (оС= 1,2) характеризуют мембранные пере­
мещения соответствующей точки срединной поверхности; JP^CX’X ^ t), 
(о£= 1,2) - градиент перемещений по толщине (эта величина харак­
теризует угол поворота сечения); W  - прогиб-перемещение по нор­
мали к срединной поверхности. Формулы (5) соответствуют принятию 
гипотезы о линейном характере изменения ко>:покент вектора 
перемещений по толщине оболочки и постоянства прогибов по толщи­
не.

Выражения для тензора деформаций записываются следующим об­
разом:

+ ЭС3 ~2 Ф*)* &п ~ f (

& j.fi = ^(G<Afi + ajacL)> ®«cjs = 2 + З-увсО»

где а<л = чл 1ГА - ы 6л р , z dA=v*<pA ;
величины характеризуют деформацию в срединной, повэахности
(в массиве материала); C Jrf- определяет угол между, нормалями к 
срединной поверхности для недеформированного и деформированного 
состояний; 3Lj.fi- изменение кривизн; 6^  - компоненты тензора 
второй квадратичной формы срединной поверхности. Напряжения и де­
формации связаны зависимостями:

в ц - в ' и л л + 2

Компоненты тензора упругости для однородного изотропного те­
ла вычисляются по формуле:

< б



G'^te - X y li  y kt + ju ° ( g lk д*е + g >f g Jk ),

где Л , ju *  - коэффициенты Ляме. Напряженно-деформированное сос­
тояние оболочки полностью описывается функциями U]t cx\x\i'), 

и ( Х ) Х г, ї )  и (/ЦСэс’ х *  І )  , определенными на срединной поверх­
ности оболочки. Записывая выражения для вариаций кинетической • 
энергии 6 Т  и потенциальной энергии 6П і а также для элементар­
ной работы внешних сил, сил диссипации на возможных перемещениях 
и работы неконсервативных сил, обусловленных взаимодействием тела 
с потоком жидкости или газа, на основании принципа Гамильтона 
можно получить уравнения движения в следующем виде:

cir jt*  рл С О , ( js  = ; , р ) ,

j> h is  +СЫ+ W(.v±,<p4 , ь / )=  q ( i ) ,  (6)

P  i t  Ф л *С л < Р л +  Ф ( г ^ , ( р л , ь т ) шт я С і ) ,

где 1[л  , I V , Ф  - линейные дифференциальные операторы от ,
УЬ,» W  і Р  - плотность материала оболочки; С , Cj, - коэффи­
циенты диссипации; СО  , Q (  О  ,ТПЛ И '\-  компоненты нагрузки, 
отнесенные к единице площади срединной поверхности.

Расчетная динамическая модель строится методом обобщенных ко­
ординат.

Представим поле перемещений 1ГЛ , W  , <рл в виде линейной 
комбинации собственных форм колебаний z?jg , tZr‘ , Ц>д ( і = I ,
2 , . . .  П ):

Щ.= У‘І у і С Ї), <рл = ф і у і « ) ,  B J - w f y C O ,  (? )

где у і ( і ) -  обобщенные перемещения, являющиеся неизвестными 
функциями времени; п  - количество форм.

После соответствующих преобразований уравнения (6 ) может бить 
представлено системой обыкновенных линейных дифференцнальних урав­
нений в обобщенных координатах

м * * ъ + (с Ч - и к 9У Ь +  (к<>- г/*/гд ( 8)

X *
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где К л и К j, - соответственно аэродинамические матрицы жестко­
сти и демпфирования.

Численный алгоритм метода обобщенных координат реализуется 
на базе МКЭ. Деформирование конструкции определяется вектором уз­
ловых перемещений

U н СІ~) = (  U Ц, (  t ) ,  U т  С І'), . . . д/g С £ ,
где S  - число степеней свободы конечно-элементной модели. Ап­
проксимация вектора перемещений

& (х ]х \ х *  0 - (# й с ?зс*ж * ,0 , irt(x ]x )X \ t ) ,  tr8(x 1, x * x * 0 ) T

в произвольной точке М ( х ]Х г, Х J)  конечного элемента С имеет 
вид

щ (х ',х \ х *  £ ) = N-fiс х \ х \  x * ) a fi С О ,

где N 'A - функция формы С -ого конечного элемента; u.fi - под­
множество координат вектора U N , соответствующих узловым пере­
мещениям ^"ого конечного элемента, /r-ая собственная форка ко­
лебаний V k определяется вектором узловых перемещений Мы . 
Согласно методу обобщенных координат вектор узловых перемепений 
U#(0 представляется в виде

Ц „С і  )= и * у * С О  , к - 1, 2 , ,  П , 
где п - число удерживаемых форм. Тогда

Щ Сх1, Х 1,Х * 0 =  Н '* (.Х \ Х г,Х * )ц £  N ek(X 1, X lX * )y

где Ы ‘*(Х1,Х 1 Х * )= Н '* (Х \ Х г, - к -ая обобщенная функция
формы С -ого конечного элемента, соответствующая Дг-ой форме ко­
лебаний. С помощью обобщенных функций форм вычисляются матрицы 
масс М  , демпфирования С , аэродинамического демпфирования 

К ц , жесткости К. , аэродинамической жесткости К А систе­
мы (8 ).

Третий раздел содержит основные соотношения для построения 
аэродинамических матриц жесткости и демпфирования, алгоритм чис­
ленного метода решения задач на собственные значения для симмет­

8



ричных и несимметричных матриц. Здесь хе приведены сведении о 
структуре и основных компонентах пакета прикладных программ, 
предназначенные для выполнения на ПЭВМ расчетов устойчивости в 
задачах гидро-аэроупругости. Описана последовательность задания 
исходной информации для отдельных заданий пакета. Согласно порш­
невой теории аэродинамическая нагрузка определяется по формуле ( I ) .  
Общая система координат выбирается таким образом, чтобы скорость 
потока U была направлена по одной из осей, лежащих в плоскости, 
перпендикулярной перемещению их . В этом случае работа внешних 
нагрузок, отражающая влияние среды, определяется следующим обрат 
зом:

где / ° (w )  - внешняя нагрузка, характеризующая возмущенное состоя­
ние} 8‘W  - вариация перемещений. Согласно (7 ) формула ( I )  может 
быть преобразована к виду:

Коэффициенты, стоящие перед у, и у/ , образуют соответственно 
аэродинамические матрицы жесткости и демпфирования.

Как указывалось ранее при формировании аэродинамических мат­
риц жесткости и демпфирования используются обобщенные функции 
форм N і С Х ’. Х ' . Х » ) .  В пределах С -ого элемента перемещения 
имеют вед:

<f kV, = J  Pecs') ffbsc(3, (9 )

p 24 \ d h J 1 . . . M - 2 1 »ті • J
Ti^T ТГ to j-

Тогда формула (9) принимает вид:

Ы СХ7, Х г}=  IT, С х ’. Х *  0 ' ) = / V j tCX,, X *  о )  у к СО.

Окончательно получим для вариации работ не консервативных сит 
выражения вида:

9



M

e w ' ~

-4-
M

где 77? - количество элементов.
Следовательно, матрицы аэродинамической жесткости и демпфи­

рования имеют вид:

* ЛІк=1 ^  Л  /  Т І ~  i * k m h 3 , : . , n
Se

К в ік  ~ - Ц -  J f z Z J  І  £ f
3t

Исследование проблею флаттера заключается в рассмотрении ус­
ловии устойчивости тривиальных решений уравнения (9 ).  Перейдем 
к фазовым из ординатам

? -  ( у і , У і , ~ . У е > У і . І І ж > - . Ц е У -  (Ю )

С учетом (10) уравнение (8 ) преобразуется к виду

і - ч .  т . ( ;  і )  , н и

где £  - единичная матрица; А шЯ - И г К А , В-51,-11 K D ,

І2  » d iag C rU )?,- -о>Д) ,S i^ d ia g ^ -  ) ,

СО;- частота колебаний ( г = 1,2 , . . . ,  ТІ) ;  П - количество форм, 
Л - декремент колебания.
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Представим решение системы ( I I )  в виде Jy  = $ , Є Л* , где 
( J i  - не завиоит от времени; А = RR+ R1 - корень характеристи­

ческого уравнения / Л Е - Т /= О .
Возможны два вида потери устойчивости состояния равновесия: 

дивергенция и флаттер. Характер потери устойчивости может быть 
выявлен путем исследования поведения корней при возрастающей ве­
личине скорости потока И . При этом задают интервал по возрас­
танию скорости потока. Для каждого значения скорости находят ве­
личины R R  и R1 . Затем строят годограф скоростей,по оси абс­
цисс которого откладывают коэффициенты R R  , по оси ординат - 
частоты R I  . Явление дивергенции как статической неустойчивости 
будет иметь место, если ветвь годографа скоростей пересекает мни­
мую ось R I  , двигаясь по оси абсцисс R R  в положительном направ­
лении. Явление флаттера как динамической неустойчивости имеет ме­
сто при частоте R1 *  О и при переходе ветви годографа через ось 
ординат в положительном направлении.

В четвертом разделе приведены результаты численного исследо­
вания устойчивости пластин и оболочек.

Все задачи рассматривались при следующих обозначениях физиче­
ских и геометрических параметров: а  - длина, Ь - ширина, h - тол­
щина рассматриваемого объекта; Е  - модуль упругости, р т  - плот­
ность материала, E J -  изгибная жесткость,27= /l2(.i- ^и_
линдрическая жесткость объекта.

Аэродинамическая нагрузка определялась по формуле ( I ) .
Анализ вычислительных аспектов предлагаемой схемы проводится 

на тестовых задачах, в качестве которых использованы задачи ис­
следования устойчивости балки на двух опорах и. консольной пласти­
ны.

Балка на двух опорах является простейшим объектом, для кото­
рого возможно построение конечномерных моделей аналитически. Это 
позволяет сравнить аналитические результаты с результатами, по­

лученными с помощью численного метода, предложенного в настоящей 
работе.

При конечно-элементном анализе балка представляется набором 
универсальных рболочёчных элементов в виде полосы с одним элемен»- 
том по ширине.

Решение уравнения движения балки при условии пренебрежения 
силами инерции в продольном направлении представляется в виде:

I I



XjJ  =  Z  (Jn ( O s i n  — ■ • A  n
n * 1  ®  «  ■

и разыскивается методом Бубнова-Галеркина. Результаты аналитиче­
ского и численного исследований представлены в табл. I .

Исследование устойчивости балки заключается в рассмотрении 
корней соответствующего характеристического уравнения. Задается 
интервал по возрастанию скорости потока Л И  . Для каждого значе­
ния скорости находят величины P R  и R J  и строят голограф око- 
ростей. Б данном случае число Маха изменялось сначала в инторвале 
М  =1,5+3 с шагомДЛ7 = 0,5. Для более точного определения крити­
ческой скорости целесообразным является процесс вычислений, при 
котором сужается интервал изменения чисел М  и уменьшается шаг 
ДЛ7. В конечном итоге число Маха изменялось в интервале 
М  - 1,015+1,5, при этом шаг составлял /ьМ = 0,005.

Такая же процедура исследования сохраняется для следующих за­
дач. Вычислительный процесс построен таким образом, что решение 
последовательно разыскивается для гг форм, где п  = 1 ,2 , . . . ,  А ,  
(ктях=  15) до тех пор, пока сравниваемые чиола Маха дают хорошее 
совпадение.

В задаче для балки решение разыскивалось для 2, 3 и 4 форм.
На рис. I представлены частотные годографы низших двух тонов. 

Точками указаны расчетные значения R  ; цифры соответствуют чис­
лам М  .

При М  - 1,455 в спектре собственных чисел Я  разрешающей 
матрицы появляется пара комплексно сопряженных корней. Этой паре

Таблица I
Аэродинамические матрицы
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Іеоткости Демпфирования
Аналитич. ЗВИ Аналитич. ЭВМ
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°  )/оьпю '1 о.ттсґХ
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соответствуют в данном случае практически горизонтальные ветви 
годографа для 1-го и 2-го тонов. Начиная с М  = ],^5 амплитуды 
1-го и 2-го тонов практически совпадают. Это является причиной по­
тери устойчивости за счет взаимодействия этих тонов.

Рассматривалась задача о потере устойчивости консольной плас­
тины. На рис. 2 представлены частотные годографы двух низших то­
нов. Потеря устойчивости наступает при М  = 2,91. Сравнение полу­
ченных результатов с данными, приведенными в работе В.П.Кандидова 
и С.С.Чеснокова, дает совпадение с точностью до 0,7%.

При решении задачи о потере устойчивости в сверхзвуковом пото­
ке шарнирно-опертой пластины число Маха изменялось в интервале 
М = 1,5+2,5 с аагом аМ= 0,005. Задача решалась для 6, 7 и 8 форм. 
На рис. 3 представлены частотные годографы низших шести тонов. При 
M^ Z t 02 в спектре собственных чисел Я разрешающей матрицы появ­
ляется пара комплексно сопряженных корней. Начиная с М = 2,05, 
амплитуды 5-го и 6-го тонов практически совпадают. Характер резуль­
татов свидетельствует о том, что флаттер наступает при М  = 2,02.

Далее рассматривалась задача о потере устойчивости шарнирно 
опертой цилиндрической панели в сверхзвуковом потоке газа.

Считается, что панель по всем краям оперта на нерастяжимые 
ребра, абсолютно гибкие в срединной поверхности оболочки и абсолют­
но жесткие на изгиб в плоскостях, проходящих через ребра и нормаль­
ных к срединной поверхности.

Собственные частоты рассчитаны при равномерной сетке 18x12.
Задача решалась для 9 и 10 форм. На рис. 4 представлены час­

тотные годогр.афы низших девяти тонов.
Результаты, представленные на рис. 4, свидетельствуют о том, 

что потеря устойчивости пластины наступает при М  = 1,6.
Таким образом, численные исследования подтверждают теоретиче­

ские выводы о том, что явление флаттера как динамической неустой­
чивости имеет место при частоте RI 4 0 и при переходе ветви годо­
графа через мнимую ось в положительном направлении.

Основные результаты, полученные в диссертационной работе, 
состоят в следующем: •

1. Предложен численный подход исследования задач гидро­
аэроупругости на устойчивость.

2. На базе МСКЭ разработан численный алгоритм вычисления 
аэродинамических матриц жесткости и демпфирования.
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3. Разработана и реализована численная методика построения
и исследования динамической устойчивости пластин и оболочек, на­
ходящихся в потоке газа, позвол/кдая учитывать эффекты, связан­
ные со взаимодействием объекта и среди.

4. Разработан вычислительный комплекс, с помощью которого 
выполняются все этапы исследования устойчивости пластин и оболо­
чек в потоке газа с учетом изменения скорости потока.

5. В результате решения тестовых задач выявлена сходимость 
результатов-при увеличении количества форы.

6. Достоверность результатов, полученных на основе разрабо­
танной методики, подтверждена сравнением с аналитическими реше­
ниями и известными решениями других авторов.

7. Найдены критические скорости потока, при которых происхо­
дит потеря устойчивости исследуемых объектов.
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