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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Дктумьн1о*ь теми • Ця робота присвячена дослідженню стійкості 

розв'язку 1 побудові функцій Ляпунова для систем лінійних диферен­

ціальних та різницевих рівнянь, з випадковими коефіцієнтами та з 

винадковиш перетвореннями. Досліджується стійкість розв'язку 

систем з коефіцієнтами, які залежать від марковського чи напів- 

марковського скінченнозначного випадкового процесу. Такі системи 

вивчалі В.М.Ар'гем’ев, І,€.Казаков, М.М.Красовський, Г.М.МІльш- 

твйи, С.М.Хрисшюв та 1н. Системи з випадковими коефіцієнтами 1 

випадковими стрибками досліджували М.А.ДевІс.І.Я.Кац, Р.Дж.ЕлІот. 

Системи лінійних диференційних рівнянь з Імпульсним впливом 

вивчали М.О.Перестюк, А.М.Самойленко. ,

Метод функцій Ляпунова та математичне застосування його 

було розроблено 1 запропоновано О.М.Ляпуновим. Надалі цю роботу 

продовжили М.А.Айзерман, Е.А.Барбашин, К.Г.Валеєв, В.І.Зубов, 

М.Г.ЄругІн, Г.В.Каменков, М.Ф.Кириченко, М.М.Красовський, І.Г.Мал- 

кін, В.А.Плісе, Б.С.РазумІхІн, В.В.Румянцев, А.М.Самойленко, 

В.Хан, Д.Я.ХусаІнов, М.Г.Четаєв та 1н.

Для динамічних систем с напівмарковськими коефіцієнтами в 

дисертації були виведені нові результати.

Теорія иапівмарковських процесів найвірогідніше почалась 

з роботи П.ЛевІ, потім II розвинули В.С.Королюк, І.М.Коваленко,

A.Ф.Турбін, Д.В.Гусак, В.В.АнІсІмов та 1н.

Нині теорія стійкості руху систем, параметри яких залежать

від випадкових процесів, набула широкого розвитку. Стійкість ру-
І

ху стохастидах динамічних систем розглядали М.М.Боголюбов,

B.В.БолотІн, І.І.ГІхман, А.В.Скороход, Д.Г.Кореневський, Г.Дж.Ку-
'Ф

шнер. У нашій роботі здійснювалося дослідження у середньому
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I«2-стійкості та стійкості в середньому квадратичному рішень систем 

диференціальних та різницевих рівнянь з марковськими чи напівмар- 

ковськими коефіцієнтами та випадковими перетвореннями рішень. 

Були виведені моментні рівняння для випадкового рішення. Також 

виведені рівняння для стохастичних функцій Ляпунова.

Мета работа полягав в дослідженні стійкості розв'язку сис­

тем лінійних диференціальних 1 різницевих рівнянь з випадковими 

коефіцієнтами та із стрибками чи випадковими перетвореннями, які 

залежать від випадкового процесу, а також у побудові функцій 

Ляпунова.

Загальні методи дослідження. Основними методами досліджен­

ня в: теорія диференціальних 1 різницевих рівнянь, стохастичні 

функції Ляпунова, перетворення Лапласа, чисельні методи розв'язку 

рівнянь та метод моментних рівнянь.

Наукова новизна.

1. Виведені системи моментних рівнянь для систем ЛІНІЙНИХ 

диференціальних 1 різницевих рівнянь з випадковими марковськими 

чи напівмарковськими коефіцієнтами та випадковими стрибками або 

випадковими перетвореннями розв'язку.

2. Розроблені чисельно-аналітичні методи дослідження стій­

кості у середньому 1 середньому квадратичному розв'язку систем 

диференціальних та різницевих рівнянь з випадковими напівмарковсь­

кими коефіцієнтами 1 випадковими стрибками або перетвореннями рі­

шень. Більш детально досліджується стійкість розв'язку лінійного 

диференціального рівняння першого порядку.

.3. Знайдено. необхідні 1 достатні умови у середньому Ь2- ’ 

стійкості розв’язку систем диференціальних 1 різницевих рівнянь з 

випадковими коефіцієнтами та перетвореннями розв'язку, які вира­

жені через моментні рівняння.
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4. Знайдені необхідні й достатні умови Існування стохас- 

тичних функцій Ляпунова для систем лінійних диференціальних рів­

нянь з випадковими напівмарковськими коефіцієнтами 1 випадковими 

стрибками розв'язку, які дають змогу дослідити у середньому 

Lg-стійкість розв'язку.

Практична цінність. Одержані в дисертації результати мають 

теоретичне значення 1 можуть бути використані для розв'язку прак­

тичних задач в теорії стійкості систем, а також теорії управління.

Апробація та публікації. Матеріали дисертації повідомлялися 

на семінарі в Київському державному економічному університеті під 

керівництвом доктора фіз.-мат.наук, професора Валеева К.Г.; на 

Українській конференції "Моделювання 1 дослідження стійкості сис­

тем "у м.Киіві (1993г.).

За матеріалами дисертації опубліковано 7 робіт [1-71.

Структура та обсяг дисертації. Дисертація складається з 

вступу. ’ трьох розділів, які містять 12 параграфів, висновків, 

списку літератури та додатків. Бібліографія містить 124 назви. 

Загальний обсяг дисертації - 174 сторінок, обсяг основного тексту 

168 сторінок.

У вступі обгрунтована актуальність теми дисертації, сфор­

мульована мета роботи, міститься огляд літератури щодо теми, ко­

ротко викладено зміст дисертації.

В першому розділі досліджується стійкість розв'язку систе­

ми лінійних диференціальних 1 різницевих рівнянь з випадковими 

коефіцієнтами, випадковими стрибками чи перетвореннями розв'язку.

У §1.1 наведено раніше відомі дослідження про марковські 

та напівмарковські процеси, стохастичні оператори.

У §І.І2 розглянуто систему лінійних різницевих рівнянь

хп+1 = A(Cn ) Xn, det А(С) * о, (1)



де cn - послідовність незалежних, однаково розподілених випад­
кових величин.

Для системи (1) одержані системи лінійних різницевих рів­

нянь для моментів першого порядку
+00

М(п+1) = В М(п); В = J  А(С) Ф(С) dC (2)

-0 0

та для моментів другого порядку
+ 00

D(n+1) = R D(n); R D = J  A(C)DA (CWC)dC. (3)

-0 0

Теорєла 1 .1 . Нехай коефіцієнти системи лінійних рівнянь 

(1) залежать від випадкових величин Сп , які незалежні 1 мають 

однакову щільність Імовірностей ф(С) . Тоді стійкість нульового 

розв'язку системи (1) у середньому рівнозначна стійкості розв'яз­

ку системи різницевих рівнянь (2). Стійкість нульового розв’язку 

системи різницевих рівнянь (1) у середньому квадратичному рівно­

значна стійкості розв'язку системи різницевих рівнянь (3).

Також розглянуто випадок, коли матриця коефіцієнтів в сис­

темі (1) залежить від послідовності випадкових незалежних величин 

Сп. та від деякого марковського ланцюга .

У §1.3 розглянуто послідовність випадкових перетворень'(22), 

(23), які залежать від марковського випадкового процесу. Коли 

випадкові перетворення в лінійні

Ф1(Х) = АгХ + В1§ (1 = 1.....N), (4)

знайдено моментні рівняння для моментів першого порядку

N  N

М(п+1) = А Н(п) + В; А е І  РіАх, В = 1 р ^ (5)

1=1 1=1

та моментні рівняння для моментів другого порядку

ч



D(n+1 ) = I  p1(A1D(n)A* + AjUOOB* + B1M*(n)A* + B^*). (6)
1=1

Назвемо при B1 = О (1 = 1,...,N) послідовність випадкових 

перетворень стійкою у середньому, якщо нульовий розв'язок рів­

няння (5) був стійким, 1 стійкою у середньому квадратичному, якщо 

нульовий розв'язок рівняння (6) був стійким.

Також розглянуто випадок, коли послідовність випадкових 

перетворень залежить від марковського ланцюга.

У §1.4 розглянуто систему лінійних диференціальних рівнянь 
dX(t)

-------- = A(C(t)) X(t), (7)
dt

коефіцієнти якої залежать від напівмарковського випадкового про­

цесу C(t). Позначимо щільність розподілу системи випадкових вели­

чин (X(t).C(t)) через
П

f(t.X.C) = I  fk (t.X) б(С - 6к) 
к=1

тоді моменти першого порядку мають вигляд

п
M(t) s < X (t) > = I Mk (t), Mk(t) Л х  fk(t,X) dX,

k=1 Em

де Em - ш-мірний простір змінних x,,...,xm ,• які становлять

вектор X = (х,.... *„,)*> dX s d*,.... dxm .

Аналогічно вводиться матриця моментів другого порядку

* п •
D(t) = < X(t)X (t) > = I  Dk (t), Dk (t) s Г XX fk (t,X)dX. 

k = ’
Ш

Для системи (7) виведені рівняння для моментів пертого порядку

г*



t
V і f A. (t-T)

Mk (t) = (lyt) e k 1^(0) + j  (lyt - t ) e k Zk (T)dt;

о

n * n

zk (t) = I W ^ k / 8* Ma <°> + f  I qks( t - T)Cki,eAslt T)z8 ( t ) ^ .
8=1

(k=1,...,n) (8)

а також для моментів другого порядку г .

* * *
A ^ t  J u t  f A ^ t - T )

Dk (t) = Dk (0)e-k + J  (^(t-Tje^ Wk (T)ent dx;

о

V ”  = І W ^ k s  e V  Вв (0)ЄАз'  C * s  -
S=1

Г ~  A (t-T) A * (t-T) *
+ J j ^ k a ^ - ^ k s 6 ».<*>« * Cks dT (k=1....П) (9)

О

У цих рівняннях (8) 1 (9) можна передбачити', що в момент 

стрибка випадкового процесу відбувається стрибок розв'язку 

системи диференціальних рівнянь (7)

X(tJ + 0) = C ^ X d ^  - 0), det Cks * 0 (k,s = 1.... n).

При цьому припускається,' що напівмарковський процес £{t)- пере­

ходить в момент tj із стану Єд у стан Єк .

У другому розділі розглянуто стійкість розв'язку системи 

лінійних диференціальних рівнянь з випадковими коефіцієнтами 1 з 

стрибками, що залежать від марковського чи напівмарковського ви­

падкового процесу.

У §2.1 досліджується стійкість системи рівнянь (7),де C(t) 

напівмарковський процес, стрибки якого співпадають з стрибками 

коефіцієнтів. З системи рівнянь (8),(9) можемо одержати систему
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моментних рівнянь для марковського процесу при Csa=E (а=1....п)

dDk ( t )  .  п  ,
— -  = y y t )  + Dk (t)Ak + J  (к=1.... п). <10->

аі в=і

Для дослідження стійкості розв'язку моментних рівнянь ви­

користаємо властивості симетричних матриць. Вводимо лінійний опе­

ратор N , який перетворює симетричну матрицю D знову в симет­

ричну матрицю n*D. Цей оператор називається монотонним, якщо з 

нерівності D, £ D2 випливає справедливість нерівності N'D^ N*D2. 

Доведено леми.

Лела 2 .1 . Лінійний оператор Nke(t), визначений за формулою 
* • r A <t-T) A (t-T) «

Nk a (t)-W(t) . j qk 3 (t-x)Ckae 3 W(x)e 3 Cksdx (11) 

о

є монотонним.

Лела 2 .2 . Симетричні матриці wk(t) (k = 1,...,n),

визначені системою рівнянь (9), задовольняють нерівності

Wk (t) > 0  (k = 1 .....n). ' (12)

Вводячи позначення 
00

? 00

Dk = } v t ) d t * wk = J  V 't)d'1 (k = 1 ......... n)
о о

та інтегруючи систему рівнянь (9), приходимо до системи лінійних 

алгебраїчних рівнянь

A t A*t
Dk = { ^ ( t ) e A k t (Dk (0) + Wk )eAktdt;

О

n 00 *wk = l 1чка<*>ск/3Ч<°> + *s>eV CLdt
8=1 о

(к = 1 .....n). (13)

$ - 4-2269 ?



Визначення 2 .1. Назвемо розв'язок системи рівнянь (7) у

середньому Lg-стійким, якщо збігається невласний Інтеграл
00

Г 2
З = І < |X(t)І > dt.

о
;

Доведено теореми.

Теорема 2 .1 . Для того, щоб нульовий розв'язок системи рів­

нянь (7) з стрибками X(t^+0) = CksX<t^-0), det C,^ /0, (J =

0,1,2,..., k,s = 1.... n) у випадкові моменти часу (j = 0,1,2,

,...), які визначаються стрибками випадкового марковського процесу 

C(t), було у середньому Ь2-ст1йким, необхідно, щоб збігалися 

матричні Інтеграли

00 A t  *t
3 k = J  (J)k (t)eAk\ ( 0 ) e Akt dt (k = 1.... n) (14).

о

Теорема 2 .2 . Нехай виконані нерівності 3 k < «> (k = 1....

п). Для у середньому Ь2-стійкості нульового розв'язку системи 

(7) необхідно 1 достатньо, щоб система рівнянь (13) мала обмеже­

ний невід'єшшй розв'язок

Wk £ 0 (к = 1....п).

Теорема 2 .3 . Для того, щоб нульовий розв'язок системи рів­

нянь (7) був у середньому Ь2-ст1йким необхідно 1 достатньо, щоб 

збігався метод послідовних наближень при вирішенні системи рів­

нянь (13)
00

( 1+1 ) ” г  A t  ( 1 ) A t *
wk = I  K < t ) C kse 8 (Da (0) + Ws )e 3 Ck8dt (15)

(k = 1.... n, 1 = -1,0,1,2,...)
8=1 о

(-1 )
при Wk = 0  (k * 1.... n).

У §2.2. пропонується чисельно-аналітичний метод дослідже-
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ння стійкості у середньому квадратичному розв'язку лінійного 

даференціального рівняння з випадковими напівмарковськими коефі­

цієнтами
dx(t) /1 с\

= a(C(t)) x(t). (1Ь)
dt

та випадковими стрибками розв'язку

x(tj + 0) = Cksx(t - 0); Cka * 0. (17)

(J = 0,1.2,..., k,a = 1.... n).

Доведено теореми.

Теорела 2 .4 . Для того, щоб виконувались співвідношення 

11т 4  (t) = 0  (к = 1.....П) (18)
t-*+oo

необхідно, щоб виконувались співвідношення

2 V і
1 Іго ф. (t)е = 0  (к = 1.п), (19)

t-*+® •
00

де позначено фк(г) = jqk (t)dt (к = 1....п); Фк(0) = 1.,

' t

Теорела 2 .5 . Нехай виконані співвідношення (19), а також

збігаються невласні Інтеграли 
+00

2а, t

I фк(t)е к dt < ю (к = 1 , —  ,п). (2 0)

о

Для того, щоб виконувалося співвідношення (18), достатньо,

щоб виконувалися граничні співвідношення

llm W (t) = 0 (k = 1.... n). (21)
t-* + 00

Теорела 2 .6 . Якщо виконані умови теореми 2.5., то з асимп­

тотичної стійкості розв'язку системи Інтегральних рівнянь

Wk(D = І qks(t)Cks егаЛ (0) +
S =  1
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t

+ J I qt a ( t  -  * > < * .  e'
л  B=1

г  і  2 2a (t-T)
. s 1W a (T)dx (k = 1 , n)• • • t

випливає асимптотична стійкість нульового розв'язку (16) у серед­

ньому квадратичному.

У цьому параграфі також запропоновано алгоритм чисельного 

дослідження стійкості рівнянь (16). Побудовано границі області 

нестійкості. , •

У §2.3 розглянуто системи лінійних диференціальних рівнянь 

(7) з коефіцієнтами, які залежать від напівмарковського процесу 1 

передбачається, що одночасно з стрибками напівмарковського випад­

кового процесу відбуваються випадкові перетворення рішень. Введе­

но таке ...поняття випадкового перетворення:

Нехай випадковий вектор X має щільність Імовірності ^(Х). 

Перетворення вектора X у вектор Y можна називати випадковим, якщо

де т) - випадкова величина. Введемо стохастичні оператори srl 

які визначаються за формулою

Y = Ф(Х,т}), (22)

Srlf(Y) * I  pr x 8f(Ar’l sY)|det A” j  I (r.l = 1.... n). (23)

8  = 1

Тоді для системи (7) маємо такі рівняння для моментів пер­

шого порядку

t

A (t) = + J  Vt-DH^t-DV^Ddt:
О
tn n

V * >  =  1 *  J  І  Ч к з ( ^ ) С к8Ка ( г - т ) У 8 ( т ) й т ;
S = 1 л  S = 1О

ІО



° k s  3  I  P k . s . l ^ t . s . l  ( f c = 1 . - . - . n )  (24)
1=1

1 моментів другого порядку
t

D k ( t )  = + |4)k (t-'t)Nk (t-t)Wlc(x)Nk (t-'i){l't •

(k = 1.... n)
N.

k s  *  *

V * >  = I  4k8(t) I  Pk.s.1Ak SilNe(t)D8(0)NB(t)Ak 8 x + 
8=1  1=1

+ j  Ї  4k8(t-T) I  Pk.s.1Ak.8.lN8(t- t^ e('t)Nl ( t- ^ Ak.8. 1̂
o 8=1 1=1

(k = 1 (25)

Теорела 2 .7 . Для того, щоб розв'язки системи

dX(t)
= A(t,C(t))X(t) (26)

dt

були у середньому Ь2-стійкими, необхідно, щоб збігались невласні 

Інтеграли
00

Зк = J  Фк(і) I Nk (t)|2dt < 00 (к = 1.—  ,n). (27) 

о
Ввівши позначення

00 . 00

Dk = j  Dk (t)dt, Wk = j Wk (t)dt '* (k = 1,...,n),

о 0
маемо таку систему матричних рівнянь

(28)

00

Dk = J ̂ R(t)Nic(t ) (0^(0) + *k )N*(t)dt, 
о

oo n Nks

Wk = J І  Чкз<г> ҐР к .з .А .в .Л ^Н О з ^)^)^^)^.,.!^-

О S = 1 1=1

(К = 1 .—  ,n) (29)

Іі



Теорела 2 .8 . Нехай коефіцієнти системи рівнянь (26) зале- 

кать від напівмарковського процесу C(t) , як зазначено у формулах

dX(t) (ЗО )dt - v t - V K t )  ( t , < t < t i+1)

1 розв'язок X(t) зазнав випадкових перетворень

X(tJ+0) = ®rl(X(tJ-0),T}rl) (г,1 = 1.....п),

яким відповідають перетворення щільності Імовірності 

f(tj+0,X) = Srlf(tj-O.X),

Nrl

S r l f <Y > * 1  P r . l . - J ( V l . . Y ) ' d e t  Ar l x . J -
S=1

Нехай виконані необхідні умови стійкості (27). Для того, 

щоб нульовий розв'язок системи (26) був в середньому Ь2-стійким,

необхідно 1 достатньо, щоб при Ds(0) > о (s = 1....п) система

рівнянь (29) мала розв'язок Wk > 0 (k = 1.... n).

Лема 2 .3 . Для того, щоб нульовий розв'язок системи ліній­

них рівнянь (26) був у середньому Ь2-ст1йким, необхідно, щоб 

збігались матричні невласні Інтеграли
Т

00

и!с = J 4>k (t)\(t)N*(t)dt (к = 1....п);

О
00

uks = \  4ks(t)Ns(t)N*(t)dt (к,9 = 1.... n).

о

Потім показано, що при досить загальних умовах з у середньому 

і̂-стійкості розв'язку системи (26) випливає стійкість розвозку 

у середньому квадратичному.

Теорела 2 .9 . Якщо нульовий розв'язок системи лінійних 

диференціальних рівнянь (26) у середньому Ь2-ст1йкий, а Інтенсив­

ності qk3(t) (k,s = 1,...,п) напівмарковського процесу C(t)

У2



задовольняють умовам

lim q. (t)N (t)N*(t) = 0 (к,а = 1.... n),
t-+oo

11m <|> (t)N (t)N*(t) = 0 (a = 1.... n),
t-+oo s • s 8 ,

то нульовий розв'язок системи (26) асимптотично стійкий у серед­

ньому квадратичному.

Більш детально досліджується стійкість розв'язку лінійного 

диференціального рівняння (16) з випадковими перетвореннями 

х(1^+0) = p1x(tJ-0); рх * 0 (1 = 1.....N) (31)

що здійснюються з Імовірностями рх (1 = 1.....N).

Виведено рівняння для моментів другого порядку 1 побудова­

но границю області нестійкості розв'язку рівняння (16).

У §2.4 розглянуто стійкість у середньому квадратичному 

розв'язку лінійного диференціального рівняння (16) з стрибками, 

які відбуваються у випадкові моменти з випадковою величиною 

стрибка , де C(t) - випадковий марковський процес, який приймає 

два стани Єк (к = 1,2) з Імовірностями, що задовольняють систе­

му диференціальних рівнянь

dp,(t) dp2 (t)

----- - = - \р (t) + vp (t), ------= A.p (t) - vp (t).
dt 1 2 dt 1 2

\  > 0, v > 0 (32)

Передбачається, що час між стрибками розподіляється за екс­

поненціальні™ законом, а величина стрибка розподілена за степеневим 

законом, при цьому одержали умови стійкості випадкового розв'язку 

у явному виді

А. + v - 2а, г 2аг > 0, 2а,аг - \а г - va, > 0. (33)

У §2.5 досліджується система лінійних різницевих рівнянь з 

випадковими коефіцієнтами, які залежать від скінченнозначіюго
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напівмарковського ланцюга. Передбачається, що одночасно з стрибка­

ми відбуваються випадкові перетворення розв'язку.

Для системи лінійниі різницевих рівнянь 

’ Ik*, = АОс.С*)̂  (к = 0,1,2,...), dim 3^ = m (34)

знайдено рівняння для моментів першого порядку
k

Ma(k) = фв(к)Н8(к)Мв(0) +1 фв(к-а)Ыв(к-а)»в(а);

О)

n Ns j

n k-1

+ 1 1 4eJ(a) 1 P8.j.A.i.rNj(a)W(lCH1) (a = 1,... ,n) (36)
J=1 0=1 r=1

1 другого порядку
* £  *

D (k) = ф (k)N (k)D (0)N (k) + T ф (k-a)N (k-a)T (a)N (k-a);В й В 8 8 м о о о 23
а=і

л Ne j

Ta<k> = 1 +
J=1 r=1

+ І 2 < W a > 2Рв.Л1Л ^.Л (“)̂ (к-а)Н;(а)ф8іііГ(в-1....п). (36) 
3=і а= і  г=і

У третьому розділі пропонуються способи побудови функцій

Ляпунова для системи лінійних диференціальних рівнянь з випадко­

вими стрибками чи випадковими перетвореннями.

У §3.1 наведено відомі розробки про монотонні оператори, а 

також про властивості розв'язку операторних рівнянь у частково 

впорядкованих просторах. Ці відомості використовують при розв'яз­

ку рівнянь для побудови функцій Ляпунова.

У §3.2 виведені рівняння для стохастичних функцій Ляпунова 

щодо систем лінійних диференціальних рівнянь, коефіцієнти яких 

залежать від напівмарковського процесу

і
ІЧ



vk (x) * J  < X*(t)B(C(t))X(t)I C(t) = ek, X(t) = X > dt. (37) . 

o
(к = 1.... n)

Доведено теореми.

Теорема 3 .7 . Нехай коефіцієнти системи лінійних диференці­

альних рівнянь (7) залежать від випадкового напівмарковського 

процесу C(t), який приймає скінченну кількість значень Єк (к = 1, 

...,п). Нехай C(t) визначений Інтенсивностями qKS(ty (к = 1, 

...,n) і в моменти t. стрибків С(t) Із значення C(t.-O) = 9о
J J  8

на значення C(.tj+0) = 9k розв'язку системи (7) мають стрибки

Kt.j+0) = CjjCd^-O), det Cks it 0 (к.з = 1.... n). (38)

При цьому основні стохастичні функції Ляпунова vk (X) (37)

яуХ) = X*CkX = Cko(XX*) (k =» 1,... ,n) 

визначаються системою рівнянь виду

00 *  п 00 *

ck = J  0k (t)eV BkeV dt ♦ j j  q8k(t)eftktc;kGsC8keAktdt. (39)
О о

(к = 1....п)

Теорела 3 .8 . Для того, щоб нульовий розв'язок системи рів­

нянь (7) з випадковими стрибками був асимптотично стійким у се­

редньому квадратичному достатньо, щоб виконувалась одна з рівно­

значних умов:-

1. Система рівнянь (39) при будь-яких матрицях Вк > 0

(к = 1,...,п) має додатний розв'язок Ск > 0 (к = 1,...,п).

2. Система рівнянь (39) при деякому наборі матриць Вк > 0

(к = 1,...,п) має додатний розв'язок Ск > о (к =1,...,п).

3. Збігається метод послідовних наближень

00 00

(J+1) г А,* 2 г  t * (Я A, t
ск = J  фкте** Вке * dt + ̂  I qsk(t)e cskcs cske * dt 

о о

00

1S



(О)
. (к = 1....П) и = 0,1. 2 ....  ск = 0 ).

4. Для вектора з матричними складовими С = (С,..-С ) лі­

нійний оператор

" f  A* t * A t

<SC>k * 1 J Ч8к̂ )е 8 СекСаСвкЄ S dt •
8=1 О

мае спектр, який лежить в одиничному крузі.

5. Збігається метод послідовних наближень
00

(J+1 ) ” г *
"к = 2  j 8 (De(0) + W ^ > , e s cka(it

8=1 о
(О)

wk = 0 (k = 1....п; з = 0,1,2,...).

У цьому ж параграфі розглянуто побудову функцій Ляпунова 

для марковських процесів. Тоді система (39) для визначення функ­

цій Ляпунова мае вигляд

takkeAktc* c  С e ^ d t .sk s skCk = J  etakkeV BkeAktdt +J t J  q8keta
0 s^k О

(k = 1....n) (40)
У 53.3 за допомогою функцій Ляпунова досліджуються стійкість

розв'язків системи лінійних диференціальних рівнянь з коефіцієн­

тами, що залежать від напівмарковського процесу. Припускаємо, що 

випадковий процес змінює значення стрибком 1 одночасно відбува­

ються випадкові перетворення. Виведені рівняння, що визначають

основні стохастичні функції Ляпунова
00

ck = J  <|)k(t)N*(t)BkNk(t)dt +
о

n  “  Ns k

. + Ї  J p . . k . A < t ) A I . k . i c e A. . k . A < t )d t - ,  <4 1 >
e=i 0 1=1

їв



Доведено теореми.

Теорема 3 .9 . Для того, щоб система рівнянь

N skг * Г ОЛ * "I

Gk = Нк + J ^ Р а . к . Л . к Л ^ а . к . ^ к ^ ) 411

° (К = 1....п) (42)

мала додатний розв'язок Ck > 0 (k = 1,...,п) при Hk > 0 (k = 1,

...,n) необхідно 1 достатньо, щоб система рівнянь

00 N.п ks t  t

"k = Gk + J  
0

00 n  N ks

Gk - Ц Ч к в ^ ^ ^ Р к . а . А . в . А ^ ^ а ^ ^ ^ ^ . а . І ^  -

(k = 1.... n) (43)

мала додатний розв'язок Wg >0 (k =1,...,n) при Gk > 0 (k=1,...,n).

Системи рівнянь (42),(43) одночасно можуть бути розв'язані 

або не розв'язані методом послідовних наближень виду

(J)
С„ = 11т а ;
k t-»+oo k 

(J+1) " (J) (O)
°k = Hfc + I LksCs • <V №-r,....n).

3=1

Теорема 3 .10. Для того, щоб нульове рішення системи (26) 

з випадковими перетвореннями розв'язку виду

X(td+0j = Ar l sX(t;J-0) ; det Arл s * 0 (s = 1.... Nr l )

було у середньому Ь2-ст1йким, необхідно 1 достатньо, щоб система 

рівнянь (42) мала при Вк > 0 (к = 1,...,п) додатний розв'язок 

Ск > 0 (к = 1,...,п).

Доведені теореми дають простий критерій у середньому Ь2~ 

стійкості, за допомогою якого в дисертації розв'язані приклади..
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