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О БЩ А Я  Х А РА К Т Е РИ С Т И К А  РА БО ТЫ
А ктуальность темы. При изучении задач динамики 

неоднородных жидкостей, заполняю щ их произвольную  ограни­
ченную  область, наряду с численными м етодам и v решения 
важными являю тся методы качественного исследования. Т ак, 
ряд интересны х и полезны х задач можно рассм атривать в 
рам ках  линейны х моделей, приводящ их к нетрадиционны м 
начально-краевы м  задачам . С лож ность реш ения этих  задач 
состоит в том , что спектральны й парам етр м ож ет входить 
не только в уравн ен и я , но и в граничны е условия. В 
ряде задач возни кает неоднородность, сущ ественно отли ч­
н ая  от вертикальной страти ф и кац и и , наприм ер, это про­
исходит при воздействии на движ ущ ую ся жидкость 
кориолисовых сил, при движ ении ж идкости в условиях 
невесомости и т.д. З ад ачи  такого типа важ ны  в связи с 
изучени ем  проблем геоф и зики , океанологии, ф изики  ат­
мосферы , при использовании криогенных и ш угообразных 
ж идкостей в косм ической и ракетной техн и ке, а такж е 
в теории сейш.

Зад ачи  о колебаниях стратиф ицированны х ж идкостей 
в неограниченной области подробно рассм атривали Стокс, 
Гельм гольц, К раусс, Д ж .Т ерн ер , О .М .Ф иллипс, Ю .З.М лро- 
польский, J I .В .Черкесов.

Вопросами сущ ествования и единственности решений 
уравнений пи роди нам ики  неоднородной жидкости занимались
О .А Л ады ж енская, В .А.Солонников, С .Н .А нтонцез, А .В .Кажи- 
хов и другие.

Исследования задач о малых колебаниях неоднородной 
(стратифицированной) жидкости, в свою очередь, приводят 
к новым результатам в качественной теории диф ф еренци­
альны х уравнений с частными производными (С.Л.Соболев,
В.Н .М асленникова, Р.А .А лександрян, Т .И .Зеленяк, Н .Д .К опа- 
чевский и др.)

Проблемы колебаний стратифицированной жидкости 
исследовались А .И .Задорожним, Н .Д .Копачевским, А.Н.Те.мно- 
вым, С.А.Габовым, А.Г.Свеш никовым, М .Ю .Царьковым, 
А.В.Андроновым, Т .П .Т ем ченко.

Задачи о колебаниях неоднородных жидкостей (в ли ­
нейной постановке) в последние голы привлекли внимание 
ряда авторов. Первые исследования в этой области прово­
дили Н .Д .К опачевский, А .Н .Темнов, М .Ю .Царьков.

Как следует из приведенного краткого обзора, до на­
стоящего времени в недостаточной мере были изучены за-
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дачи о малых колебаниях идеальных неоднородных ж идко­
стей, заполняю щ их произвольную ограниченную  область л и ­
бо контейнер.

Представляет интерес для исследователей случай, когда 
переменная плотность изменяется не вдоль некоторой оси 
(стратифицированная ж идкость), а более сложным образом, 
учитываю щ им, например, действие неоднородного потенциаль­
ного поля и поля центробежных сил. Здесь возникаю т но­
вые начально-краевы е задачи для дифференциальны х 
уравнений в частных производных, а такж е задачи на 
собственные значения, в которых спектральный параметр 
входит полиномиально не только в уравнение, но и в 
краевое условие.

Ц ель работы . 1. Исследование малых движ ений иде­
альной неоднородной жидкости, заполняю щ ей полностью л и ­
бо частично неподвижный либо вращ аю щ ийся сосуд
произвольной формы.

2. И зучение задачи  о малых колебаниях идеальной
неоднородной жидкости, заполняю щ ей (полностью либо час­
тично) сосуд, образованный двумя соосными круговыми ци­
линдрами и находящийся под действием внешнего
цилиндрически симметричного поля массовых сил.

3. И сследование одномерных спектральны х задач типа
задачи Ш турм а-Л иувилля, порожденных проблемой малых 
колебаний неоднородной жидкости и содерж ащ их спектраль­
ный параметр линейным и квадратичным образом как  в 
уравнении, так  и в краевом условии.

М етодика исследования. С истематически применяются
методы функционального анализа, преимущ ественно методы 
спектральной теории операторных пучков. Н а протяжении 
всей работы сущ ественно используются методы теории диф ­
ференциальны х уравнений в частных производных, а такж е 
спектральной теории обыкновенных диф ференциальны х опера­
торов, в частности, оператора Ш турм а-Л иувилля.

Н аучн ая новизна. Результаты  диссертации представляют 
собой качественное исследование новых начально-краевы х 
задач гидродинамики. В частности:

1. Рассмотрена задача о малых колебаниях идеальной 
неоднородной несжимаемой жидкости, полностью заполняю ­
щей ' неподвиж ный (либо вращаю щийся) сосуд. Д оказана те ­
орема о корректной разрешимости эволю ционной задачи, 
получены некоторые общие свойства реш ений спектральной 
задачи.

2. В случае частично заполненного неподвижного (ли­
бо вращающегося) сосуда задача о малых колебаниях иде­
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альной неоднородной несжимаемой жидкости приведена к 
операторно-дифференциальному уравнению  в гильбертовом 
пространстве. Д оказана корректная разрешимость задачи Ко­
ши. Установлено наличие в такой системе внутренних и 
поверхностных веля, а такж е доказаны свойства базисности 
мод поверхностных волн.

3. И зучена задача о собственных колебаниях идеаль­
ной неоднородной жидкости, полностью либо частично за ­
полняю щ ей неподвижный, а такж е вращающийся сосуд, 
образованный двумя соосными круговыми, цилиндрами и на­
ходящ ийся во внеш нем цилиндрически симметричном потен­
циальном поле мзссовых сил. Каждый из четырех 
перечисленных случаев приводится к одномерной спектраль­
ной задаче, подобной классической задаче Ш турм а-Л иувил- 
л я , однако при этом спектральны й параметр входит как  в 
уравнение, так и в граничное условие полиномиальным об­
разом. Изучены свойства спектра и собственных ф ункций 
полученных задач. П олучены разлож ения решений начально­
краевы х задач в ряд Ф урье по собственным ф ункциям , 
асимптотические формулы для частот и мод поверхностных 
волн. Д оказаны  теоремы о плотности частот внутренних 
волн на некоторых отрезках.

П рактическая  и теоретическая ценность. Результаты  
диссертации могут быть использованы в различных вопросах 
теории дифференциально-операторных уравнений, уравнений 
типа уравнения Ш турм а-Л иувилля, уравнений с частными 
производными, а такж е в теории сейш, при проектирова­
нии динамических устройств, содержащих жидкости.

А пробация работы. Результаты  диссертации доклады ва­
лись на Всесоюзной научно-технической конференции "Вклад 
молодых ученых и специалистов в науч;:о-технический про­
гресс" (Севастополь, 1987), XXII Всесоюзной зимней м ате­
матической школе (Воронеж, 1988), конференции "Проблемы 
комплексной автоматизации гидроф изических  исследований" 
(Севастополь, 1989), I-JV Крымских осенних математических 
ш колах-симпозиумах по спектральным и эволюционным з а ­
дачам  (Севастополь, 1990,1991,1992,1993), XXV Всесоюзной 
зимней математической ш коле (Воронеж, 1993), XVII-XXII 
научны х конференциях профессорско-преподавательского соста­
ва Симферопольского государственного университета (Симфе­
рополь, 1988,1989,1990,1991,1992,1993), на семинарах 
каф едры  математического ан ализа СГУ, на семинаре под 
руководством член корр. АН Украины И .А Л  уковского в 
И нституте математики АН Украины (Киев, 19§2), на се­
м инаре под руководством проф. Б .В .Базалия а Институте 
прикладной математики и м еханики АН Украины (Донецк, 
1994).
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П убликации. Результаты  выполненных исследований от­
ражены в работах [ 1 - 1 1 ].

С труктура и объем  работы . Д иссертационная работа 
излож ена на 140 страницах и состоит из введения, двух 
глав, 13 приложений и списка литературы  из 121 наиме­
нования.

I

С О Д ЕРЖ А Н И Е РА БО ТЫ  I
і

Во введении дан обзор работ, относящ ихся к теме 
диссертации, излож ены ее основные результаты .

В главе 1 рассмотрены колебания идеальной неодно­
родной несжимаемой жидкости, полностью заполняю щ ей со­
суд Q произвольной формы и имею щ ей переменную 
равновесную плотность Ро(х)  , х  Є Q . Глава состоит из 
четырех параграфов.

В §1 изучены малые колебания неоднородной жидко­
сти в произвольном неподвижном сосуде. Предполагается,
что квадрат частоты неоднородности N  (х) удовлетворяет 
физически естественному условию

0 < Л '2_  :=  N 2min <  N 2(x ) <  N 2mzK = : N l < c o  , (1)

N  2(x)  :=  - V p 0  • V П 0/ p 0(x)  , 
где П о(дг) -  потенциал внешнего поля массовых сил. 
Дается постановка начально-краевой задачи - линеаризован­
ной системы уравнений, граничных и начальны х условий. 
При исследовании задачи применяется метод проектирования 
уравнений движ ения неоднородной жидкости на ортогональ­
ные подпространства естественно возникаю щ его здесь гиль­
бертова весового пространства L 2 ( ^ ,P o ) -  При этом 
используется следую щ ее ортогональное разлож ение простран­
ства Ь 2 (Ф ,/>о) вектор-ф ункций, квадратично суммируемых 
по Q с весом р 0(х)  :

L 2 ( n , po )  = G ( Q , p 0) @ J 0 ( Q , p 0), (2)
где J 0 ( Q , p 0) -  подпространство L 2 { ^ , P q), которое
получается замы канием  в норме L j ( £ 2 , Ро) множества

їо *Ро) = {  u є  С ! ( П ) : div u =  0 , х  Є  Q ,

u • n =  0 , x  Є d £2 } ,  (3)
a G (Q , po) " подпространство квазипотенциальны х векторов:



G (Q , р 0) =  | v  Є L 2  (Q  , p Q) : v =  V<D /  р йЩ .  (A)

П роектирование уравнений исходной начально-краевой 
задачи на подпространство J  0  (Q  , р 0) и учет граничных и 
начальны х условий приводит к задаче Коши в пространст­
ве J 0 ( Q , p 0) :

+  В 0 u =  Р0 f , и (0) =  и 0  , ^  (0) =  v (0) =  v 0  (5)
dt

где Вй -  так  называемый оператор неоднородности.

Д оказано, что в неоднородной жидкости, полностью
заполняю щ ей резервуар произвольной формы, существуют
колебания, которым отвечаю т внутренние волны. Квадраты 
частот таких волн образую т предельный спектр, располо- 
ж енный на отрезке [ 0  , / /  +  ] =  Iq и совпадающий со спек­

тром оператора неоднородности B q (Bq — В  о , 
0 < B 0 < N 2+ I ; о ( В 0) =  [ 0 , Л ^ ]  ).

Д ля более детального изучения характера спектра воз­
никаю щ ей здесь спектральной задачи в § 2  рассмативается 
ее важный частный случай. Это задача, когда сосуд с 
жидкостью образован двумя соосными круговыми цилиндра­
ми (радиусов R i  и Я 2 и высотой h ) и находится под
действием внешнего цилиндрически симметричного поля м ас­
совых сил с потенциалом ГТ 0  =  П 0 (г) .

Переход в начально-краевой задаче к цилиндрической 
системе координат и разделение переменных в ней позво­
ляю т сформулировать задачу для нахож дения радиальной 
компоненты поля смещений. Д ля ф ункции w (г) := г и ,(г)
возникает счетное множество классических задач Ш турма- 
Л иувилля:

, . Ро , 2 n 2 PoН----- w — --------w  , (о)
г г
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r p  о. W
т 2 + ( л к г / h )2 

Д 5  =  1 / с о 2,
(т — 0 , ±  1 , ±  2 , £  =  0 , 1 , 2 , . . . ,  I rn I + к 0) 

с очевидными граничными условиями на стенках цилиндров:
w (J?i) =  w (R 2) — 0. (7)

И зучение структуры спектрз задачи (6)-(7 ) дает воз­
можность сделать следующие выводы: эта задача имеет ди­
скретный положительный спектр |  Хкгпг_| “ =  j с единственной



предельной точкой на бесконечности; соответствую щ ие собст­

венные ф ункции jn- ктп(г) ^ п =  і образую т ортогональный ба­
зис в некотором подпространстве гильбертова пространства. 
П редставлена асимптотическая формула для собственных чи ­
сел ).ктп при п -* оо .

Т е о р е м а  1.  В задаче (6)-(7) квадраты  частот соб-'у
ственных колебаний неоднородной жидкости со ктп образуют

2
множество, плотное на отрезке [0 , N  + ].

П оказано, что собственные ф ункции пространственной 
задачи, отвечаю щ ие ненулевым частотам колебаний, образу­
ют базис в некотором подпространстве векторного гильбер­
това пространства Ь г С ^ . Р о ) -  П олучена формула
разложения решения начально-краевой задачи в ряд Ф урье
по собственным ф ункциям .

В параграфах 3,4 главы 1 изучены  колебания идеаль­
ной неоднородной жидкости во вращ аю щ емся сосуде как 
произвольной формы (§3), так и специального вида (§4).
В случае, когда сосуд с жидкостью вращ ается вокруг вер­
тикальной оси 0 * 3  с угловой скоростью со о =  шо е з , пред­
полагается, что квадрат частоты неоднородности

2
N  2(х , cdq) =  N  \х )  +  (V ро • V (xf +  х\ ) ) =

v Pp ' 1

РО -
в состоянии равновесия удовлетворяет условию

0 <  N  L (w 0) £ М 2( х ,  с о 0 )  <  N  2+(со0) < со. (8 )

Посте проектирования на подпространство J  0  (£2, р 0) 
исходная начально-краевая задача приводится к  задаче К о­
ши в J  о (Я  , РоУ- 

2

^ - ^ - К 0 и + В 0(со0)и =  P0 f  , (9)
dt  at

u ( 0 ) =  u ° , v ( 0 ) =  ^ ( 0 ) =  v ° ,

гае K q -  гироскопический оператор, обладаю щ ий свойствами

K Q =  -  K q , і ІК 0 I I <  2w0 , о  (Kq) = [ - 2 icjQ , 2iw0 ] . (10)

Исследование свойств операторных коэфф ициентов зада­
чи (9)-(10) позволяет доказать теорему о разрешимости

-6-
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эволюционной задачи. Исследована задача о нормальных 
колебаниях, отвечаю щ ая задаче (9).

Т е о р е м а  2 .  С пектр нормальных колебаний вращ аю­
щ ейся неоднородной жидкости в области Q леж ит на от­
резке [— А  о , Л  о ] вещ ественной оси, где

Л  о =  о>0  +  у/ со о +  N  +(со0) •

В §4, как и в §2, рассмотрен тот ж е частный слу­
чай , однако здесь полностью заполненный сосуд с жидко­
стью равномерно вращ ается с угловой скоростью с? 0 . 
Рассмотрения по-преж нему проводятся в цилиндрической 
системе координат. В задаче о нахож дении радиальной 
компоненты поля смещений осесимметричность сосуда и 
симметричность внешнего поля массовых сил с потенциалом 
П  0 (г) позволяю т после разделения переменных получить
счетное множество одномерных спектральных задач:

г р о ----- Г W т гт 2+ (- tk r /h )2 
2

РО 5 2  РО /  1, . .—  И> =  Л —  (w0) +

4 СУ о (лк г / h y  2тсо0 р 0 / N  2( о 0)
7 2 '  ^  2 2 ( ГТ #т  +  (л к г / h ) т  +  ( л к г / h ) 1

+  2 г { * к / к ?  (И )

т  2+  (n k / h У
т , к = 0 , 1 , 2 , ..., к + т  *  О, 

с граничными условиями (7).
Уравнение (11) можно рассматривать как  обобщение 

задачи Ш турм а-Л иувилля на случай, когда собственное зн а­
чение квадратично и линейно входит в уравнение. Д оказа­
но, что спектральная задача (11), (7) имеет вещественный

{ ■\ 0 0
}-ктп\п = 1 > причем Хктп -* ±  СО 

(п -* оо ), при этом соответствующие собственные функции
{ » 0 0

w ктп г я =  і образую т двукратный (ортогональный) базис в

некотором пільбертовом пространстве. П олучена формула 
асимптотического поведения квадратов собственных значений. 
Выведены двусторонние оценки полож ительных и отрица­
тельных собственных значений, которые позволяю т сделать 
ряд выводов.



Т е о р е м а  3 .  Квадраты  частот собственных колебаний 
{ w 1тп\  жидкости во вращ аю щ емся полностью заполненном 
сосуде ’ образую т счетное множество, плотное на отрезке 
[О , N +(а>0) + 4 « g  ].

Д ля исходной пространственной задачи показано, что 
собственные ф ункции, отвечаю щ ие ненулевым частотам ко­
лебаний, образуют базис в некотором подпространстве гиль­
бертова пространства. Получена формула разлож ения 
решения эволюционной задачи в ряд Ф урье по собствен­
ным функциям .

Во второй главе (§§5-8) рассматриваются колебания 
идеальной неоднородной жидкости в частично заполненном 
сосуде (с вращением и без него). П редполагается, что в 
состоянии относительного равновесия жидкость заним ает об­
л асть ’ Q , ограниченную твердой стенкой S и равновесной 
свободной поверхностью Г .

В §5 использован операторный подход к проблеме ко­
лебаний неоднородной жидкости в произвольном неподвиж ­
ном бассейне Q. Д ля приведения исходной начально-краевой 
задачи к дифференциально-операторному уравнению  в неко­
тором гильбертовом пространстве используется следую щее 
ортогональное разложение пространства L 2 ( f t , p o ) :

L  2 ( ^  . Р о ) -  J о (ft ' Ро) ©  G  Л , s(ft »Ро) ©  G  о , Г  (ft > Ро)Л№ ) 
где J  о (ft , pq) определено в (3), а

G А , s(ft > Ро) = (у Є  L  2 (ft > Ро) : v =  Ро 1 (*)^Ф .

РсГ1 (*)V<I> • п =  О (х  Є  S) , div ( р й 1 (х) УФ) =  0 (х Є  Q ) }  , 

G 0 , r ( f t ’ Po) =  { w e L 2 ( Q , p 0) : w  =  /9 ^ 1 (x )V p , р  = 0 (х Є  Г ) } .

В §5 показано, что проектирование уравнений исход­
ной задачи на ортогональные подпространства ( 1 2 ) приводит 
к задаче Коши в гильбертовом пространстве
Н г  =  J o  (ft -Ро) ©  Н п

и 2
+ (В + С Г) и = / ,  (13)

d t 2
u (0) =  и о , u ' (0) =  u j , 

где операторные матрицы В  и С р  имею т структуру

в  = ( В ф } г] ш  , =  В  *, 0 < B < N 2+ I T , С Т  =  d iag (0 , С0) ,

-8- I ;
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C q =  A Г  1/2 (po(x) ) ' r  A  г 1/2 »  0 .

А Г Є 5  oo , H r  :=  L 2  (Г) 0  | l |  .

С использованием свойства операторов В  и С  р  дока­
зывается корректная разрешимость эволю ционной задачи 
(13).

Рассмотрение собственных колебаний системы, т.е. ре­
ш ений задачи (13), зависящ их от времени по закону 
exp (icot), приводит к спектральной задаче:

(В + С  р) и = Du =  со 2 и , и =  (w о , г])1 Є  Н р  . (14)

В §5 исследуется спектр задачи (14) при со2 > N  +  
путем перехода к задаче

N і (v) у?, =  0 , у = 1/со2 , ipx = С ( / 2 т}, (15)
на собственные значения для самосопряженного операторного 
пучка специального вида N j( v ) ; изучение основано на идее 
ф акторизации пучка N j(v ) .

Т е о р е м а  4 .  Если выполнено условие

I 1 C , 7  1 I I < Л ^ 2, (16)

то пучок N j(v) допускает ф акторизацию

N j(v) =  Ni+ ( v ) ( v /  — Z) , (17)
где N j(v)  голоморфна и голоморфно обратима в некоторой 
связной, симметричной относительно R окрестности U от­
резка [ 0 , / /  + 2  ) , Z 6  Я  и a  (Z)  С  ( — £ , N  + 2  —' е ) при 
достаточно малом є >  0. Оператор Z  имеет структуру 
Z = ( / + S ) C ^ 1 , S E S o o ,  ( / + S ) _ I G SR .

Н аличие у Z  симметризатора F  Є  JR , F  »  О в H p  , 
F  = I + T \  , Г] Є  Soo . позволяет изучить свойства собст­
венных векторов спектральной задачи.

Т е о р е м а  5 .  При выполнении условия (16) задача 
2 2(15) при со > N  + , имеет дискретный спектр, состоящий 

из счетного множества нормальных собственных значений с 
единственной предельной точкой на бесконечности. Система 
собственных векторов пучка N j(v) , отвечаю щ ая собственным
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_ _  'у
значениям  из отрезка [ 0 ,  N  +  ) , образует базис Рисса и 
р-базис в пространстве Н г  .

Д алее  в работе исследуется влияние неоднородности 
жидкости по плотности. О казы вается, что неоднородность 
порож дает внутренние волны, распространяю щ иеся во всем 
объеме жидкости.

2
Т е о р е м а  6 . Отрезок 10  =  [ 0 , 7 У +  ] принадлеж ит 

предельному спектру задачи (14). Ему отвечаю т внутренние 
волны в неоднородной жидкости.

В § 6  проводится исследование нормальных колебаний 
жидкости, частично заполняю щ ей сосуд, в частном случае, 
описанном в §2. Исходная начально-краевая задача допуска­
ет отделение угловой и временной переменных в віще бе­
гущих волн, когда зависимость полей смещ ений и давления 
от времени и угловой переменной имеет вид

ехр [і ( со t — т  в)  ] , т  =  0  , ±  1 , ±  2  L..., (18)
а вертикальная компонента z отделяется в виде

cos , £ =  0 , 1 , 2  , . . . .  1 (19)

П о с іє  исклю чения всех амплитудны х ф ункций для ра­
диальной компоненты поля смещ ений получено счетное 
множесгБО одномерных спектральны х задач (6 ) с граничны ­
ми условиями

w (/? l)  =  0 ,
[ П о' (Г) ( ( т / г ) 2 + (л к / h  )2) ] - 1  W ' (г) =  \ 2 W (г) (г =  R 2) . (20)

Задача (6 ) ,(2 0 ) есть задача со спектральным парам ет­
ром как  в уравнении, так и в краевом условии.

Исследование задачи (6 ), (20) приводит к следующим 
ф изическим  и математическим выводам:

1) В идеальной жидкости сущ ествую т внутренние вол­
ны, обусловленные неоднородностью поля плотности вдоль 
радиуса. С пектр частот внутренних волн образует счетное
множество, плотное на отрезке [— N  + , N  4 . ].

2) При наличии свободной поверхности наряду с
внутренними волнами в жидкости имею тся п )вер<ностные 
волны, родственные обычным поверхностным волнам в од­
нородной ж идкости. С пектр их частот дискретен, располо­
жен на действительной оси вне отрезка [— N  +  , N  +  ] и 
имеет две предельные точки.
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3) Собственные ф ункции спектральной задачи и по­
строенные по ним собственные поля смещ ений образуют 
ортогональные базисы в некоторых гильбертовых пространст­
вах.

4) Свойство базисности собственных ф ункций позволяет 
получить разложение реш ения начально-краевой задачи в 
ряд Ф урье по собственным функциям .

В конце § 6  получены асимптотические формулы для 
частот поверхностных волн.

В §§7,8 рассматриваю тся задачи, аналогичные описан­
ным в §§5,6, однако снова при наличии равномерного вра­
щ ения системы.

Т ак , в §7 изучены колебания идеальной неоднородной 
жидкости, частично заполняю щ ей произвольный сосуд, рав­
номерно вращ аю щ ийся вокруг вертикальной оси Ох 3  с по­
стоянной угловой скоростью со о .

После проектирования уравнения движ ения исходной 
начально-краевой задачи на подпространства ( 1 2 ) приходим 
к диф ференциальному уравнению  второго порядка в гиль­
бертовом пространстве Н  р  :

2

- 2 с о 0 ^ - К х  + В  (су0) х  +  С  г(о>о) х  =  / ,  (21)
dt  dt

jc ( 0 ) =  x ° ,  х ' ( 0 ) =  * ! ,

с операторными коэффициентами

В  К )  =  В  > 0) , 0  <  В  (ш0) :£ N  +(со0) I  р .

К  = -  К *  , I I / :  II <  1,

с  Г ("о ) =  diag (0 , С (со0)) ,

C K )  =  A f l/2 (Р 0( * ) ^ Г ) 1Г А Г  1/2 »  0.

С учетом свойств операторов В (со0) и С  г(шо) доказа­
на теорема о корректной разрешимости задачи (2 1 ).

Рассмотрены нормальные колебания системы, приводя­
щ ие к  спектральной задаче

со2 х  — 2 coqco К  х  — Dq x  = 0 , К  = — і К . (22)



Исследование спектра задачи (22) показало, что часто­
ты колебаний образую т объединение двух множеств: пре­
дельный спектр, который совпадает с предельным спектром 
задачи (9), а такж е дискретный спектр собственных значе­
ний (при I СО I > СО0 +  V CO Q + N  +{сОц)) с предельной точкой 
на бесконечности. Дискретному спектру отвечаю т поверхно­
стные волны, родственные волнам на поверхности однород­
ной вращ аю щ ейся жидкости. Предельному спектру отвечаю т 
внутренние волновые движ ения в неоднородной вращ аю щ ей­
ся ж идкости.

Д оказана теорема о том, что при выполнении условия

Л,(С0) > 4 су0 (со0 +  V со о +  N  +(соо) ) +  N  + (ше) > (23)

где Лі(С0) - минимальное собственное значение оператора 
С0, из совокупности мод поверхностных волн можно выде­
лить систему векторов, полную и минимальную  в Н р  и 
образую щ ую  базис Рисса, а точнее р-базис при р > 2 .  П ри 
отсутствии условия (23) собственные ф ункции образую т р
-  базис с точностью до конечного деф екта.

В §8 рассматриваю тся малые колебания идеальной нео­
днородной жидкости в открытом вращ аю щ емся сосуде, обра­
зованном соосными круговыми цилиндрами (радиусов и
R 2 ,. высотой h  ) и н аходящ ем ся" во внеш нем цилиндриче­
ски симметричном поле массовых сил с потенциалом 
П 0(г). И сходная начально-краевая згдача посте разделения 
переменны х в ввде (18),(19) и исклю чения всех ам плитуд­
ных ф ун кц и й , кроме радиальной компоненты поля смещ е­
ний, приводит к счетному множ еству одномерных 
спектральны х задач (11) с граничными условиями

"  (Л О  =  О,

и- ' (г) =  А2 П (г) ((m / г ) 2 +  (л к / h ) 2) к> (г) -

2 СОпГП
~  a  — J — "  «  (.г = R 2). ; (24)

Э ти задачи  похожи на классические задачи Ш турма- 
Л и уви лля , однако здесь спектральный парам етр полиноми­
ально (полином второй степени) входит как  в уравнение, 
так  и в граничное условие.

і
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Исследование спектральной задачи (11),(24) приводит к 
следующим выводам:

1. Спектр квадратов частот внутренних волн образует
2 2множество, плотное на отрезке [ 0 , jV 4 .(ш0) +  4 ].

2. При каж дом к  и т  задача (11), (24) самосопря­
ж енная и имеет дискретный вещественный спектр

і с предельными точками Я =  ±  оо . Все собствен­

ные значения Л*т«> кроме, быть может, одной пары, рас-
2 2 2 ____ іположены в зоне \Х I >  ( i V (су0) +  4 со0 )

3. При достаточно больших к и т  задача им еет па­
ру собственных значений, расположенных в области
ІЛ l2 < ( N  +(ш 0) +  4 а»о ) ~ 1 .

4. Указанным парам  собственных значений отвечаю т
поверхностные волны, родственные обычным поверхностным 
волнам в однородной вращающейся жидкости. С пектр их 
частот дискретен. расположен вне отрезка
[ -  V N  +(су0) +  4 c u q  , v N + ( a > 0) + 4cu0 ] и имеет предель­
ные точки ±  со .

5. Собственные поля смешений исходной начально-кра­
евой задачи, отвечаю щ ие собственным ф ункциям  спектраль­
ной задачи, образую т ортогональный базис в некотором 
гильбертовом пространстве. Это позволяет получить разлож е­
ние решения исходной эволюционной задачи в ряд Ф урье 
по собственным ф ункциям .

В §8 получены такж е асимптотические формулы для 
поверхностных волн, возникаю щ их в неоднородной вращ аю ­
щейся жидкости.

Основные необходимые понятия и определения, связан­
ные с вопросами гидродинамики неоднородной жидкости, 
приведены в прилож ении П1. В приложениях П 2-П 13 про­
водятся доказательства ряда утверждений, сформулированных 
в тексте диссертации.

В заклю чение автор выраж ает глубокую благодарность 
своему научному руководителю доктору ф изико-м атем атиче­
ских наук, профессору Н иколаю  Д митриевичу Копачевскому 
за  постановку задач и постоянную помощь в работе.
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