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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. В різних областях сучасної техніки широ­
ке застосування набувають конструкції, в яких несучими органами, 
сприймаючими навантаження, е пакети пластин. Використання паке­
тів пластин в подібних конструкціях є актуальним, бо дав змогу 
•зменшити жорсткість системи, зберігаючи при цьому її міцність. 
В роботі моделюється пружина з жорстким 1 пружним елементами 
трансформації переміщень, які взаємодіють з пакетами пластин. 
Інтенсивне впровадження у виробництво композиційних матеріалів 
зумовило те, що пластини досліджуються трансверсально-ізотропні. 
Механіко-математичне моделювання поведінки несучих срганів да­
ної конструкції в умовах навантаження приводить на першому етапі 
до прстановки та розв’язання задачі про згин пакета пластин з 
урахуванням сил тертя на поверхнях розділу.

Постановки та методи розв’язання контактних задач з ураху­
ванням сухого тертя, що використовують континуальні моделі суці­
льного середовипа, досить розвинені. Серед них поширеними в ме­
тод сингулярних інтегральних рівнянь, варіаційно-різницевий ме­
тод, апарат варіаційних нерівностей. В числі інших ці методи до­
зволяють встановити фундаментальні закономірності фрикційного 
контакту пружних тіл і розв’язувати конкретні задачі. Фундамен­
тальні результати у цьому напрямку одержані в роботах Александ­
рова В.М., Бабешка В.А., Воькушевського А.В., Воровича І.І., Га- 
ліна Л.А., Гольдштейна Р.В., Григолюка Е.І., Гриліцького Д.В., 
Кизими Я.М., Кравчука А.С., Кузьменка В.І., Левіна А.А., Мосса- 
ковського В.І., Спектора А.А., Толкачова В.М., Bufler Н., John­
son К.1., Hasllnger J., Keer L.M., Silva M.A.G. та інших авто­
рів. Разом з тим дослідження з використанням названих методів 
нерідко відрізняє громіздкість математичного апарату, яка ще бі­
льш зросте з урахуванням анізотропії, а також відсутність аналі­
тичних розв’язків. Тому залишається актуальним пошук нових мето­
дів розв’язання контактних задач, здатних відобразити анізотро­
пію фізико-механічних властивостей матеріалу та задовольнити по­
треби інженерної практики. Для цього, як показує досвід, найбі­
льш придатними є підходи, які використовують моделі 1 методи те­
орії оболонок, пластин 1 стержнів. Бо пониження розмірності за­
дачі спрощує процес виводу та розв’язання рівнянь в порівнянні з 
відповідними рівняннями трьохмірної задачі теорії пружності та



дозволяє отримувати достатньо точні результати. Однак свої труд­
нощі тут виникають на етапі к̂делювання об'єкта дослідження.

На теперешній час Існує досить широке коло уточнених теорія 
оболонок, пластйй 1 стержнів, здатних врахувати ефекти попереч­
ного зсуву 1 обтиснення 1 дозволяючих одержати розподіл контакт­
них напружень без фізичних невідповідностей. Про найбільш відомі 
з них викладено в монографіях Александрова В.М.1 Мхитаряна С.М., 
Амбарцумяна С.А., Васильєва В.В., Гузя А.Н., Григолюка Е.І. 1 
Толкачова В.М., Кантора В.Я., Моссаковського В.І., Гудрамови- 
ча fe.C. і Макєєва Е.М., Осадчука В.А., Пелеха Б.Л.1 Лазька В.А., 
Пелеха Б.Л. 1 Сухорольського М.А., Рассказова А.О., Соколовсь- 
кої І.І. 1 Шульги Н.А., Саркисяна B.C. та Інших авторів. Загаль­
ний огляд з проблеми контакту пластин 1 оболонок з жорсткими 
штампами зроблено Поповим Г.Я. 1 Толкачовим В.М.

Для визначення демпфуючої здатності та довговічності паке­
тів незв'язаних пластин важливе значення має розподіл контакт­
них напружень. Однак дослідження їх розподілу в пакетах пластин 
при наявності в них зон зчеплення, проковзування 1 відлипання 
стикається з математичними труднощами 1 не є завершеним.

Таким чином, створення методики розрахунку напружено-дефор-; 
мованого стану пакетів трансверсально-ізотропних пластин з ура­
хуванням зон зчеплення, проковзування 1 відлипання е актуальним.

Метою даної роботи є:
1. Розробка методики розрахунку напружено-деформованого 

стану пакетів трансверсально-ізотропних пластин з урахуванням 
зон зчеплення, проковзування 1 відлипання.

2. В рамках побудованої моделі розв'язання ряду задач зги­
ну пакетів пластин 1 балок.

3. Аналіз 1 дослідження асимптотичних (вироджених) розв'яз­
ків одержаної моделі.

Наукова новизна роботи визначається наступними результатами:
- розроблено механіко-математичну модель згину ' трансверса­

льно-Ізотропних пластин, в основі якої лежить модель Е.І.Григо­
люка 1 В.М.Толкачова, узагальнена шляхом врахування анізотропії;

- для розв’язання задачі циліндричного згину пакета пластин
з урахуванням зон зчеплення, проковзування 1 відлипання побудо­
вано модель, в якій проблема знаходження контактних напружень 
зводиться до Інтегрування системи диференціальних рівнянь;

- знайдено алгоритм переходу від задачі згину пакета плас­
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тин до задачі згину пакета балок, з допомогою якого можуть бути 
отримані всі результати, що відповідають балочній моделі;

- на базі побудованої моделі розв’язано задачу згину двоша­
рового пакета пластин та вивчено вплив сил тертя та параметрів 
анізотропії на розподіл контактних напружень;

- встановлено межі зміни параметрів анізотропії, у відпо­
відності з якими виконано граничні переходи.

Достовірність основних наукових результатів забезпечується 
строгістю застосованого математичного апарату, строгим асимпто­
тичним аналізом розв'язків задачі, а також добрим узгодженням 
одержаних результатів з уже відомими частковими випадками.

Практична цінність роботи полягав в розробці методики роз­
рахунку напружено-деформованого стану пакетів трансверсально- 
Ізотропних пластин, на поверхнях розділу яких діють кулонівські 
сили тертя. Одержано Інженерні формули для розрахунку напружено- 
деформованого стану пластинчатих пружин з на. овнювачем, які ви­
користовуються в лабораторії механіки машин ІППММ АН України для 
проектування та вдосконалення відповідних пружних елементів. 
Річний економічний ефект від використання результатів досліджень 
у 1989 р. по Івано-Франківському виробничому об’єднанню "Карпат- 
пресм.аш" становив ІЗІ929 крб.

Апробація роботи. Основні результати дисертаційної роботи 
доповідались та обговорювались на 3 Всесоюзній конференції "Міц­
ність, жорсткість та технологічність виробів із композиційних 
матеріалів" (Запоріжжя, 1989), 12 1 ІЗ конференціях молодих вче­
них ІППММ АН УРСР (Львів, 1987 1 1989),. а також в завершеному 
вигляді представлялись на семінарі лабораторії механіки машин 
ІІЇЇШ АН України (Івано-Франківськ) 1 спеціалізованому кваліфі­
каційному семінарі з механіки деформівного твердого тіла ІППММ 
АН України (Львів).

Публікації. Основні результати виконаних досліджень опублі­
ковані в 8 наукових працях.

Обсяг роботи. Дисертація складається Із вступу, чотирьох 
розділів, висновків, додатку, бібліографічного списку (85 назв). 
Ілюстрацій (34 рис.). Загальний обсяг дисертації складає 150 
сторінок.
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короткий зміст дисертації
У вступі обгрунтовується актуальність теми роботи, її нау­

кова 1 практична цінність, визначається мета роботи та відмічає­
ться новизна одержаних результатів. Дана анотація дисертації по 
розділах.

Перший розділ присвячений розробці уточненої математичної 
моделі згину пакета незв’язаних трансверсально-ізотропних плас­
тин. На пакет дів симетричне відносно середини нормальне наван­
таження q(x). Кожній пластині відповідає декартова система коор­
динат xt у. z. (1=1 ,п), початок якої знаходиться в центрі плас­
тини. Припускається, що переміщення точок пластини задовольняють 
умовам плоскої деформації

Uo = Uo(X,Z) , Vo =  О , Wo = Wo(X,Z) , (1)

де Uo, Vo, Wo - переміщення в напрямку осей X, у 1 Z відповідно.
Перш за все, розглядаючи окрему пластину з пакета, на верх­

ній та нижній поверхнях якої прикладено довільні навантаження, 
здійснюється побудова прикладної моделі згину трансверсально- 
Ізотропних пластин. Для цього за основу було взято метод, запро­
понований для Ізотропних тіл в моделі Е.І.Григолюка 1 В.М.Толка-’ 
чова. Згідно з цим методом,побудова уточненої моделі згину плас­
тин умовно розбивається на два етапи. Однак, якщо на першому 
етапі у вихідній моделі приймаються гіпотези Кірхгофа.то в даній 
моделі вводяться два малих параметри Е/Е1 1 E/G1 (Е, Е, - модулі 
пружності в напрямку осей х (у) 1 z відповідно; G1 - модуль зсу­
ву в площинах xz 1 yz ). Показано, що на першому етапі результа­
ти обох моделей будуть однакові.

Другий етап побудови уточненої моделі можна рахувати начеб­
то наступним наближенням. Тут, як 1 у вихідній моделі, за основу 
прийнято одержаний в наближенні Кірхгофа та задовольняючий рів­
няння рІВНОВаГИ ЗаКОН ЗМІНИ напружень Ox, Оу, От. \ Txz по тов­
щині пластини (Тху =0, І7.У =0). При цьому Ох 1 Оу мають ліній­
ний по товщині розподіл, txz - квадратичний, a oz - кубічний. 
Інтегруючи співвідношення закону Гука для ez 1 7xz по товщині
пластини, отримано закон зміни переміщень uo 1 wo . Із варіа­
ційного рівняння Кастиліано одержано співвідношення узагальнено­
го закону Гука, в яких замість переміщень серединної площини 
пластини й 1 »  стоять середні по товщині переміщення u 1 » Між 
G, w 1 u, w знайдено зв’язок та одержано вирази для переміщень



поверхонь пластини, які використовуються при розв’язанні кон­
тактних задач. Використовуючи рівняння рівноваги та співвідно­
шення узагальненого закону Гука, одержано ключові рівняння зги­
ну (четвертого порядку по * 1 другого по и). Нарешті, Із рівнос­
ті нулю поверхневого Інтегралу в варіаційному рівнянні Настилів- 
но отримано граничні умови. Слід відзначити, що при переході до 
Ізотропного тіла результати приведеної моделі будуть збігатися з 
результатами моделі Е.І.Григолюка 1 В.ІІ.Толкачова.

На цьому побудова прикладної моделі згину трансверсально- 
ізотропних пластин завершується. Проте залишилась нерозв’язаною 
проблема знаходження контактних напружень. Для її розв’язання 
прийнято припущеня, що між і та 1+1 пластинами (1= 1,п-1) може 
знаходитися довільна кількість зон зчеплення та спряження (кон­
такту). В зоні спряження виконуються умови рівності поверхневих 
прогинів і умова стиску

Woi(-1,X) = Wo,i+1(1,X) , Ozi < О , |Х-Х^|< ae£± . (2)

В зоні зчеплення до цих умов додадуться ще дві умови

uoi(-1 ,х) = uo.i+1 (1 ,х), |ІЖІ|< ці|огі|, |х-х*±|< ае̂, (3)

де ае̂±, a - невідомі границі зон зчеплення 1 спряження; х ,̂ 
х̂А - довільні величини; ові, іхі - контактні напруження; ці - 
коефІЦі іт тертя (k, 1 = 1,2,3,...). За межами зони зчеплення 
розміщена зона проковзування, де сили тертя підлягають закону 
Кулона. Далі йде зона відлипання, в якій контактні напруження 
рівні нулю.

Наступним кроком виконується операція диференціювання. Під­
ставивши в рівності (2) 1 (3) вирази для переміщень поверхонь 
пластини, диференціюем першу з них чотири рази, а другу - двічі. 
Ця операція, виконана з урахуванням рівнянь рівноваги та спів­
відношень узагальненого закону Гука, дозволяє виключити з вира­
зів, що диференціюються, зусилля, моменти 1 переміщення, зали­
шивши тільки поверхневі навантаження. В результаті одержимо рів­
няння для знаходження контактних напружень в пакеті

<Aj" + a ^;)ozi = Bj*’oz,i-i + Bj‘; о*,1*1 + (c“*- c”;k .i +

+ Dj‘4x,i-1 - Dj*’ Tx.i+1 , |x-^(< s^±, l=TTn-T, (4)
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(а; 21 + а;*;)тХі = в;*ч*,і-і + в;*; т*,і+і + <с‘*’- c;*;>ozi +

+ D^*’az, 1 - 1 - Oz.,i+- . |X-X*j|< aejlt 1=1 ,n-1, (5)

де А"'” 1 b;‘ •” - диференціальні оператори четвертого поряд­
ку , 1 D"’ - п'ятого порядку, с;в 1 D^2’ - третього по­
рядку. Загальний аналітичний розв’язок рівнянь (4) 1 (5) стика­
ється з математичними труднощами. Однак у випадку пластин з од­
н а к о в и м и  фЗзико-механІчними властивостями при відсутності сил 
тертя на поверхнях розділу такий розв’язок Суло знайдено. В ньо­
го, крім доданків, що відображають вклад зовнілінього навантажен­
ня, увійшли функції Крилова. Таким чином, в побудованій моделі 
задача визначення напружено-деформованого стану пакета послідов­
но зводиться до розв’язання системи диференціальних рівнянь, ін­
тегрування ключових рівнянь згину та задоволення граничних умов.

При побудові уточненої моделі згину пакета пластин були ви­
користані умови плоскої деформації (1). Для розробки аналогічної 
модел'. згину пикета балок розглянуто задачу плоского напруженого 
стану Оу =0, іху =0, tyz =0. Припускається, що розмір балок в_ 
напрямку осі у надто малий в порівнянні з іншими розмірами. Крім 
того, вважається, що точки балок будуть в основному переміщува­
тись в площині xz. Керуючись схемою побудови уточненої моделі 
згину пакета пластин, можна одержати всі результати, що стосую­
ться балочної моделі. Встановлено, що перехід від пластинчатої 
моделі до балочної можна здійснити з допомогою замін пружних по­
стійних Е/0-v2) - Е, w, - 0 1 і ^ - 0  (v.v, - коефіцієнти Пуас­
сона). Решта постійних Е,, G, 1 залишається без зміни.

У другому розділі в рамках побудованої моделі розглянуто 
задачу згину двошарового пакета пластин, що знаходиться під дією 
постійного зовнішнього навантаження q(x) = = const. Ширина
пластин - 2а, товщина шару- h. Припускається наявність між плас­
тинами лише однієї прицентрової зони зчеплення (Іхк х,) та од­
нієї зони спряження (ІхІ< *£>. На границях зон зчеплення і спря­
ження виконуються умови Неперервності (стиковки) по зусиллях 
Txi.z , Ох»,ж , моментах М»,* та переміщеннях и, г , ", г . 
кутах повороту перетину фх1 г (індекси 1,2 означають номер’плас­
тини). Разом з тим на границях зон накладаються умови на кон­
тактні напруження
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t.t(aB1-0)='tx(ae1+0)=-|iOz(ae1) , і :* '( * , - 0 ) = « * '(8 ,4 0 )  *

Oa(ae£-0 ) = oz(ae2+0) = 0 . (6)

Зауважимо, що неперервність в точці * 1 дотичних напружень випли­
вав з умов неперервності по qx 1 тя (qx= q* - q", m* = h(qx +
4 q~)/2; q* - дотичні навантаження на поверхнях z = ±h/2 ), а 
першої похідної від них - з умов неперервності по є* 1 7* (є* 1 
7* - моменти від переміщень; штрих у другій умові (6) означав 
першу похідну по х). Торці пакета пружньо защемлені. Виходячи з 
симетрії задачі, розглянуто лише половину пакета (0 U  ( а).

Спочатку визначаються контактні напруження. Для цього роз­
в’язуємо диференціальні рівняння, які при п=2 приводять до двох, 
незв’язаних між собою, лінійних диференціальних рівнянь четвер­
того ііорядку. Знайшовши їх загальний розв’язок (розв’язком одно­
рідних рівнянь в функції Кронова), інтегруймо ключові рівняння 
згину 1 задовольняємо граничні умови.

Так, скориста1' ізсь умовами повного фізичного контакту в зо­
ні зчеплення, знаходимо зв’язок між сталими інтегрування ключо­
вих рівнянь згину першої та другої пластин, зменшивши тим самим 
їх кількість у два рази. Дальше, задовольнивши умови неперерв­
ності в,точках ае1 1 *2 по Т»,*, Q»,*, Мх»,* та U, w, г, 
<рх1 г , .находимо зв’язок між сталими інтегрування ключових рів­
нянь в зоні зчеплення (0 < х < зе1) 1 відповідними сталими в зо­
нах проковзування (*,< х < зе£) 1 відлипання (зе£< х < а). В резу­
льтаті залишається дев’ять невідомих (три сталих Інтегрування 
ключових рівнянь, чотири сталих інтегрування рівнянь для знаход­
ження контактних напружень, з яких сталі cn  1 С12 входять у ви­
раз для нормальних напружень, a cg1 1 cg2 - для дотичних, та не­
відомі границі а, 1 аер), яким відповідає дев’ять граничних умов 
(вість на торцях пакета 1 три умови (6)).

Спочатку з розв'язку системи трьох рівнянь визначаються не­
відомі еп, с1г 1 ае£. При цьому сп 1 сі2 увійшли в систему лі­
нійно, а проблема визначення *2 зводиться до знаходження кореня 
трансцендентного рівняння. Дальше, використовуючи чисєлііі'і. вив­
чення трьох перших сталих, із системи трьох рівнянь визначаються 
невідомі с21, с?г і ае1. Сталі с21 1 сгг теж увійшли в систему 
лінійко, а проблема визначення ж, зводиться до знаходження Кбрй - 
ня трансцендентного рівняння. Нарешті, за готовими Формулами об-
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числюються сталі інтегрування ключових рівнянь згину.
У третьому розділі в задач! згину двошарового пакета плас­

тин виконано два ланцюжки граничних переходів. Перший полягав в 
переході від уточненої теорії до теорії, що не враховує попереч­
не обтиснення (Е/Е1- 0, Е / 0),і від останньої до теорії Кірхго- 
фа (Е/G,- 0, Е/Е1= 0). Другий - в граничних переходах Е/Е  ̂1/г̂  
та Е/G,- 2(1+v)/v, (Е/Е,= 1/і^).

Перш ніж розпочати перший граничний перехід, виконуються 
підготовчі перетворення. В результаті у всіх співвідношеннях за­
дачі здійснюється перехід від функцій Крилова до гіперболічних 
функцій (синусд 1 косинуса), від невідомих Ct1 і С1г, с21 1 с22
до невідомих с, 1 01Р Сг 1 02 ( С1= (сп - 1с1г)/2, б,= (с(1 +

+ ісіг)/2; C2= (с21 - tc22)/2, e2 = (с21 + (с22)/г; Іг = -1 ).

З іншого боку, цей перехід можна представити у вигляді відповід­
них замін, виконавши які, переходимо до границі Е/Е  ̂0. ■

Після ряду перетворень, перейшовши до границі Е/Е  ̂0 у 
співвідношеннях для знаходження сталих інтегрування 1 границь 
зон, одержимо, що

М..„ ~ е І . - 0 • йг| _  - h e ‘І ' 0  . (7)
1f-*0 І у-**» I TJ-*0 І «-*»

Тут т) = Е/Е(. З першої границі випливас, що при Е/Е1= 0 нормаль­
ні напруження на границі зони контакту зазнають розриву, з дру­
гої - те, що похідна від дотичних напружень мав розрив на грани­
ці зони зчеплення. Тому в моделі, що не враховує поперечне об­
тиснення, з розгляду виключаються дві останні умови (6). В ре­
зультаті залишається сім невідомих, яким відповідав сім гранич­
них умов.

Перехід до теорії Кірхгофа виконується на основі результа­
тів попереднього граничного переходу. Було знайдено, що при 
Е/С,= 0 (Е/Е1=0) поперечні зусилля на границі зони контакту заз­
нають розриву. Величину його визначає стала Н. Розрив пов’язаний 
з виникненням в точці *2 нормальної реакції. Відзначимо,що наяв­
ність останньої зумовлює появу в точці aeg також дотичної реакції 
Т= цИ. Стала Т у даному випадку визначає величину розриву норма­
льних зусиль на границі зони контакту. Виконуючи перехід до гра­
ниці Е/G,-* 0 jb решту співвідношеннях, було доведено, що
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lim x = О . (8)
b/gi-o 1

Причому величина зони зчеплення пряму« до нуля прямо' пропорційно 
до параметра зсуву E/G,. Порушення умови (8), як показує аналіз, 
приводить до перевизначеності задачі. Таким чином, в рамках тео­
рії Кірхгофа маємо шість невідомих, яким відповідає шість умов 
на торцях пакета.*

Перехід до границі Е/Е,- 1/v^ (v,-задане) здійснюється, ви­
користовуючи рівняння 1 вгрази, одержані в результаті підготов­
чих перетворень до першого ланцюжка граничних переходії При 
цьому використовується аналогія з граничним переходом Е/Е,- 0.

Після ряду перетворень, дотримуючись схеми граничного пере­
ходу Е/Е.,-* 0, було отримано, що

®=l____ . - в •''“■і -о- <’>4-1/*, |т—  И*’/*,

Тобто, при т)= 1/v^ кількість невідомих в задачі зменшується з 
дев’яти до семи 1 відповідно з розгляду виключаються дві останні 
умови (6).

Аналогічно, дотримуючись схеми граничного переходу Е/G,- 0, 
було знайдено, що при E/G,= 2(i+v)/v, (Е/Е,= 1/v^; v, v, - зада­
ні) поперечні зусилля на границі зони контакту зазнають роз­
риву. Стала R' характеризує величину розриву 1 відображає наяв­
ність в точці нормальної реакції. Остання приводить до розри­
ву нормальних зусиль на границі зони контакту 1 появи дотичної 
реакції Т'= nR'.

Було доведено, що
Ііт х = 0 . (10)

, E / 0 l - 2 ( 1 + v ) / » 1 1

‘Причому величина зони зчеплення прямує до нуля прямо пропорційно 
до параметра <|>̂, де ф̂= Е/G,- 2(l+v)/v, ( ф̂> 0). В результаті 
шести невідомим, які залишились, відповідає шість умов на торцях 
пакета.

При порівнянні результатів граничних переходів першого та 
другого ланцюжків зверг? гбся увага на схожість між ними, що, до 
речі, проявляється в аналогіях,які використовуються в роботі.То­
му одержані в результаті граничних переходів моделі можна раху­
вати симетричними. Відмінність же полягаи в тому, що в співвід-



-  12  -  '  

юшеннях другого ланцюжка додатково присутні доданки з множником 
0v (ву= ^/(Sv^l-v))), виникнення яких пов'язане з доданками а 
множником \ (А. = TjKj/U-v)), Що стоять в співвідношеннях уточ­
неної моделі.

Результати, одержані в розділі, в дійсними також для зов- 
нішних навантажень типу с̂сІКЕх) 1 c^cosftx) 1 при довільних 
умовах на торцях пакета.

Четвертий розділ в основному відведений для результатів чи­
сельних розрахунків напруженого стану двошарового пакета плас­
тин, торці якого лружньо защемлені. Розрахунки виконано для трьох 
типів навантажень: q,(x)= q0ch(5x) ({а = 2), q2(x)= q ^  const 1  
q3 (x)= qocos(£x) (£a = 1,57).

В рамках побудованої моделі вивчено вплив параметрів Е/Е, 1 
Е/С, на розподіл контактних напружень. Обчислення проводились 
при різних значеннях коефіцієнтів a/h (a/h>5), v, v,(v, > 0) 1 ц. 
Область зміни параметрів знаходилась в межах 0 < Е/Е,< ^/v* 1 
0 < E/G,< оо.

Було показано, що з ростом E/G, ( Е/Е, - задане ) величина 
зони контакту збільшується. При цьому розподіл нормальних напру­
жень став все більш рівномірним 1 зменшується їх концентрація 
біля границі зони. Вплив же параметра Е/Е, не е таким однознач­
ним 1 його можна умовно розділити на два випадки. В першому ви-, 
падку (E/G,< 2(1+v)/v,) з ростом Е/Е, ( E/G, - задане ) в роз­
поділі нормальних напружень з’являються осциляції,тоді як в дру­
гому (E/G,> 2(1+v)/i>,) їх немає. При цьому зміна концентрації 
нормальних напружень біля границі зони нтакту в обох випадках 
буде однакова. Спочатку з ростом Е/Е, концентрація зменшується, 
досягає мінімального значення, а потім поступово зростав, Крім 
того, викликав інтерес вплив параметра Е/Е, на величину зони 
контакту. Спочатку з ростом Е/Е, ( E/G, - задане ) величина зо­
ни контакту зростав, досягає максимального чачеичя, а потім по­
ступово зменшується. Як показують розрахуй л,з ростом Е/G, вплив 
параметра зсуву на величину зони контакту все більш переважає 
над впливом параметра Е/Е,. І при E/G,> 2(1tv)/v, вплив остан­
нього поступово зменшується до нуля.

Ще до розподілу дотичних напружень в зоні зчеплення, то 
вплив параметрів Е/Е, 1 Е/G, зводиться в основному до зміни ве­
личини зони зчеплення, яка більш, ніж на порядок, менша від тов­
щини пластини h. При ньому вплив цих параметрів на ж, буде ана-
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логічний до їх впливу на величину зони контакту. З тією лиш різ­
ницею, що зміна параметра Е/Е, дає приріст у величині зони зчеп­
лення на два порядки більший, ніж зміна параметра E/G,.

В роботі досліджується вплив навантаження тії умов на торцях 
пакета,зокрема нормальних зусиль 1 коефіцієнтів жорсткості пруж­
них опор, на розподіл контактних напружень. При цьому до розгля­
ду приймаються*Ізотропні пластини (Е/Е, =1; Е/С̂г.б; 0,3).
Було встановлено, що з ростом відлипання концентрація нормальних 
напружень біля границі зони контакту збільшується, при *2/а = 
= 0,012 + 0,015 (a/h=2b) досягає свого максимального "-'вчення 1 
потім пвдаб до нуля. Розрахунки показують, що при наявності від­
липання концентрація напружень визначається головним чином вели­
чиною зони контакту. Якщо ж відлипання відсутнє, то на неї без­
посередній вплив здійснюють жорсткості зовнішніх пор.

Далі вивчається випадок, коли на пакет, крім зазначених ви­
ще навантажень, діє двостороннє стискуюче навантаження р= 3(^/2= 
= const (в - параметр навантаження). Було виявлено, що з ростом 
стискуючих напружень величина зони контакту збільшується 1 при 
деякому рп1л величина а. Разом з тим відбувається зміна кон­
центрації нормальних напружень біля границі зони контакту. Спо­
чатку вона зростає, досягає максимального’ значення 1 при *2 ~ 
~ a-3h поступово зменшується. Позначимо загальне навантаження,що 
діє на пакет через Q (Q = aJ*q(x)(lx). Нами встановлено, що між 

Pmin 1 ® Існує прямо пропорційна залежність. Із збільшенням в k 
раз загального навантаження (q(x)~ монотонна на проміжку 0< х< а 
функція: qo- задане) у стільки же разів зростають необхідні для 
усунення відлипання мінімальні напруження. З Іншого боку, якщо 
загальне навантаження постійне, то зміна густини його розподілу 
майже не впливає на величину стискуючих мінімальних напружень.

В роботі досліджується розподіл дотичних напружень в зоні 
зчеплення при різних значеннях коефіцієнта тертя. Біло виявлено, 
що Із збільшенням коефіцієнта ц величина зони зчеплення зростає. 
Причому зростання ае, відбувається нелінійно. Чим більше |і, тим 
менше приріст азе, при збільшенні коефіцієнта тертя на ац. Як по­
казують розрахунки, . іалогічним чином відбувається збільшення зе1 
з ростом однопараметричного стискуючого навантаження р= sq^/2 = 
=const. Тому визначити Р̂1п. при якому повністю відсутнє проков-. 
зування між пластинами, в даній моделі не виявилось можливим.На­
певно, розв'язок проблеми можна знайти, якщо узагальнити модель.
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. приклад, замінити прийняте вище припущення про наявність мі* 
пластинами тільки однієї прицентрової зони зчеплення на Інше, в 
якому допускається довільне число зон. З Іншого боку, обчислення 
в роботі проводились, коли параметр s змінювався від 0 до ЗО. 
Тому не виключено, що розширення цього проміжку могло би виріши­
ти поставлене питання.

Відзначимо, що в роботі також проводились порівняння резу­
льтатів уточненої моделі з відповідними результатами моделі, що 
не враховує обтиснення, та моделі Кірхгофа. Так,в рамках моделі, 
яка не враховує обтиснення, було виявлено,що величина зони зчеп­
лення, більш, ніж на три порядки, менша від товщини пластини h. 
Із збільшенням коефіцієнта тертя вона зростає,причому прямо про- 
по; іійно до коефіцієнта тертя. Аналогічним чином, як показують 
розрахунки, відбувається збільшення ж) з ростом параметра зсуву, . 
ЩО може служити підтвердженням ТОГО. ЩО при E/G.J- 0 величина 
ае(- 0. Розглядаючи Ізотропні пластини, було виявлено, що із збі­
льшенням параметра a/h зменшується відмінність між відповідними 
Інтегральними характеристиками задачі (зусилля, моменти 1 пере- 
щення) в рамках уточненої моделі 1 в рамках моделі Кірхгофа.

Основні результати 1 висновки:
1. Розроблено нову механіко-математичну модель згину транс- 

версально-ізотропних пластин, в основі якої лежить модель Е.
І.Григолюка 1 В.М.Толкачова, узагальнена шляхом врахування ані­
зотропії.

2. Для розв’язання задачі циліндричного згину пакета плас­
тин побудовано нову модель, яка враховує наявність між пластина­
ми зон зчеплення, проковзування 1 відлипання. Проблема знаход­
ження контактних напружень в моделі зводиться до Інтегрування 
систеї . диференціальних рівнянь.

3. У випадку пластин з однаковими фізико-механічними влас­
тивостями при відсутності сил тертя на поверхнях розділу одержа­
но загальний аналітичний розв’язок систе*- диференціальних рів­
нянь, що є дійсний для пакетів з довільною кількістю пластин.

4. Знайдено алгоритм переходу від задачі згину пакета плас­
тин до задачі згину пакета балок, з допомогою якого можуть бути 
отримані всі результати, що відповідають балочній моделі.

6. Нг базі побудованої моделі розв’язано задачу згину дво­
шарового пакпта пластин з урахуванням зон зчеплення, проковзу­
вання 1 рідтагтання. Вивчено вплив сил тертя та параметрів ані-



зотропії на розподіл контактних напружень. Дослідження проводи­
лись для різних типів навантажень та при змінних граничних умо­
вах.

6. Досліджено вплив параметрів анізотропії на величину, зони 
контакту в двошаровому пакеті пластин та двошаровому пакеті ба­
лок.

7. Досліджено вплив однопараметричного стискуючого наванта­
ження на величину зони зчеплення.

8. Встановлено межі зміни параметрів анізотропії. Параметр 
Е/Е, обмежений знизу нулем, а зверху величиною 1 /rf. У свою 
чергу, параметр Е/G, Мав межу знизу зліва нуль, а зверху зліва 
2(1+v)/v, . У відповідності із знайденими межами виконано два 
ланцюжки граничних переходів. Висловлюється припущення, що між 
значеннями Е/Е,= 0 1 Е/Е, =і/г̂  параметр Е/С, обмежений зліва

кривою E/G,= 2171», (1+v) - 2(T)(1-T)î )(l-v2))1'/a (тт=Е/Е,).
9. Встановлено, що між отриманими в результаті граничних 

переходів моделями Існує певна симетрія. Це дозволяє їх система­
тизувати ( наприклад, теорія Кірхгофа та псевдотеорія Кірхгофа; 
теорія, що враховує тільки зсуви, та псевдозсувна теорія ).

10. Виявлено, що для досліджуваних навантажень при переході 
до теорії Кірхгофя (псевдотеорії Кірхгофа) зона зчеплення зни­
кає.- Причому величина зони зчеплення прямує до нуля прямо про­
порційно до параметра зсуву (параметра <|/ = Е/G,- 2{1+v)/v,).

У додатку представлені документи, що підтверджують викорис­
тання результатів роботи на практиці.
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