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Актуальность теяи. Во второй половине двадцатого веха одним 

из шпгэнсивно развивающихся разделов математики стела тэорая 
управляемых иродассов. В рамках этой теории получен ряд 
фундаментальных результатов, к которым следует отнести ггрии’сп 

максимума Л.С.Понтрягинв, принцип динамического програімировалая 

Р.Бвллмана, правило экстремального прицеливания H.H.Kpacoucxom 
и некоторые другие результате.

С I960 года набладяется большой прогресс в развитии такого 
важного направления теории управляемых процессов, как теория 
дифференциальных игр. Тоории джК-еренциальмих игр изучает 
управляемые объекты, которые описывается дафференцає пьяный 
уравнениями и находятся в условиях конфликта по отношению друг к 
другу. Наличие конфликта значительно усложняет задг.чу 

управления и вместе с тэм до лает ео богаче в плаке воздаапва 
приложений.

Наиболее очевидны приложения теории к таким областям, кйк 
управление сложными физическими системами с неизвестными 
возмуцащими силами (например, автоматическая пос:ідкп самолета 

ари сальном ветре), военное дело (напримор, проследовав̂ 
самолета управляемой рчкетой), нострсениа экономических и 
социальных моделей. В дальнейшем практическое значение этой 

теории будет возрастать, поскольку конфликтные модели, 
на̂омнанно, более адекватны природе слокных реальных явленій. 
Уаа идет разработка нового поколения управляй̂ устройств, в 
основе которых ложвт не классические принципы рогулировагаи, а 
достижв.чвя теории конфликтно-управляемых процессов.

Развитие теории конфяиктно-упр.'гвляе.'вйс процессов свяэ&ао с 
именами многих ученых. Среди ангоро з далекого зарубе жья прежде 
всего сдедув'? отметать Р. Айзекса, Л.Барковица, Дг.Бергу, 
У.фдемминга, А.Фридмана. В СССР развитие этого направлен*;! было 
тесно связано о именами Н.Н.Красовскот-о и Л.С.Поятрягияа. В 
Украине двднрупцио позицхи в данной области принадлежат- 
Б.Н.ГЬзенкчному а А.Л.Чикрив. Больдай вклад в развитее теории 
к'іф ’пікт'с—yxrj алляешх процессов сделали Е.Ф.Ми;і;&н;<о, 

В. Курганский, D.C.Осипов, А.И.Субботин, Ф.Л.Чоркоусько, 
Р.В.Гамк|*лидзе, П. Б. Гусятников, Д.З.КряжимскиЯ, А.А.Меликяы, 
1І.С.Никольский, Л.А.Гетросян, А.Г.Ченцої.

В развитии теории дифференциальных игр можчо эндчлить два
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ocaos’ua надравлзная. Долью первого ив ниж. является построение 
наиболее обеих моделей, изучение структуры ш'р, исследовании» 
я шросов существования дьяы игры, оптимальних стратегий и т.д. 
«.'"̂съ необходимо выделить работы Л.йьрковицз, который, 
і сповывеяге ия вариационном исчислении, исследовал необходимые 
условия, ««.Торим ДОЛЖНЫ УДОЙЛЭТВС-рЯТЬ оптимальные в смысле 
ьабпашо̂о критерия траектории, и показал, что от нри 
предположениях о регулярности удовлетворяют некоторому обобщению 
принципа максимума. Существует целый ряд рзбот (А.Фридман. 
У.ФлеМ.аЯН.’ и др.), посвящении исследованию общих свойств 
дкКвренциельной игры, рассматриваемой как предел 
последовательности многошаговых майорантных и мажорантных игр, 
аш і роксимиру щих исходду» игру, Изучению структуры 
.ал'.фв ре нци альных ш'р посвящены такжз раготы О.Н. Пшеничного.

Гдюдуег отметать достигтші: в атом направлении
свердловской школы математиков, возглавляемой Н.Н.Крзсовскям 
(Л.И.Субботин, Г.С.Осипов, А.Г.Че:щс~<, А.Б.Куркеяский и др.>. 
Ича была ..}іедїїожзна строгая Зормалшзцяя позиционной 
даІферйїща!ільной кгры, предложи но правило экстремального 
ирацелиезгаш, докаэзны фундаментальные теорамы об альтернативе, 
суть которых заключается в том, что при ргзумяом объединении в 
пары чистых, смотанных и контрстратагий удается разделить 
игровое .OJK отронство на две непересекащиеся и дополняющие друг 
друга области, для каждой из которых разрешима либо задача 
убогаякя, либо задача проследования.

Лругой литии исследования соответствуют постановка болуе 
частных игровых задач и иахоздеыю конструктивных методов 
построения ст] ітегйй (зачастую далеісих ог оптимальности). Такой 
подход вполне оправдан большой слогностью задач и необходимостью 
выхода на конкретные прикладные проблем)?.

В рамках эттто направления возникли так называемые задачи 
уклонения ст встречи с терминальным множеством из всех начальных 
положений.. Впервые такая постановка была предложена 
Л.С.Гю тряшнкм. Дзннгя диссертационная рабо-а иосвлщэаа 

изучений именно итого класса игр.
С момента пзтівой постановки давно!» -адата бы., предложен 

ЦОЛ.Й ряд W- 'hl'A , ХЮРВОХЯШШ пелучать достаточные условия 
и строить страте-яя убогания. Здесь следует упомянуть метод
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ман-івра обхода Понтрялша-Мшлонкс, мятод ктпри -.птймх 
подпространств, метода убегания но направлению и ;гаре«энннх 

напрашмэдч! А.А.Чакрия. В последней время внгеисивноз реллггио 

получали рекурсивній» метода обходя. К ним слодуэт отвести 

маневр Ф.Л.Черноуоько длія простого двтеїмя с рэкуроеоЛ по числу 
праследователэЗ и маневр В.Гяийовскогс о рокурсие.1 по 

производим от движения. С их пог*:лч,ью удались получить ноиболао 

общиз на сегодняшний день достаточные условия убогачая. d данной 

диооертогщонкой работе <5ыхо дроввдвко качэствепное раввлтно 

теория рекурсивных .ийкэвров, а такта с их. помощью рассмотрены 

новые класс» егр.

Ц ль роботы. Основной целью работы является по̂учевие 

общего вида достаточных условий разрешимости ряда классов 

нелинейных дигйерешичлъынх игр убзганкя с првмзн*шшм 

рекурсивных маявяров обхода. Стааигс.ч задаче аоотровиия 

максимально конструктивних процедур построения стр«тэгии 

ук'окени.;, что позволит использовать их при численном 

моделировании.

Методика иссдедояэаий. И с̂сэр'. ации широко ас*гользу»ггсй 

достижс шя теори” оптимального упронаении, то ори/ 

дифференциальных игр, выпуклого анализа, теории многозначных 

отображений.
Нау :кая новизна. 1. Скорму гировено определение «-лтратагаи 

по разбиении убегающего, которая является удобным инструментом 

дая описания действий игрока при построении рекурсивных маневров 
обхода. Основной упор сделан яа конструктивность стратегии, чтп 
открывает возможн сть использовать ее при численном моделирова­

нии и отличает ОТ ДРУГИХ сущоствуицих определений. 3. Найдены 

достаточные условиг разрешимости нелинейной диффера>іциащ.яой 

задачи убэгепия. Получено оцэнка снизу уклонения от терминально­
го множества. Условия сфсдецулироявш в единообразной форме 

для обычного и душ так называемого тонкого t дучавв. Для 

построения стратегии убагэния игроку достаточно знать лиіь поло­

жение системы и то не постоянно, я лишь в некоторые наперед 

определенные моменты времена. 3. Аналогичный результат получен 

для игр с группой преследователей. Двя установления возможности 

уклонения от точной поимки достаточно установить преимущество 

убэгаще.о над каждым преследователем в отдельности при уел вии
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совпадения экстремальных управлений убегапцвго по отношению' ко 
всем проеладрянтелям. 4. Рекурсивный маневр использован для 

р шеняя некоторых классов игр убегания, таких как неавтономные 
fc/pu с ш’ряниччващими множествами, явно зависящими от времени, 
я игры, в которых преимущество убегающего выявляется лишь в 

щу«изводных некоторого более высокого порядка.
Астатическая и практическая ценность работы. Полученные й 

диссертации результаты могут быть использованы для дальнейшего 
теоретического исследования дюйереяциальных игр. Подученные 
конструктивные законы управления» которые обеспечивают решений 
задоча ук,;к>неяиа от терминального множества, могут быть 
реалит*оввны на ЭВМ.

Агюобзцкя роботы. Основные результат диссертация

дэклздивклиаь ш> семинарах отдела сятамизащга управляема 
гцюцессов Института кибернетики АН Украины (1991-1994 гг.), на 
сеаяларо по проблеме "Кибернетикам (1993 г.), на симпозиуме 

"Вопросы оптимизации вычислений" (1993 г.).
Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в  

рсоотах іі-

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введении, 
трех глав и списка литературы. Объем составляет 105 страниц 

машинописного текста. Библиография содержит 102 наименования. В 
диссертации имеется 5 рисунков.

СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ

В главе 1 исследуется нелинейная дифференциальная игра 
убагвния от одного преследователя, когда убегающий располагает 
полной информацией о фазовом состоянии системы и па имеет 

жфэрмажш о такуцда управлениях противника. В основа 

доказательстве тчоремы об убегании лежит рекурсивный маневр 
обходь, суть которого заключается в последовательном разгоне 
проекция траектории системы на ортогональное к терминальному 

множеству подпространство по производным, начиная с некоторой 
производной высокого порядке и заканчивая нулевой. Для удобного 
формального описания действий убегатоцаго вводится определение
г. -огрстлгчи по разбиению, В КОТОрОМ УЧТВНВ СПвЦИфШСа
рекурсивных маневров.
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В первом параграф делается формальная иэстэнрвка двдечи, 
даатся определения ст(шт&ги» и другие необходимые опрзделкпія.

ДВІ«9ПЯ9 0бЫ»КТ8 в ввклвдовоу ирострзнстве ip" ОПИСКВЄОТСЯ 

нелинейным дифференциальным ураЕяешем

2" f ( j , U , v ) - ,  ( 1 - І )
Здесь fCa.u.vJ - квіїрьрикная ПО СОІИ)ХУПКОО»И ПіррОМЗаННХ 
вектор-фуаяция; « в v -  упр&вляюпда параметры ярусла/пвотвля к 
убегающего соответственно, которые ирмвмддвжат компактным 

множествам ч> е s’ н v с ®а.
Терминальное мновество tn - подпространство в к" , а его 

ортогогадьаоо дополнение il шюэт размерность, ?ч мэньщую 3.
Предполагаем, что правая часть системы удовлетворяет 

условна роста
5fCi.--i .v5 |  * > ( h W )  1.2-)

для любых ч « «»,v  о v , где * - положительная константа. Здэсь и 
дагэе под ii || понимается евклидова норма вектопо.

Некоторые дополнительные грабова' зя к аг.и,>о будут

введэны далее.
Допустимыми управлениями игроков считаются измеримые по v 

функции со значениями в и и v соответственно. Рассматривается 

задача с полной информр’деай, что подрвзумэБзот знаим обоими

игроками в каждый момент време;ді состояния объекта <t г;.

Необходимые определения. Будем называть л-ряу&и̂ниен

отрезка С л; Ы МНОЖЄСТВО ТОЧЄК ?„*•?*• . - ,  ТГЯ>», ЧТО «
1 -О ..V-1 . < л.  ? -  Ь . v  fe- И .
( С 1>

Обозначим СИМВОЛОМ Л. ШСЖ&СТВО го....Г . і «О,-. ...г. Пусть

на Са;Ы опредес-эна функция ztyj. Символом з будем

обозначать вектор (-<?0>---.2<:; >).

Определение 1Л. Будем говорить, что задана «продав* ил по 

разо-иенч» второго игрока, в с ли в каждой точке = в кл задана 
тройка (ис Z>. ЛС25. w ), где 

tCzJ- S5r,i  К*. rfCaXC ;
'АС*5 -  A -po*6u»hu« эя>р<*зк« * 0,»:C ) . £{ , .  . . , { У, iHTzitC ,
wA - система измеримых но г функций

.У.С2ІД 1;т5: !К‘>Ч ' * * ‘ 1 х  Vі .у, 1=0,  . . ,vt  z i -X> .
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Будем говоріть, что убвгапций действует согласно

£ - < ™ p a m &гии ПО разбиению, ВС.ТИ ОН ОСуЩВСТВЛЛвТ ТЭКУ»

act - с-доиательнссть действий. Пусть в некоторый момент te система

оказалась в точке zo<s и. На интервале времени [t-0 *to*lt«3 

убэгащий выбирает управление vcr> « J 0 ^ ~ l д„5 ;т5 " V0C5E0 ;TJ*

-г с В пары с некоторым произвольным допустимым

управлением преследователя оно дает -решепиэ системы (1.1) на 

it л ♦ f )  с начальным условием zct >- * , z ~ положенле система
О О 1 О 0  4

(1.1) в момент времени Убеї'ащаЗ выполняет -злену

управления, выбяряя его равным v ^ c z i ; 0  - vczo.2t>о на

* а̂исанаув последовательность действий убеганий 
повторяет раз на отрезке времени ito.to»<-Czo31 .Далее
убэгэщиЛ действует согласно тройка (г.д.Уд), которая 
опредулпятся положением системы в момент t ♦*».* Э.

Отменим, что в рамках наложенных на систему ограничений 

такое определение вполне корректно в том cf«i<uie, что, во-дарвых, 

для любого z^e к" и любого допустимого управления преследователя 
решение системы (1.1) в смысле Каратеодори с начальным условием 

*cto:<=zo,соответствующее описанной выше процедуре, существует на 

tto.trt*£Czo>l (хотя , вообще говоря, не единственно) и является 

абсолютно непрерывной функцией; во-вторых, любое из этих рошений 

ограничено, т.е. на втом интервале оно не покидает некоторой 

ограниченной области, что позволяьт повторять описанную процеду­

ру бесконзчное ЧИСЛО рчЗ.
Заметим также, что если на г дополнительно наложить условие 

Лішіима, то решение будет определяться однозначно как не 

tto . W  Т0К И ВСВДУ 36 tto ,to**C*o;>1 * ОД32110 ш  этого не 
делаем, предполагая, что в своем реальном движении система 

калдай раз реализует одну конкретную траекторию из множества 

возможных, 8 выбор очередной порции управления убегамдего 

определяете.» точкой пространства к" , в которую система попадет 

в конце этой траектории.

Итак, мы убедились,что в каждой точке zq« Rft введенная нами
ВЫШе s -ст рат егия по разбиению  В Паре С ЛЮбЫМ ДОПУСТИМЫМ

управлением преследователя исо определяет непустое множество

z^w czo3 абсолютно непрерывных ограниченных решений системы
л

(1.1) не ctb.to+«<.za3 3;
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z сі ) - J ?  с х ї  .
' ь  ° <и> uVA °

здесь < и >  обозначает множество всех д о п у с т и м * *  упраач&ний

преследователя на отрезка t  to . to«*-c j  ;

)?Czo> » inf Inf distczf о .ю .
c .o j «е»о;.о,«,л.> (1.3)
A

ГД0 * - ЗЛЙМ9.ІТ МНОХЭСТВ8 2 w <* Э.
A

Если к тому жо- величина *Cz> вы ( З н а е т с я  т а к и м  о б р а з о м ,  чи

11 in L. • 00 . t •  К *  c C - z 5, 1*1,г.. . ,1'Дй z »zCt 5 .z<-1 -'-z , l 1 1-І 1*1 ' Л і і ti o 'V ♦ «ІІ
то существует решение, продолжимое на весь полубесконэчный 

интервал времен*.

Определение 1.2. Если в определении 1.1 уОвгвчи-дй на

каждом интервале времени 1"°......

ЗЫбИрйвТ достоянное улравлвшв vCv> » V4C2lAt3>, то мы считаем, 

ЧТО задана кусочно-постоянная с-ст рат егия по р си б и е н и * .
Определение 1.3. Будем говорить, что для диффъренциальной 

игры (1.1) разрешима гл о б а ль н а я  за д а ч а  у б е г а н и я .  ЄСЛИ существует 

^-ст рат егия по разбиению  убеГЕПЦВГО, ТВКЭЯ, ЧТО ЛрИ ЛПООМ

допустимом управлении первого игрока соответствупдив траектории 

act), *С».0>«*0 ПрОДОЛЖИМЫ на полу бесконечный HHTtSPBaj: времени и 

не пвресвкалт терминальное множество И при t« И.в.л> для ллЗыт

начальных позиций »в« т.

У т в е р ж д е н и е  1 . 1  Г лобальная  за д а ч а  у б е га н и я  р а зр еш и т ,  е с л и  

существует t -стрсяпегия. по р а зб и ен и я  убвГ8ПЦ0ГО, ТбКЯЯ, ' ЧТО

вшюлнэны следуициэ условия:

1) функция ж <і-> такова, что для любого компакта к с  к"

суицвстэует с > о, такое, ЧТО Inf £СхУ і  с і

* чеХ

Л) для любого компакта *  с з?" существует функция

„*сг5:со.-«о «іОі+ас, монотонно неубывающая ПО г, такая,что для

любого z * *, z е И. >»cz5 5: n * C d l s U z  .0135. ІД0 jjCz) ОПрЄДвЛЯЄТСЯ 

ао формуле (1.3);

3) для любого компакта к с к" существует функция

1* * С г > : С О ;  +оо> .  С О ;  + аеЗ ,  М О Н О Т О Н Н О  Н е В Э З р З С Т З Ю Щ а Я  П О  г ,  Т £ К З Ч ,  Ч Т О

Д Л Я  л ю б о г о  Z  е  Я .  Z  е  Л  . uCz> £ u*CoistCz, .
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Во втором парагрощо формулируются условия и теорема об

ук :оавиип.
Пусть w  и ы,- взаимно сртогон. львые одномерные подпростра­

нство vra , где о. - ортогональное долслиониэ к и, а т4 и »а- опе­

ратори ортоі'і'Пзлі-лого ттрое к ткре в а ;ш к ж» г*'1 е w f и соотЕатст-

ВОІЮО.

П[)едполоаам, что можно образовать токдо последовательности 

функций <■ ' V z і ь, \ 0 : IRf. j«1.2, 1*0,1*... С

цомсіцью рекуррентного ооотнорвнил

v'Vz.u.vi *= 9  , u . v j f Cz  , u. v5 . .
і * )

U.'O * «Т?.. ***1,2 .J і
где / *cz,о.vi-матрица первых производим:: функции pts.y.vs по г. 

Цу :ть существует нзтур&"ы*ае 1 ic .̂j ч , такие, что
МІІОЖеСТВа */°Сг,4'.¥>, і «о.....iĉ -J. И f “’ег.ЧЛ V> , 1 » 0 .....кг~ 1

СОСТОЯТ ИЗ единственных ТОМвК e“'czj, причем ^ ‘‘czj непрерывнн 
по г на к". Фучкции ♦>‘k,'cjt.-j.vi и также иопрарівіш

ПО СОВОКУПНОСТИ перьманных.
ОпрЬДеЛИМ отображение FC г. u, v*>. Krv4Jx?i R*. ПОЛОЖИВ

ЯС Z, и. \0 =С 5Jlk,>t z . и, v5 , « " ‘ ' ’с г, и. V} J T .I и
w -  двухмтрнсэ подпространство, натянутое на ый и w a, и

V = < р *= Г:*. |[р||--1 >.

Пуст ъ функ>щя KCz.u.vi, такал,что дли любого компакта и *"
';у!Д0СТ£уеТ А <«*, VtK0e.4T0 ДІЛ .’0ЙЫХ UJ. Iі, v 4>v_« V ,  Z^.z^e ж 

|j *~*С 2 , м . V > —FC 2 , u . < А Пг “2 И.И l i t  2 2 * “ х “ * 2 и

Условие 2.' Существует непрерывная функция к*?:*" ■>»*, 

ТЗІСБЯ, что сдает моего нор.вьнзтво

nvii'* п'дх тт.» Ср,ГС2 .и,’/>+К 2Ї) > О
|/*гГу V •‘гУ ч£?ІІ

ДЛЯ ВСОХ І «= 3*.

Утверждение 2.1 Для опасаиной вызэ да;ферэ-и1иальной игры 

можно построить s-стратегию по разбиению, удевлетворякцую 

условиям І--Р утверждения і Л.
Утверждения 1.1, 2.1 позволяет нам оформу.ягировать основной 

результат в ви.У* следующей теоремы.
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Теорема 2.1. Для того, чтобы в описанной выше лиффврвнциаль- 
ной игра было разрешима глобальная задача убегания в классе
КУСОЧНО—ПОСТОЯННЫХ с-слра/аегий по ра->биении, ДО̂ТЭТОЧНО, ЧТОбЫ 
ВЫПОЛНЯЛОСЬ условие 2.1.

Замечание 2.1 Отметим, что на число it ( и l никаких 
дополнить лышх условий не накладывается, и ренуль'тат 
представляется в единообразной ферме и для грубого ( і- - *. ), 
и для так называемого тонкого ( ki > k2) случаев.

Замечание 2.2 Существенной чертей данного імзультрта 
является полный отказ от знания убегающим управления 
преследователя. Для с:штеза управления убе.-анил второму игроку 
достаточно знать линь текущее положение системы, л, болэа того, 
на постоянно, а только в наперед определенные моммггы врэмеьи.

В третьем и четвертом параграфах щхэводатся доказательство 
сформулированной вше теоремы.

Во второй главе мы переходим к изучении ДИ'РферЛНЦЯСЛЪНШС игр 

убегания с группой преследователей. Основной результат в виде 
тэорймы об убегании доказывается с помощью ком 'шглройанкого

применения двух видов рекурсивных манввров обхода. Суть такого 
применения заключается в том, что вначале каадому
фзеледователю приписывается опредэлэнный порядковый номер,

ПОСЛЄ ЧВГО СТрОИТСЯ е-стрстегия по разбиения убвґОНДНГО,

герпнтирулцБЯ на некотором интервале времени определенную сценку 
расстс.чння между убегающим и первым преследователем, и 

характеризуемая некоторым шагом разбиения. При этом используется 
маневр обходз, описанный в главе 1, и заключзяцийся в 
последовательном разгоне проекции траектории в ортогональное

подпространство по производим, начиная с высшей и заканчивая 
нулевой. Поело этого осуществляется пераход ко второму 
преследователю и полученная на первом шаге стратегия
достраивается таким образом, чтобы гарантировать уклонение от 
второго прэслкдоветэля вдоль каждой из возможных траекторий 
уклонения от первого. При атом в игре против второго игрока 
существенно используется оценке расстояния и шаг разбиения, 
полученные в игре против первого. Схема разгона по производим в 

игре против второго преследователя в целом сохраняется, одагко 
для разгона сам5й высокой пр изводаоЯ (базовой дм процесса 
индукции) мы используем схему маневра убегания от многих
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про слндоватзхой вдоль номинальной траектории для простих

ДУЛЯЕОШЙ !1Э .Ч20СК00ТИ, КОТОРЫЙ бЫЛ ПЛврВНО ТфьДГЮЯЭИ

Ф.Л.ЧвсіЮ)"ЬК'.і и разгон в раОотих В.гжимоксхого. Д;;я тоги, чтобы 

ь̂польсовалио этого мзаевря было обоснованным. необходимо предпо- 

лоатггь, что эчстр»мель.л9 управления убі«Г8ІЇДВТ-0 ( то есть тэ, 

на которых реализуется ьго орвамугдэство) яьлл»гея о<5;і̂мя лс> отно­

шения ко всем преследователям. Следует отметить, что введенная

нами «-еяіргьт.'ГУ* пз рги>Ь±«чик> НКЛЯОТСЯ УДОБНЫМ СрвДСТВСМ ДЛЯ 

описания действия убегкщето и ы этом случае.

После окончания шютроеяхя маневра уклонения от второго 

противнике мы получаем оценку уд&пагаїя уже от дяуг 

преследователей (первого я второго) И шэг розбившім по Бремэзк, 

нэойл̂дишй для 1<оэдаз8цы ммегрг [ по мерь увеличения числя 

иреслодо атьлоД шаг уменьшается, по чп іє т с я  положительным ) .  
Описанная процедура псьторпотся столько раа, сколько 

преследователей участвует и чгрг. Нолу энная на последаем вата

<-ел рол*--и* >.-> р ібив.чи* ЯЕЛЯОТСіІ СКО«Ч8ТЬЛЬНОЙ» 8 ОЦгКК*! уклоне­

ния ov последнего прг тивіПіКБ /ероктеризуэт уклонение от всех. 

П&ройде* к формальному иаяпжвша> задачи.
п

Двлхт-ниа осг.*чта в евклидовом пространство № описывается 

лелгаш&юм дч'йврошиялышм уравш хием

2 - fCZ.U, Vi . (5.і)

Здесь ir.t.u.vj непрорыннал ПО СОВОКУПНОСТИ ШрвЮННЫХ 

ректор -функции; ч и v - уііравлипчие параметры петшого я второго 

игооко»; соответственно (здесь под n a p m v  игре "ом понимается, 

вообще гогоря, гну пая иі-роков ), K o w p u j  принадлежат компактным 

множествам <l‘ с о?” и v  о к".

Торжіьяльчоь множество w тонет сл.жнуп структуру и 
представляет собой объединение ..Jtonaax многообразий э .̂ . вз
Г» п

к вида ff* = (но - _» , где ^  - диреЯно? по® цг сфанст̂о из *  , 

е вьктор і і ггрг.г̂длг-гсит ор?\>говісіьяом*' дополнению il, к ім̂. При 

атом ми считаем, чго каждое и , •. v  имеет ’'пзмерность, не

ни іьізу» й. Правзи »агть (?•. 1) удовлетворяет «слов:*» реете.

Допустимыми упр-лвяапи'йма кг)хжов считается жмезричакг по t 

функции со эьачзяиями з '*■' и v  {чхзтветстввняо. ?йсс;*«трипается

задаче с полной илф'рча'їией.

В такой постановке диііфероицаальнгя игр’? (Ь.1) охвнтынздт
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случав, хог̂з в качестве первого игрока рясоматриввотся 

НвСКОЛЬКО удрЭВЛЛвМШС ООЪеКТОа, КОТОрЫО ДЄЙС7Пуї/Г нрс /и в  одного 

убегающего.
Введем обозначение d i s t c a . e o  « «tin <і і  a t e  (Ь .Я )

}<НЛ‘
Определение Б.1. Будем говорить, что разрешимо «лоблльнг»* 

задача у уе-аани* от пионах прес.и*Эоэаа:ел»й В ПССТОНОйКВ {5.1 ), 

вСЛИ СУЩРСТВуеТ £-акрат«дия по (ja36ut*‘iu*> убЄГаВДЗГО, H'dK.lll, ЧТО 

при любом допустимом .управлении преследователей соответствующая 
траектория zct>,a<toj«zo прсдоламме на полубескэяечннй иатбраал

БрвМвШ И d is tC z C tJ  . 3 0  > О, t €  ДЛЯ Л*Х5ЫХ ПОЗИЦИЯ г о «з И .
УТРЫЖЛен>9 5 . 1 .  Глойа-ньная « о с е ч с  у б е г а н и я  о т  м н огих

і  рлслеГ-юат+лей реи реши.чи, ЄСЛИ СуїШСТНуеТ * —:і*рспі**ия из 
разбиения убеГЧЮЩВГО, THKUil, ЧТО ШПОЛЯеКЫ С..ЄДУСі^!Ь УСЛОЗНЯ:

1) функция £Ca:> такова, -jto для любого комаокта и с  к г
существует <t > 0 ,  Y8K06, ЧТО 1г>! і  с  ;

" з<*Х
2) для любого компакта д с v r существует функция

>>*сгз:со;-к*э ♦ со;+«э, монотонно ноу̂ыващая ПО г, такая,что ,адя

любого z а К, * е  01. j)Cz> І  т>”с<3istCг . (hf>2 , ГД8 rf-7) ОІфОДЄЛЯЄТСЯ 
по формуле (1.3) при иодстааовко

3) для любого компакта и с  «гп суцьсттзует функция
1*Сг5;сО;-юо-»со;->-ео> ,»юнотонно невозрастапцая ПО г, гакья, что

ДЛЯ любого а <1 К. 2 « U1 , 1С*Э S i* C d i* ‘ C a .a iJ j .

Формулировка основного результата. Пусть ot* ивзе: *яо
ортогональныэ одномерное подпространства из a. , j с і .....и.

•*. •*’- соотввтствущир им орты в к". Здесь о. - ортогональное 
дополнение к и., а п* и я*- опорап>ры ортегональноги
проектирования из к" в #4* и «* соответственно.

Образуем яоследоватолыюсуи функций V " f г.и.уэ-.аЛлму-*»”. 
m«i.г, ,ь>. с помощью рекуррентных соотношений

Лі! ч nr. u-i> . . .*> C2,U.V^ * \ f> C 2 , U .V J K 2 .U .V )  . 1*1 .  a , . . .  .
) z іг» іО.- гг» _*>. С 2 . и , vj  » п z  -  a t . то « 1 , 2 .  j  n 1 , .  . . ,u .

где ^pcs.u.vi-матрица первых производных функции *< z. u. v3 по z.
Пусть существуют натуральные числа fc‘ и k‘, j * 

такие, чТО множества 1 - 0 .  . . ,k‘-i И *<>“ 'Cz. J .V J  .

1=0....k*-l состоят из единственных точек 'V.l>C^5, причем
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" V l'cz) непрерывны no і на ж". Функции ‘»>‘kA z . u .  v) и

V.Vcz.u.v> тахсь НВПр&рЫВКЫ по совокупности переменных.

О брззуом  ВЭКТОрЫ F C = . u , v5: »"  х  W х J “1 . • • . v
следующим образом. Положим

F C z . u . v >  -  Г С»1. V V c z . u . v j )  . С е * .  **>“Vc г  . и . v ) )  ]Т 
j І і ' » ) з J

J * 1 ........и,
V я < р е к*. Цр5|-1 >( s - единичный шар в»” с центром в нуле.

П усть функция F С г , и , V) ТЙКОВН, что для лю бого компакта Я С к ” 
оу їд естеу о т  А < » ,  т а к о е ,ч т о  для любых U *  Ч», V с  V , к

имеет

IJF Cz • и . v 5 - F . C z  . и  , \ О Ц  < А Иг ~z J .  J = 1 ...........и.•І і j |  ̂ j ? 2 2 х " 1 2 м
Условие 5.1. Для каздого J = 1 .....«-■ для всех z « їм

место нерав. нство
mi Г. max min Cp.F C z . u . v ) )  > О. 

vfiW u«~<U 1

Пусть L i ) . -  некоторое ДрЯСТВИТОЛЬНОЭ ЧИС “О. Определим 

следующие многозначные отображения:

V^Crz.p) * (  veV/: m in  C p .F  C z . u . v J )  і  max ta in  С р , F С г . u .  v 5 5 v L  1.
> I „«V > v«<D u«w 1 •>

2 f? R", p « t ,  J “  1 ..................V ,

nAcz) - U  V^Cz.p).
* J

Пусть 6Cz): к"- со.-юо - некоторая непрерывная функция.

Для КЄЗДОГО z « и оііреде̂лм множествэ номеров

JCk) г-- |  і « < 1 ...........v>: <z+<SCzi S o> ,j  И. *U0 j .

Очитаом, что номера в Jtz) расположены в порядке возрастания, а

|КгЗ| означает количество номеров в JCz>. jczj » <it....i,J<ri.>-
Условие 5.2. Существуют число lsi и непрерывная функция 

бег) > с, такие, что для всех Z  ^ И И р е * выполнило

/ ■ C z . p )  Г) Г Г) / •  C z )  ]  *  0 . 1 < к < | J C = 3 | - 1 .
k . . m і

к < m< < J < Z  > I

Утверждений 5.2. Для описанной гчше дифференциальной игры 
можно построить -̂-стратегию по разбиению, у до иле тао ряхщу я

условиям 1-3 утзервдения 5.1.
Утверждения 5.1,Ь.2 позволяют нзм сформулировать основной 

результат в виде следующей теоремы.
Теорема 5.1. Для того, чтобы в описанной выше
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jffafrp»pnm{MajTT'Hntt игре была разрешима глобальная задача убегания 
ОТ МНОГИХ арвследователеЯ В классе КУСОЧНО-ПОСТОЯННЫХ л -с т р а т о е и П

по разбиению, достаточно. чтобы выполнялись условия 5.1. и 5.2.
В шестом параграфе излагается доказательство этой тек речи.

В третьей главе рассматриваются некоторые классы 

игр убегания, решаемых с помощью рекурсивного маневра обхода.

В седьмом параграфе сформулированы условия разрешимости 

глобальной задачи убегания, когда сравнанив ресурсов управлении 

игроков в производных от проекции * до нэчэторого порядка Ни 

дает убегапцрцу достаточного для уклонения от терминального мно­

жества прьихущрсгва. Это преимущество выявляется лишь в некото­

рой производной более высокого порядка. Эти условия уклонения
.удалось получить цутвм применения рекурсивного маневра обхода к

?слодуемому классу задач.
Формальная оостеновка задачи здесь совпадает о постановкой 

в главе 1.

Формулировка основною резудьтгта. Пусть существуют натура­
льные числа к > г и п s к - г , двухмерное подпространство ы с и. 
(п-оператор ортогонального проектирования из к" в (») и неарэрыв- 

вые но совокупности поро менша функции

в"*с») ! « М. I - О..... к .

h,4>Cu.v3 : W  a V  . М, і • 4-1 .

^ ’« Z . U . v S  : В" х я Ь  ■» W  .

тшаю, что для любой траектории системы (7.1) *uvrio.to>ti, 

соответствующей произвольным начальному положению ?о и 
управлениям и<о. v<o про еле дове теля и убегающего справедливо 
следующее представление:

к Ct-x. Э*
*c.vfW U  “ Е ® o'* jl-- *

lr-а  а-т>
* Е J --- hft,,V чіп,virOdr + (7.2)

i-r. t

t ck-t* °
U*T»

* S VCП7Г * >Cat ,t .Tl,ucT».vm>cfr .J  I u  , v  О О

‘ о

Положим v • -ĵ p « їм. jjpjj «і j. Для любого p « у считаем, что

p A *  v  есть вектор, получввмі из р поворотом да часовой 

стрелке, такой, что Ср , ро » о сю прадпольгеьм, что для



- їм -

любого компакта » с к" существует a ^ od,такое, что для лкбых

U <5 ,  V  »5 V .  2  . Т. »? іл'  * і 2

Звадам обозначения рс~0> *-„• °  “ —~ Е s  ' t y  ^ r -  и

СЧИТПоМ, ЧТО V й (есл и  р - О, ТО, нетрудно в и д ет ь , выполняются 
у с л о к ія  теоремы о б  убегании и з  главы 1 )  .

Условие 7 . 1 .  Для любого * и  сущ ествует р--« у>, т а к о й , что

Условие 7 . 3 .  М ногозначное отображ ение v k.,''p5  непрерывно на 
множества у (в метрике Хаусдорфа) и для в с ех  z  «= э<

Условие 7 . 3 .  Для любого Р е  IP ДЛЯ в с е х  V е  Vt _ / P -  им еет

м есто  Ср \ОЭ » О ДЛЯ в с ех  і  = m+1...........k - 1 .
Теорема 7 . 1 .  Для т о г о , чтобы в  описанной выше д и М а р ен ц и -  

альной и гр э была разрешима глобальная за д а ч а  убеган и я  в  к л а ссе
КуССЧЛО-ПОСТОЯННЫХ с-спрсипегий по разбиению, ДОГЛЭТСЧНО, ЧТОбЫ

таш олнялись условия 7 . 1 - 7 . 3 .
Д ок азател ьство аналогично д о к а за тел ь ст в у  тосремы в  гл ав е  5 

и основано на представлении ( 7 . 2 ) .
В восьмом параграфе и зу ч а ет ся  возмож ность лримэнэния  

рекурси вного маневра обхода к играм у б ега н и л , ь  которых правая  
ч а с т ь . соответствую щ его дифференциального у р в н е н н а  и 
ограничивающие множества обоях игроков явно зав и си т  о т  Бремени. 
Перейдем к постановке задачи и формулировке р е зу л ь т а т а .

Двлгопиэ объекта в евклидовом пространстве к" описывается

| | р '  * ’C z ^ u . v i - f » 1 ' C z 2 , u . v . ' | |  < Ax | ] z i - z 2 jj .
w

V С p . ' -  - v  : ,v e  V cfp} , mi n  C p ,  h <0C u ,  v i v  Ї: 0 І .
1 l~’ u<?4> J

V Cp> = V о
Предполагаем, что для любого і =*-»!.■ ■. . любого р*у* VtpOrt.

Зведем 0б03НЄЧЄНИЯ PC z  , - t  . O  -  — ■- E — ТГ2 —  И
d t  ' (_ j= o  J ' J

D* « f p  e v* : тл:< mi n C p , h UV u . v i ‘» - ol.
I v e V  чгД; J

Образуем многозначные отобркюгия v cp i: у. ♦ г* . і -m+.\ 
с помощью рекуррентного соотношения

Л-1.

ДЛЛ ВСЭХ t  > і  C p . P C z  , t  , 0 >  > О.  о  о о

с к >mi n max m i n  Ср,*> C z , u , v } 3  > О.  
psy / v «EV^ ^<y> u d U
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нестационарным нелинейным даМвренциалышм уравнением

z= fC t . z .  u , v 3 . (8.''.)
Здесь fCt.z.u vj - непрерывная 30 СОВОКУПНОСТИ ПЬрвМГ.ШШХ 

вектор- функция; и и v - управляющий параметры преследователя и 

убэгащего соответственно, которые в каждый момент времени 

принадлежат множествам w c o  с к т a w c o  с к“. чко и w c o  есть 

не прерывные в метрике Хаусдоріа многозначна отображения, 

принадлежащие при всох t > с нэке/, орым компактам к с я"’ и v с. т* 
Терминальное множество и - подпространство в кп,а его ■ 

ортогональное дополнение о. имеет размерность, не мояыпунт 2.

Правая часть системи удовлетворяет условию роста (8.2). 

Необходимые опреде ления. Определения 8.1.-3.3 являются 

естественным обобщением срответствунцих определена из главы W. 

на нестационарный случая.

Определение 8 .4. Многозначное отображение не о. і > о, 

Глодает свойством монотонного невозрастания, если .для любык t 

И С , t- > V г о, выполняется включение <DCt 3 s net 3.
2 W 2 I ' 2 1

Определение 8.5. Многозначное отображение we о, t > о, 

обладает свойством монотошою неубывания, если для любых t> и 

t  , t4> t 2. о, выполняется включение wet. Э S Vet.^3.

Формулировка условий и теоремы об уклонении. Пусть w t и w - 

взаимно ортогональные одномерные подпространства из о. где а.- 

ортогональное дополнение к и, а и и п^- операторы ортогонально­
го проектирования из кп в и а>г соответственно.

Предположим, что можно образовать такие последовательности

ФУНКЦИЙ ^ " ’с t . z  . u .  v3 : £0,<xi> х  х U х W *  О?1 , J = l , 2 .  і  яО, 1 , .  . .

С ПОМОЩЬЮ рекуррентного соотношения

t  . 2 , u. v3 = V *>U **Є t  , 2 , u. v3fC t  . 2 , u. v3 + ® *'< t , 2 . u, V3 ,
J  I  J  J

1 - 1 . 2 .........
«: <0*C t . z , u , v3 = n 2 , j  =1 ,2  .

J J

где V pCt-.z.u, v!> - матрица первых производных ic<t.2,u.v? ПО 2 .

Пусть существуют натуральные числа к( и *2, такие, что

У’ОЖвСТВа j / l>C t , z , W t > i ' V C 0 . 5 , i « 0 .........и p‘'’c t ,2 .OJe t,3 . Ч/v t з з >
1 = 0 ...........k -1 состоят из единственных точек Ъ. z3 , Гфичем

«?,l>ct.z3 непрерывны по 2 и t  на к". Функции p|k,,ct , z ,u .v:> и

. z .u . 'v j  Т8ЧЖ9 НбПрерЫВНН ПО СОВОКУПНОСТИ ПврвМбНИКХ. 
Определим отображение FCt , z , u , v 3 :  CO,oo3xO?l’,44<xW * К". ПОЛОЖИВ



їх-двухмерное подпространство, натянутое аа | р ||-і >
Пусть функция Kct .z.u.v i  такова, что для любого компакта 

* с  {О.осйхк"' существует \ <  » , такое, что для любых и « «и, V я  V,
С t . С L ,2^5 «  *

jFCt.*i .u.v5-i'Cl,a( ,u .v 3 |  S  Ці^-2^Д.

Условие 8 .1  Существует непрерывная функция і с г . о - кпхсо,аЭхч**
такея, что для всех ж •  m, к *  о  имеет место неравенство

Dvln я»»ч raSr> Cp.F<t,/.,u,v>-*lCz.O> > О. 
р е у  v e V ( i >  t >

Условие 8 .2 а. Многозначное отображение v < o  является 
мошлонно нэубывавдим, о многозначное отобрамяда М О  
монотонно невозрастащим.

Условие 8 .2В. Многозначное отображение w co  является 
монотонно ввубызаадим, а функция rc t .^ .o .v s  такова, что для 
любого KOMjaicra * с t o . «5 « к" существует * <  » ,такое, что для
ЛИЙЫХ и , и «  <У, v «я V , Ct.zJ  «  *« * *

grc t . г. u t. Vi - F C  t , St. и# , v 5  g 5  A. Iu , I  •

Теорема 8 .1 .  Дея того, чтобы в оииоанної вше дя£ференцвпш>- 
вс-а игре была разрешима глобальная задача убегания в классе 
кусочно-постоятшх *-ст рсип*кч!і п о  pej6uwu*, ДОСТ8ТОЧИЭ, ЧТОбЫ 
ниполшиюсь у словив 8 .1  и одао из условий 8.21 к 8.ЛБ.
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