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А ктуальність тем н
Непараметрична статистика і теорії емпіричних функцій, 

започатковані дослідженнями А.Н. Колмогорова, Р. фон-Міое- 
са, В.І. Швенхо, Дж.Л. Дуба, роовннуті у роботах М. Дон- 
скера, Й.Г. Гіхмана, B.C. Королюка, П. Білінгслі, P.M. Дадлі,
B.І. Кодчинсьюго та  інших, нині являють собою одну о осно­
вних гапуоей математичної статистики. Класичні роботи в дій 
області присвячені випадку незалежних, однаково рооподілених 
спостережень. Із задач непараметричного оцінювання по неод­
наково рооподілених спостереженнях найбільш докладно дослід­
жене онаходження моментів рооладки. В цій задачі рооподіл да­
них е сталим до деякого моменту, а потім стрибком змінюється, 
після чого онов залишається сталим. Оцінки моменту оміни 
розподілу (моменту рооладки) досліджувались Дж. Пейджем, 
К. Кемпом, Ж . Дее та  Д. Піхаром, А.Н.Ширяєвим, Д.В. Хін- 
клі, Б.С. Дарховським та  Б.Е. Бродським, Л. Телхснісом та
Н. Клігене, А.Ф. Ронжиним, Б. Джеймсом, К.Л. Джєлмсом і 
Д. Зигмундом, М. Чорго та Л. Хорватом, Л. Гірайтисом та 
Р. Лейпусом та  ін.

При статистичному аналізі біологічних, геологічних та со­
ціологічних даних часто виникає потреба оцінки характеристик 
по спостереженнях над сумішами кількох компонент із рівними 
ймовіриіспими рооиоділамл, причому концентрації компонент 
(змінюються протягом спостережень. Задачі такого типу можна 
рооглядати ях узагальнення оцінки моменту рооладки на випа- 
доі “поступової” або “повільної” рооладки. З другого боку, ця 
задача є узагальненням на випадок неоднаково рооподілених 
спостережень оадачі розщеплення сумішей. У випадку одна­
ково рооподілених даних цю оадачу досліджували X. Тейчер,
C.А. Якович та Дж. Спрагіпс, М.І. Шлеоіпгер, Ю.М.Рнжов та 
інші. Слід відмітити, що для однаково рооподілених даних ця 
задача практичио не допускає непараметричної постановки.

У даній роботі розглядаються задачі непараметричного оці­
нювання рооноділів компонент суміші о концентраціями, що 
змінюються, і параметричного та непараметричного оцінювання 
функцій концентрації. Для оцінки розподілів використовуються 
оважені емпіричні міри, запропоновані С.Дж. Стоуном для оа-



дам яепараметричноі регресії. ІЬ іі міри в ов’яоку о (задачами 
іпасифі нації рсигяядадясь JI. Девроем та Л. Дерфі. Звичайні 
емпіричні функції ршподіау для неоднорідних спостережень ви­
вчав М.С.А. ван-Зуйлеи. З  останніх робіт по оважених ем­
піричних функціях неоднорідних спостережень відмітимо стат­
ті Гуаи Ж онга та М. Харела і М.Л. Пурі.

При оцінці фуніцій концентрації раоом іо оваженими ем­
піричними мірами використовуються оважені функціонали фои- 
Міиеса. Дослідженням таких функціоналів, роопочатим В. I W  
фдигігом та Р. фон-Міоесом, присвячено багато літератури, 
основні реоуиьтати якої можна онайти у монографії B.C. Ко 
ролюка та Ю.В. Боровських. Техніка побудови та дослідження 
оцінок параметрів функцій концентрації блиоька до методу най­
менших квадратів у нелінійних регресійних задачах (див. ро­
боти А-Я.Дороговцег а, Н.Н. Леоиеніа та  А.В. Іванова, В.Л.С. 
Праї аса Рао, Дж. Шао).

При аналіоі реальних даних не моаЛіа не враховувати, що 
результатами спостережень часто е (значення, виміряні о де- 
яіою похибкою. Якщо вважати, що ця похибка е незалежною 
і адитивною, при оцінюванні рооподіду данях виникає оадача 
деконвояюці. (роогортіи). Для неовлежних, однаково рооподіле- 
них спостережень таку оадачу рооглядали Л. Деврой, Л.А. Сте- 
фанські, А.Дж. ван-Бс, Дж. Фан. При цьому оамість емпірич­
них мір природно викоркстовувати емпіричні характеристичні 
функції та емпіричні генератриси моментів. Дослідження по­
ведінки таких функцій для однорідних спостережень (бео похи­
бок) ояаходимо у роботах Д.Дж. Кеяделла, Дж.Т. Кеита, А. Фе- 
вервегера та  Р.А. Мурпйки, М. Леду, С. Чорго, Дж.Е. Юкіча. 
Емпіричні характеристичні функції для неоднорідних спостере­
жень а неоднорідними похибками раніше, наскільки нам відомо, 
не розглядались.

Інша модель даних виникав у випадку, коли похибка спо­
стережень залеж ить від оначення попередніх вимірювань. Ця 
модель пов’яоана о необхідністю враховувати інерційність вимі­
рюючого приладу. ТЬкий підхід приводить до оцінювання фун­
кціональних характеристик випадкового процесу, що е роов’яи- 
wm pfiam o  еттаастичного дяферемцібного рівняй»*. Відомі До-
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слідженні у цій галузі Р.Ш. Лііщера та А.Н. Ширяева, П.С. Кно- 
пова, Ю.Н. Лінькова. Дискретним аналогом тяжи* процесів е 
процеси авторегресії, для яких оцінюванням моменту розпадки 
займались Л. Теяксніс, В. Кяігене. Відмітимо роботу Л. Теяж- 
сніса, де розглянуто оадачу оцінки “поступової" ропладія.

Застосований у даній роботі підхід спирається иа викорис­
таная дня оцінювання теорем бандерівського типу ( « і  вивча­
лись П. Леві, Г. Бакстером, Е.Г. Піадкшевим, Ю.М. Рижовим, 
Ю.В. Кооаченко, В.В. Булдигіним та іи.) Вперше оцінки та­
кого типу були застосовані (до стаціонарних процесів) у роботі 
М. Арато, А.Н. Колмогорова та Я.Г. Сіная.

У практичних оадачах часто важливо не тільки оцінити кон­
центрації та розподіли компонент у  суміші, а й вміти класифіку­
вати об’єкти, тобто відносити їх  до тої чи іншої компоненти. 
Ця оадача (інколи її овуть статистичним розпізнаванням об­
разів) тісно пов'язана о оцінюванням шільностей рооподілів 
компонент. Непараметричне оцінювання щільностей та кла­
сифікація були предметом великої кількості робіт, починаючи 
від М. Рооенблата та Б. Нарзена, огхід яких див. у монографіях
В.Н. Вапинка та А Л . Червоненкіса, Л. Девроя та Л. Дерфі. 
Г.К. ІЬлубев запропонував для оцінки щільностей (в однорідно­
му випадку) використовувати емпіричну характеристичну фу­
нкцію, "фільтруючи” її подібно до того, и  це робиться у спек­
тральному оцінюванні. Дя ідеї використала у даній роботі 
для оцінки щільності розподілу по неоднорідних даних о неод­
норідною похибкою.

Для доведення асимптотичних результатів у роботі вико­
ристано загальну теорію вниадяогах елементів функціональних 
просторів, розроблену, зокрема, у роботах А.Н. Колмогорова, 
Й.І. Гіхмана, А.В. О ч н и ц а , Дж. Келбса, ПДж. Бікела та 
М.Дж. Вічурн, В.В. Буядигіиа, E J. Островського та  Ю.В. Ко-
QtfKKKft.

М ета  р о б о ти  
Розробити методи ненаражетрвчного статистичного оціню­

вання по спостереженнях над сумішами іо концентраціями, що 
змінюються, включаючи випадок вимірювань о похибками. По­
будувати оцінки функцій розподілу, концентрацій компонент,



класифікатори спостережень, та дослідити їх асимптотичну по­
ведінку. Побудувати оцінки інтенсивностей для вимірювана в 
інерційною похибкою.

Наукова вовнова
Для о важених неоднорідних емпіричних мір та  емпіричних 

функцій доведено нові асимптотичні та неасимптотнчні реоуль- 
тати (рівномірна збіжність м.н., оцінка швидкості обіжності 
М.Н., асимптотична нормальність, нерівності для рооподіяів суп­
ремуму), що узагальнюють відомі теореми для однорідного ви­
падку (теорема Ивенко-Кантеллі, теорема Донскера, нерів­
ність Вапника-Червоненкіса). Отримано нормальну асимпто­
тику для зважених функціоналів фон-Мізеса від неоднорідних 
спостережень.

На основі цих реоультатів побудовано незміщені непараме- 
тричні оцінки для р оподілів, характеристичних функцій та 
генератрис моментів компонент сумішей о змінними концен­
траціями. Досліджено умови їх рівномірної спроможності та 
ефективності. Роороблено Lt та вир методи оцінювання па­
раметрів функцій концентрації, доведено спроможність оцінок, 
отриманих цими методами. Для оцінок Lj-методом доведено 
умови асимл * отичної нормальності у випадку точних спостере­
жень. Побудовано рівномірні надійні проміжки для рооподіяів 
компонент сумішей і асимптотичні та неасимптотнчні надійні 
проміжки для параметрів функцій концентрації. Для двоком­
понентних сумішей побудовано непараметричні оцінки фуніцій 
концентрації.

У оадачі пошуку моментів рооладки запропоновано нові хвая- 
тильні методи, що доовошшть поєднувати оцінювання іо оии- 
женням розмірності вибірки. Побудовано ненараметричяий кри­
терій однорідності вибірки, досліджено його асимптотичні вла­
стивості. Доведено умови спроможності хвантильних оцінок 
моментів рооладки. Для квантильно! оцінки отримано негаусів 
асимптотичний розподіл.

Побудовано асимптотично баєсівські класифікатори на ос­
нові спостережень по сумішах іо концентраціями, що зміню­
ються, та  оцініи щіпьностей розподілу, спроможні у £ 1, та 
вир нормі.
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Побудовано спроможні оцінки інтенсивності шуму у оадачі 

оцінюванні по спостереженнях о інерційною похибкою, дове­
дено їх асимптотичну нормальність.

А пробація роб оти  
Реоультати роботи доповідались на І Всесвітньому конгресі 

товариства ім. Бернулі (Ташкент, 1986), II та  III Всесоюоиих 
семінарах по виявленню о мін властивостей випадкових процесів 
(Звенигород, 1988; Вороиеж, 1990), VI Всесоюоному семінарі о 
непараметричних та робастних статистичних методів у кібер­
нетиці та інформатиці (Іріутськ, 1990), IV Всесоюоній школі- 
семінарі “Статистичний та дискретний аналіо даних та екс­
пертне оцінювання” (Одеса, 1991), Міжнародній конференції 
пам’яті М.П.Кравчуха (Київ-Луцьк, 1992), Міжнародній кон­
ференції Chan’De-92 (Київ, 1992), Українсько-угорській конфе­
ренції “Нові напрями у теорії ймовірностей та математичній 
статистиці” (Мукачеве, 1992), V та VI Міжнародній Вільнюсь­
кій конференції о теорії ймовірностей та математично! стати­
стики (Вільнюс, 1989, 1993), III Донецьіій міжнародній конфе­
ренції “Ймовірнісні моделі процесів в управлінні та надійності” 
(Мелекіно, 1993), на семінарах о теорії ймовірностей та матема­
тичної статистики в Київському, Львівському, Московському, 
Донецькому університетах, Київському політехнічному інсти­
туті, Інститутах математики та кібернетики АН України, Ін­
ституті математики Російської академії наук.

Публікації
Основні реоультати опубліковані у роботах [1-28].

Об’єм і структура  р о б о ти  
Робота складається о вступу, шести рооділів і списку літе­

ратури. Об’єм роботи — 190с машинопису.
Зм іст  р о б о ти  

Перший рооділ присвячено дослідженню асимптотики вва­
жених емпіричних мір, побудованих по неоднорідній вибірці. 
Нехай S  = { ( f 'l j  ш 1 +  N ,N  € N} — схеца серій неоалежних у 
кожній серії випадкових елементів деякого вимірного простору 
(Д ,а )  таких, що

(1)
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де /Г: Я  х  [0,1) -♦ |0, ї ї  —  дема функція, яку ми навиватимемо 
рооподілом Е, —  “час спостереження” ( f ,  0 < t *  <  s f  <

1. Ми будеш» жаоатя, що с ім а  часу дна спостере­
жень £  рівномірна, я щ о  t *  =  jf-

Я г що у  (1) функція ц  може бути представлена у  вигляді

де Ні —  ймовірнісні міри на Д , : [0,1} -♦ (0,1), Х)< *ч(0 =* 1, 
будемо іаоати, що Е являє собою вибірку о суміші М  компо­
нент, Ні напвемо ропподіламн, ш; —  концентраціями компонент
у суміш.

Зваженою емпіричною мірою а вагою а(і), побудованою по
а, наовемо

(х(Л ) —  індикатор події Л).
У  и. 1.1 Цн(А, в') рооглядаеться як оцінка невідомих Ні  по 

Е ц  =  { t * , j  = 1 -5- iV} у  випадку, коли ю,- відомі иовиістю. До­
верено, що коли функції v>i лінійно неоалежні, то р н{А ,а ‘ ) о 
ваговою функцією

де Гц  =  ( ( * > * , -  матриця Грама системи функцій (век­
торі*) » * ,*  =  1 -5-А/,7,4 -  (Іук)-н мінор матриці Г/v, е неомїще- 
ною оцінкою Ні,ефективною в класі всіх неоміщених оцінок. Як 
приклад рооглянуто двокомпонентну суміш П «н(<) в  t, tUj(t) г= 
1 -/ Їк р и т е р ій  для перевірки гіпотеои Ні -  Ht дая цієї суміші.

У  п. 1.2 для (ЦА,а)  доведено уоагальнену теорему Гяівенко- 
Каятеллі. У  п.. 1.3 для емпіричних функцій рооноділу (тобто 
для випадку, копя А  ® И**, А  Є D, де D  —  клас прямокутників 
у  jR1*) отримало оцінку швидкості чбіжиості м.н. у теоремі

м
м(л,і) = £ я . ( л М і ) , (2)

N ІЬ

Ы*«) = £|>(*?)хК?ел}

(3)
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ГЬівенжо-Кантеллі та асимптотичну нормальність рівномірно 
по А  € D та  «(•) =  «(•,»). « 6  V. У п. 1.4. д м  сумішей
0 концентраціями, що змінюються, доведено аналог нерівності 
Вадниі а- Червонені іса.

У другому роодіпі розглядаються асимптотичні властивості 
емпіричних фуніцій. У п. 2.1 рооглянуто фунжції, що є інте­
гральними перетвореннями емпіричних мір, і отримано оцінки 
швндіості їх збіжності, що випливають о реоультатів рооділу 1.
П. 2.2. має допоміжний хараїтер, тут вміщено відомості про 
соболевсьіі простори, я іі виюристовуються у п. 2.3.

У п. 2.3. досліджується поведінка емпіричних характери­
стичних фуніцій та емпіричних генератрис моментів, побудо* 
ваних по спостереженнях о похибкою. Вважається, що спо­
стерігаються не беопосередньо величини є  R*1, а результати 
їх вимірювання о незалежною адитивною похибкою tjj*, jo 6to 
СГ =  (j* +  Ч?■ Характеристичні функції r)f — вважа­
ються відомими, E i) f  =  0. Емпірична характеристична фун- 
іція о вагою а(<), побудована по спостереженнях задається 
виразом

Г ґ я  н і  ,1 1М * . >-  Ж )  ..•
/« 1  W  4 9

в Є Rd, а емпірична генератриса моментів — f ^ ( s ,a )  *  k'N( - i i ,a ) ,  
s Є R". Поведінка k'N(i,a)  га  /]у(«,а) досліджується у про­
сторах £a(R*, jt)% де jt — деяка ймовірнісна міра, та  у С[е,<і], 
С,(R*4), де р  — вагова функція на R*. Я і приклад наведемо 
теорему 2.3.4.

Теорем а 2.3.4. Нехай існують тілі матриці Qu  Q3, S , що 
ддя всіхІ, N  E e x p (( j,{ f)) <  С  exp (£(<?»*.')). Е ехр((я ,і^ )) < 
C exp(l(Q ,a ,« )) , p°(e) -  exp /* (* ,« ) »  Eff,(»,a).
Якщо

eup V u aN(t,v) < A n < oo, eup v)| <  An,
. «€Г *

1 матрац* S ~ 7 Q t -и+2>в»«(«яфв»в>явя«р*»мюя*чеяою,



то дам делМого 7  >  0 та деякого f) <  00
8

•eiVcv

N -* 00.
Яіщо интриги S  -  4Qi ~ (d  + 4)Qa — строго додатно виаиа- 

чеяя, то існує т ил в.в. Л < оо, що

sup |я#(«Х/ЗИ4.а* (,. в)) -  /w(«.ew(‘,»)))| <
■ .€Ж-‘,,ЄК » "

У п. 2.4. роогяадаються оважені фуніціоналн фон-Міоеса

де Ф : Д х Д —» R — ядро статистики Un - Такі функціонали ви­
пихають при роогдяді скалярних добутків вважених емпіричних 
функцій рооподіду у Lj(ir). Доведено умови асимптотичної нор­
мальності V (во(-,»),оі(*,»)) рівномірно по v Є V  у випадку, 
коли — вибірка іо суміші о омінними концентраціями.

Третій рооділ присвячений оцінкам функцій концентрації ш,(1) 
по спостереженнях або ( f .  Сітка часу тут вважається 
рівномірною. Рооподілн компонент Нк вважаються повністю 
невідомими, отже ця оадача є непараметричнот навіть тоді, 
холи концентрації wk оадано параметрично. У п. 3.1. розгля­
нуто оагаяьну схему побудови оцінок параметрів б для функція 
Wi(t) =  Wi(t,d), «> Є 0 . Вважається, що прн кожному а  Є 
в ,  {<0і('»а)}*] являє собою систему лінійно неоалежнпх фун­
кцій. Тоді можна вибрати ортонормований баоис { u (l,a ),t € 
[0,1]}& ‘ оамхиеної лінійноїоболонги {««;(•, а )} ^ , у І а([0,1],Л), 
тахий, що и0( і,а )  =  1. Нехай спостерігаються (j*. Виберемо 
деякий підклас $  С St. Задамо деяху ег-алгебру Є  підмножип #  
та к  — © вимірну міру На J . Пйоначнмо

м «о,ві) - 4  £  .сР>»
u - t

« -і t
«*(«>*£ I (ЫА,М',«т**т>

*<Bt ■'J
(4)
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м-i

^гй“ (в) =  8Up53(/^N(A,M^(•,в)))^ (S)

Є argmax(flw(a),A w), 6  argmax(fi?}“ (a), Aw),
й(Е© о(в

де argmaxaEe(A(a),A) =  {а Є в  : R(a) > вир^ев Я(0) -  А}, А*
— деяка числова лос. донність, Ajy —*• 0 .

Евристичні міркування, які приводять до оцінки дц, аро- 
я' мілі. dn(a )  в емпіричним аналогом функціоналу

R{a) = J ']£ (j[ /і(Ч,!)«*(<,«)А̂  *(dA). (в)
Цей функціонал являє собою цроінтетровану по ir(<L4) суму 
квадратів коефіцієнтів Фур’е у роокладі функцій ц(А, •) по ба 
оису { и * ( - , З р о о у м і я о ,  що Д(а) досягає максимуму при 
a  =  і). Статистику «V будемо навивати Lj-оцінкою <9, —
макснміааційною оцінкою. Якщо оцінювання проводиться по 
спостереженнях о похибкою (* , то у (4) і (5) /і« оамінюється 
на Jfe]y(a,a), 5  на деяку область у И*. У п. 3.1 доведено умови 
спроможності та і побудовано (грубі) оцінки швид­
кості їх обіжності. Дослідженні продовжено у п. 3.2, де 
рооглянуто можливість використання випадково! міри іг, аа- 
лежної від вибірки Еn , наведено алгоритми обчислення Ajy(a), а 
також приклади оастосування Lj-оцінок у випадку оцінювання 
моменту мутації, моменту ипаму та параметрів 0 Є R, по яких 

є гладенькими функціями. Покаоано, що оцінки швид­
кості обіжності о п. 3.1, як правило, не дають найкращої по по­
рядку величини швидкості. Тим не менше, для оцінки моменту 
мутації вони дооволяють будувати неасимптотичні надійні про­
міжки.

У п. 3.3. доноситься асимптотична нормальність нормова­
них Lj-оцінок \ /N {0 n - й )  у випадку, копи tt(f,a ) е гладенькими 
функціями а  Є в  С Rm (Ajy = 0). Нормування y/N  має “пра­
вильний” порядок для гладеньких.функцій концентрації, як це 
покаоано у п. 4.1. Наведемо умови асимптотичної нормальності
о п. 3.3.



(I) 3  є класом Вапника-Червоненкіса і виконуються умовк 
емпіричної вимірності.

(II) Параметрична множина @ е компактом відносно евклі- 
дової метрики у Rp і для будь-якого а  Є 6 , а  /  д функції 
{«*(•,а), к =  І — М  -  1, Uj =  (-,t>), j  =  1 -5- М  -  1} — лінійно 
неналежні.

(III) Функції и*(<,а) є двічі неперервно диференційовннмя
по о , причому для довільних і, j  =  1 4- р, 1L  > 0 та 0 <  7  <  1, 
такі, що для всіх 1 Є [0,1), а ,0  Є 9 , < £  і Ди  f ( t ,a )  »

|/ ( l ,e ) | <  L, | / ( t ,a )  -  /(*,/9)| < L\a  -  0 \ \
Наступна умова стосується поведінки критерію R(a), ви­

значеного (в) в околі точки a  =  т):
(IV) Матриця Я"(і>) неяироджена (тобто det Д"(0) /  0).
(Штрих ооначає диференціювання по а )
(V) supaeeV ar«i(-,a) <  00
Теорема 3.3.1.Ліщо виконуються умови (I)-(V) і t> е вну­

трішньою точкою 0 , то %/лГ( — t?) слабко вбігається до дея­
кого гаусового вектора.

Граничний рооподіл можна виразити черео розподіли ком­
понент, функції ид та міру it. При доведенні теореми вико­
ристано результати о асимптотики емпіричних мір та функціо­
налів фон-Міоеса, отримані у рооділах 1 та 2. Асимптотична 
нормальність використовується при побудові асимптотичного 
надійного проміжку у задачі оціпіи фаои для гармонійної мо­
делі функції концентрації.

Ьі  та sup-оцінки, описані у п. 3.1, визначаються по ш,(*,0) 
хоча й неоднозначно, але дуже жорстко. Щоб збільшити оа- 
пас можливих оцінок у п. 3.4 для двокомпонентних сумішей 
рооглядається метод уточнення. Уточнена оцінка 0ц  будується 
на основі заданої оцінки tfjv оа допомогою асимптотичних роз­
кладів функціоналів від ю((-,1?). Покапало, іцо коля має сте­
пеневий порядок збіжності до tf (тобто би  -  0  =* 0(N ~^), 7  > 
0), то рядом послідовних уточнень можна побудувати оцінку 
і ц ,  яка є асимптотично нормальною при нормуванні '/N ($ h ~  
0). Цим методом можна отримувати асимптотично нормальні 
оцінки і в тому випадку, коли іТтпиГі пшцічі ціннії т и  і і и ц
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і  ими no оцінившому параметру.
У п. 3.5. розглядаються оцінім, які використовують sup- 

норму. Тут побудовано рівномірні надійні проміжні для ро- 
оподілів компонент суміші, асимптотичний надійний проміжок 
для оцінки моменту мутації, оцінка для моменту “оааму” о праг 
вильною швидкістю обіжності.

Задачу непарамеїричного оцінювання функції концентрації 
Ші(<) двокомпонентної суміші розглянуто у п. З.б. Використо­
вується оцінка, основана на роокладі и>і у ряд Фур’є та оціню­
ванні коефіцієнтів .цього ряду Lj-методом. Показано, що така 
оцінка є спроможною для ліішшцевнх функцій концентрації і 
отримано оцінку швидкості її обіжності у L, та sup нормах.

Рооділ четвертий містить дослідження важливого частко­
вого випадку аналізу сумішей іо змінними концентраціями, а 
саме, — задачі оцінювання моменту рооладки, коли у (2) М  =  2, 
tui(l) «  1 при t < tf, u»i(l) =  0 при і > •д.

У п. 4.1. покаоано, що на відміну від регулярних оадач, ро- 
огяянутих у третьому розділі, доя оцінки моменту рооладки 
правильною швидкістю обіжності є не -fa , а У п. 4.2. ро- 
оглянуто квантильний критерій однорідності, тобто критерій 
для перевірки гіиотеон Ні 5  Яз проти альтернативи tfj ^  Ні. 
Цей критерій можна рооглядати як узагальнення на випадок 
невідомого моменту рооладки медіанного критерію однорідно­
сті двох вибірок. Принцип побудови критерію та оцінок 0 по­
яснимо на простому прикладі медіанної оцінки. Нехай Д «=* К, 
N  — парне, med(Etf) — медіана вибірки Е*. Рооібемо Ejv на 
дві нідвнбірхи: 5 J  та причому до Sjy віднесем ті , для 
яких > med(Etf), а до Е^ — ті, для яких < шесІ(Е^). 
Покладемо /с) «  х{( Є S£} -  х{{ Є EJJ}, 5? «  к), Vx *
maxj |5 ||,  few »  argmax; |5 ) |, 0#  “  k s / N .  Легко переконатись, 
що юли те(1(Яі) Ф med(Hi), то при N —* оо, -* <9 м.и.
і Vi ~  CN . ТЬму можна в цьому випадку розглядати як 
оцінку для і?, a Vi використовувати при побудові критерію для 
перевірки однорідності (тобто гіпотеои Ні ** Ні) проти аль­
тернативи m ed(tfi) Ф med(ff2). ІЧяотеоа приймається, коли 
Ц менше або дорівнює леїюму порогу Д і ВІДХИПИСТІ.СК, *0!ТВ

I I



12

Vt > А. Осііоьки при Яі “  Яа V| ~  Су/ЇЇ, поріг А можна 
підібрати так, щоб критерій був спроможним. Якщо рооладіа 
існує(Яі ф Я ,), але med(ffi) /  med(ffj), то медіанний критерій 
(оцінка) її не помітить. Можна поліпшити цю оцінку, рообива- 
ючи окремо вибірки E J  та Е^ їх медіанами, будуючи для них 
відповідні суми 5? і Sf,  а потім використовуючи

V — maXj,i |Sj|. Критерій, побудований по V, буде помічати 
зміну івалтилей рівні 1/4, 1/2 і 3/4. Подрібнення рообитті 
можна продовжувати і далі, забезпечуючи, при досить велиіій 
вибірці, виявленні будь-яких омін рооподілу. Ліщо Д ф И,для 
використання медіанного рообитті можна спочатку застосу­
вати яжий-небуть метод багатовимірного шкалювання.

Критерії та оцінки такого типу є частковим випадком кван- 
тильних оцінок та критеріїв, які роогпянуто у п. 4.2-4.4. У 
п. 4.2 знайдено ймовірність помилки першого роду для цього 
критерію та її асимптотику при N  —* оо. Доведено спромож­
ність критерію. У п. 4.3. доводиться спроможність квантильної 
оцінки моменту рооладки.У п. 4.4. рооглянуто асимптотичну 
поведінку величини -  кн |, де кц — ціла частина числа 19N. 
Це приблизно відповідає нормуванню оцінки моменту рооладки 
N (dn -  <9). (Оскільки k s  (7) визначено неоднооначно, під -  
kN\ рооуміємо відстань від fcw до найдальшого можливого кц). 
Доведено, що за  деяких додаткових умов |ік* — слабко збі-

що приймають значення -1 ,  0, 1. Рооподіли ц  ріоні при і  <  0 
та і >  0 і залежать від Я*.

У п’ятому рооділі розв'язується задача класифікації даних 
за допомогою важчаючої вибірки, що в вибіркою іо суміші о 
змінними концентраціями. Для цього у п. 5.1. для випадку, 
коля Д — сепарабельний метричний простір, застосовується 
метод к найближчих сусідів, у п. 5.2. для спостережень у R* — 
метод ядерного оцінювання щільностей рооподілу. Доводяться

кц — argmax max 15j І 
» ^

(7)

і
гається до |г -  0 |, де т =  argm&x ц  — неоалвжні в.в.,

-ao<f<+«o , .
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спроможність побудованих оціиох щільностей розподілу та віц- 
повідних хвааибассівсьхих методів класифікації.

Розглянемо, наприклад, метод к найближчих сусідів. Не­
хай (Д,/>) —  сепарабельинй метричний простір. У роопорід- 
жеияі статистика е вибірка Sn  в ропподілом (2), wt(t) — відомі, 
Я* — невідомі, (  — реоультат спостережень об’єкта, н и й  о 
апріорною ймовірнісно щ  належить до 1-ї компоненти суміші. 
Потрібко класифікувати цей об’єкт. Позначимо рк(() — від- 
с ань від (  до його к-го найближчого (у метриці р) сусіда серед 
елементів Sn , B (ttP k(0 ) — Он — куля о центром І  та  радіу­
сом РкіО- Тоді класифікатор ды{(,кц) оа методом кц найближ­
чих сусідів ВІДНОСИТЬ І  ДО 1-ї компоненти, ЯКЩО &фц{Вк,а1) > 
Фт(іц(Вк,ат) для всіх m =  1 +  М  (а1 (задається (3)).

Позначимо L(g) — ймовірність помилки при використанні 
класифікатора д, L* — інфінум L(g) по всіх можливих д.

Теорем а 5.1 ЛЯкщо (Д ,р) -  сепарабеяьний метричляя про­
стір, сітка часу рівномірна, Var ю'(-) <  о о ,/ wi(t)dt > 0 , 1 ■ 1 -f 
М , функції W( — лінійно яезадежя і, кц /N  -* 0 І V /Vtolv /к ц  —»
0 при N -* оо, то L{gtt) -+ L* м.я.

У п. 5.3. для спостережень о похибками використовуються 
оцінки щільності, що є оберненими перетвореннями Фур’е від 
неоднорідних емпіричних характеристичних функцій. При цьо­
му застосовуються методи фільтрації, підібні до фільтрації спек­
тральних оцінок. Знайдено достатні умови обіжності таких 
оцінок щільностей у Lj(R d).

Шостий розділ присвячено оадачі аналізу спостережень, в 
яких наявна похибка, що належить від попередніх значені, спо- • 
стережень. Розглядаються дані х (і* ), які в спостереженнями 
в моменти — j; випадкового процесу »(<), що задовольняє 
стохаетичне диференційпе рівняная

«<*(0 “  /(*(0» 0 *  +  g(t)dt, (8)

де /(* ,<) та g(t) — вевипадкові функції, ю(<) — стандартний 
вінерівський процес. Член f{x (t) .t)d t  у (8) інтерпретується 
як інерційна характеристика вимірювального приладу, g{t) — 
як інтенсивність флуктуацій вимірюваної величини. Задача



полягає в оцінюванні д*(<)> *оія відомо, що д1 Є Q належить 
делому масу фуніцій 0 , а /  невідома. (Неоалежність д від 
х має тут принципове значення: яжщо д е функцією ж, добре 
оцінити П по x(t), t  є  [0,1], воагалі кажучи, неможна).

Для оцінювання використовуються оважені бахстерівські су­
ми

BN(x ,a ) =  ~  «(«f-i))1*
і »  і

Рооглждаєтьсл функціонал

R'N(h) = j \ \ t ) d t - 2 B H{z,h )

і як оцініу для д1 обрано

дн €  argmin(fl^(ft),Aw). 
кєо

У п. 6.1 на основі модифікованої бакстерівської теореми пока­
зано, що ця оцінка в спроможною у Lj([0,1],Л), якщо функції 
класу <7 рівномірно обмежені о рівномірно обмеженою варіаціоЬ, 
/(*,<) обмежена на обмежених множинах.

И горема 6.1.2.Нехай ЗА, V  < оо, т а ї і, одо 4h 6  Q

»ИРІМ*)І£Л, Var h(t) <  V, 
t *

дн випвачено вище, ^jv,= *= y /h iN /N . ТЬці дая деякої в.в.
А <  оо М .Я ., Jo (мо - Л*))** s Aew.

Доя класів Q о нерівномірно обмеженими варіаціями рооги- 
нуто спроможну кодифікацію оцінки fa ,  яка балується на ви­
користанні “штрафних функцій": замість функціоналу RJ, м и - 
сяміоуеться

i$(Jk,ow)=  В Д )  + «*Ї/(Л).

14



ТУт asU (h)  — штрафні функція, що зростав при зростанні 
варіації Л. Оцінено швядюсті збіжності для відповідних маї- 
симіз&шйпчх оцінок.'

У п. в,2. розглядається задача параметричної оцінім д2̂ ,  і>), 
де Є В  С R* — невідомий параметр. Доводиться асимпто­
тична нормальність нормованих оцінок — 0 ), де

іfN Є aigmax(fijf(jr*(-,a),0). 
а(в
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