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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

А к т у а л ь н і с т ь  т е к и .  У зв'язку із створенням 

високонадійних технічних систем активно розвивається 

асимптотичний аналіз випадкових процесів, up описують їх 

функціонування, зокрема в роботах Анісімова В.В., Боровкоза 0 .0 .,  

Гніденка F-В., Калашнікова В.В., Карташова М.В., Хінчина О.Я., 

Шуренкова В.М. та багатьох інших авторів.

Завдання аналіз^ таких процесів значно спрощується, якою 

припустити, що розподіл тривалості деяких елементарних операцій 

(наприклад, безвідмовної роботи елементів) у системі належить до 

певного параметричного класу, особливо експоненціального. У 

такому випадку процеси, що розглядаються, моауть бути 

харківськими, або напівмарківськими з дискретною множиною станів. 

Тому в перших роботах цього напрямки теорії надійності припущення 

такого роду широко використовувалися. Пізніш обмеження на 

Функції розподілу стали косити загальний характер, наприклад у 

вигляді абсолютної неперервності та моментних обмежень (див. 

праці Барлоу Р. та Лрована Ф . , Соловйова А.Д., Королика B.C., 

Турбіна А.Ф. ) .  Внаслідок цього звузився клас процесів-моделей, що 

лають моменти регенераці ї . Шрб подолати перешкоди такого типу, 

деякі автори, зокрема Коваленко І .М., Кузнєцоз M.D. успішно 

займалися яггучною побудовою таких моментів.

Паралельно впродовж останніх десятирічь розвивалась теорія 

відновлення. Маючи справу з досить специфічними процесами, в її 

рамках вдазалося отримувати як досить загальні гр&ничні теореми 

(вузлова теорема Сніта), і рівномірні граничні теореми (зокрема в 

роботах сильвестровавд.с., Карташова М.В.), а також коропа якісні 

(Рогозіним Б.А.) та кількісні оцінки швидкості збіжності (Карта- 

е о з и м  М.В.) при досить загальних обмеженнях на вихідні функції 

розподілу.

Багато результатів теорії відновлення кожна перефзрмулввати 

у вигляді теорем про асимптотичну поведінку розв’язків 

інтегральних рівнянь певного типу: рівнянь відновлення та

подібних до них, наприклад, такого вигляду
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X(U  = *f(t) + x(L-s)dFCs)', t«(0, (I >

де f - задана функція, F - функція розподілу невід'ємної 

випадкової вел ічини, ««(0 ,1 ).

Зокрема теорему Реньї (Renyi А-А-) можна сформулювати в 

термінах рівняння (і) так: прн f=F

li“ xCt/*) = 1 - exp{-t/MF>, I11)
с*о

♦ OD

де MF = I  xdF(x).

Досягнення у теорії відновлення мояьа застосувати до 

дослідження систем, які не описуються одним процесом відновленая 

і навіть не мають моментів регенерації.

Цьому питанню і присвячена дана робота.

М е т а  р о б о т и .  Отримати граничні теореми, рівномірні 

граничні теореми та кількісні оцінки швидкості збіжності у 

наступних задачах:

1) «-зближення кількох незалежних процесів відновлення при

с — ► 0;
2) прсрідження рекурентного потоку незалежним від нього 

альтернуючим процесом, проміжки відновлення якого збігаються до 

нуля в середньому.

З а г а л ь н а  м е т о д и к а  д о с л і д ж е н ь .  При 

розгляді кожної системи складається інтегральне рівняння для 

функції розподілу моменту настання шуканої рідкісної події, яке 

потім аналізується за допомогою досягнень теорії відновлення.

Н о в и з н а  р е з у л ь т а т і в ,  н а у к о в а  т а  

п р а к т и ч н а  ц і н н і с т ь .  В роботі запропонований 

новий метод дослідження асимптотики вказаних вище рідкісних 

подій, щр дало змогу дещо узагальнити відомі раніше граничні 

теореми, доведені в роботах Королюка B .C ., Турбіна А.Ф. Цей метод 

можна буде застосувати для аналізу інших, складніших систем.

Вперше отримані кількісні оцінки швидкості збіжності в 

розглянутих задачах. Ці оцінки можна використати при практичних

А



розрахунках екстремальних показників надійності систем із 

захистом.

А п р о б а ц і я  р о б о т и .  Основні результати 

дисертації доповідались автором на науково-технічній конференції, 

присвяченій 70-річчю Українського інституту інженерів Водного 

Господарства у 1992 році, та на наукових семінарах кафедри вищої 

математики УІ1ВГ.

П у б л і к а ц і ї .  На тему дисертації опубліковані 4 

роботи.

С т р у к т у р а  т а  о б ’ є м  р о б о т и .  Дисертація 

обсягом 93 сторінок машинопису складається із вступу, 6 

параграфів, розбитих на 2 розділи, і списку цитованої літератури 

із 38 найменувань.

ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі обгрунтовується актуальність теки, формулюється 

мета і методика дослідження, дається огляд літератури з тени 

дисертації і наводиться анотація отриманих результатів.

У першому р о з д і л і  вивчається збіжність потоку «-зближень 

кількох незалежних рекурентних потоків до найпростішого.

В §1 формулюються означення і вводяться позначення, а також 

наводяться допоміжні твердження, я:сі використовуються в 

дисертації.

і 0 , х^О; с s
Нехай *(х) = 1 •  Ех Сх) = 1 - ехр-С-*-х> *(х);

І 1, х>0; J

гл- t

е£(х ) = [і - exp{-^x> J  ^ txt^i !̂ ]дгСх), *>0, х « R, » «

£«о

Для довільної функції розподілу невід’ємної незалежної 

випадкової величини (далі - ф.р.) F позначимо

т  X

ЬГ = FxdFfx); T =  x-F; XF(x) = j FCy)dy, x « R; 

s



RF » XF/MF; “ ,F  = sup |F'x+0 - Ftx)|, *>0. 
c .00

Для класу ф.р. {Fa>a«A} позначимо буквами наступні умови:

CM) inf MF_ > 0; (X) lie s u p F a(x) = 0:
Otc. A X-*CD о«еЛ

(о) F C+0) - 0, (^) liro sup F_(«) < 1;
a  c ->0  ж  A

(u) ііш sup <■> F„ » 0; (“o) lim sup F„(£) = 0;
c + O  acA  £-*0 a n A

Назвемо ф.р. F - абсолютно неперервного типу (далі - АНТ), 

якщо при деякому n « w n-кратна згортка F*r‘ мас абсолютно непере­

рвну компоненту (далі - ДНЮ, тобто може бути поданою у вигляді

X
K*n - c<F1 + о^Рг , де F, (х) » |f(y)dy для деяких чисел cf > 0,

сг 2: 0, ct * сг я І, ф.р. Ft та ?г , та інтегрованої функції f.

Про сукупність ф.р. {Fe ,««A> говоритимемо, щр вона - 

рівнокірно абсолютно неперервного типу (далі - РАНТ), якщо вона 

задовольняє (М,Х) та наступну унову (D):

(D) існують m «  м, с>0, а<Ь такі, щз при всіх щільність АНК

I
nf*t

F*n не менша від с на відрізку Са.ЬЗ.

У §2 вивчається асимптотика моменту першого «-зближення двох 

незалежних рекурентних потоків.

Розглянено дві незалежні послідовності (Sn) ( Т^ ) , ^  сук

незалежних невід’ємних випадкових величин ( 5 ^ ) ^ ,  (пг )__ч. які

мають ф.р. F, (і та скінченні додатні математичні сподівання MF та 

М3 відповідно.

У теоремі 2.1 сформульовані умови, при яких ймовірність 

співпадання моментів та Тт дорівнює нулю.

Позначимо для *>0, s^D

- 9«.* ■ s К=s-* Л іт->-т»-°’
6



т . . .  - ій ІУ т-' „і (s~ *>“’}■ т«-0- s‘>" s" ;

Фе s (x) = К * *  s <x>.

Т е о р е м а  2 .2 . Нехай одна з ф.р. F, G - АНТ. Тоді, якщо 

F - неперервна на (0 ,+<»), то

Jim sup sup [|v s(t) - Ex(t)| + ІФс S(U  - Ex(t)|l - 0, 
£-.0 l*~ R  s > 0  L > • J

а якщо F - нерешіткова, G - неперервна на (0,+®), то для 

довільної неперервної ф.р. К (К(0)=0)

де х = «(l-F(+0))(l-G(+0)>/(MFMG).

Нехай F вибирається з класу ф.р. 6 - з класу ф.р.

а R - з класу ф.р. <Kr , г «  О .  Тоді

(i) якщр {Fa ,eeA> - РАНТ та одностайно неперервний, а 

{6р,/5ев> - задовольняє унови (М,Х,«о), то збіжність у (2.29) буде 

рівномірною;

(ii) якщо {Fa ,«€A> - рант і задовольняє умову 0 0 ,

- умови (M.X.o.w), а клас {Ну, г «  г> - одностайно неперервний,

то збіжність у (2.3Q-) - рівномірна.

Побудовані в роботі оцінки швидкості збіжності у (2.29-2.30)
/ ~ І /ї4

мають іюрядок не кращий, ніж 0(« ) ,  якщо відомо, що

* (? ,)  <+«, м(ч1)г<+<»> F мае обмежену щільність f , яка збігається 

до нуля на нескінченності, і 0(-*1п(«)), якпр Кеур{Х? t )<+<ю, 

мехр-СМ, ><+«, для деякого х>0 і при тій же умові гладкості F. 

Якщо ж F має сингулярну компоненту, то побудовані оцінки мають 

гірший порядок.

У S3 сформульоване твердження узагальнюється на випадок 

«-зближення кількох процесів відновлення, а також рстановлветься 

збіжність потоків «-зближень до найпростішого.

lim sup |f у, (t)dK(s) - Ex(t)| + 
£-*o t<=R L 5 •

ш. *ca

liro sup SIf
C-+0 teR L О

- l]f*« s (t)dKts) - Bx (t)|] = 0 , (2.30)

7



О.Я. Хінчин даз означення збіжності потоку однорідних подій 

до найпростішого, яка еквівалентна слабкій збіжності в розумінні 

випадкових процесів, тобто в термінал кількостей подій, що 

відбулися до фіксованих моментів часу. З теореми 3.4 випливає, що 

потоки «-зближень збігаються у цьому розумінні до найпростішого 

із параметром *-=1 після нормування на MF •, де » -

кількість процесів відновлення, MFt - математичне сподівання 

проміжків МІЖ відновленнями І-ГО процесу, IS iS m , ЯКЩО всі ф.р. 

проміжків між відновленнями - неперервні й АНТ.

V другому розділі розглядається суперпозиція альтернуючого 

процесу з інтервалами безвідмовної роботи та тривалостями

проміжків відновлення (Сп)|ъеА, із ф.р. G та J та скінченними 

додати і ми математичними сподіваннями MG та >1) відповідно і 

незалежного від нього рекурентного потоку із проміжками міх 

подіями ^ n)neN Із ф.р. F та скінченним додатнім математичним 

сподіванням ЬР. Передбачається, що ф.р. J змінюється в схемі 

серій так, що MJ— ► 0-

Тача схема моделює систему з захистом і нею займалися 

Збирко М.Д., Ііузнецов В.Н ., Турбін А .Ф ., Королюк B.C. Моментом 

відмови такої системи називається момент настання події рекурент­

ного потоку, що належить періоду відновлення альтернуючого проце­

су.

З ?4 сформульовані допоміжні твердження, які переважно 

стосуються входження альтернуючого процесу в стаціонарний режим.

/  §5 вивчається момент першої відмови системи з захистом:

Т в о р е и a 5 .1 . Нехай ф.р F.G - такі, op F(+0)=G<+0)=0, 

MF MG « (0,+®), а послідовність ф.р. - така, що Jn (0)=0,

р е in о  < — * 0 , л-®, і виконується одна з наступних улов:

(і) F - АНТ, одна з ф.р. F.G - неперервна;

8

Ч .-2 К ' т-’}'
де SD = -s, s*0;

m с  IN.
О ~  =  +  Пл >  ^т . ~



(ii) G - АНТ і неперервна:

(iii) G - АНТ, F - неперервна, MJn = 0(*n), n-«, 

де = *(Jh) = |  ll-Jn(z) 1 ll-F(z) Idz-

Тоді

lim sup sup |pfTj  {*nx/(MF'MG)}| = 0- (5.46)
n-*00 s>0 X€R  •  n*

Збіжність у (5.46) буде рівномірною, якщо послідовність 

(Jn)n>1 вибирати з рівномірно інтегрованого класу ф .р ., причому 

збіжність MJ„ до нуля - рівномірна і виконується одна з наступних 

уі'.ов:

(a) F вибирається з РАНТ одностайно неперервного класу ф р . ,  

G - з класу ф .р ., що задовольняє умови (М ,Х,р):

(b) F вибирається з РАНТ класу ф .р ., шр задовольняє умову 

Ы ), a G - з класу ф .р ., що задовольняє умови (М,Х,о,«0;

(c) G вибирається з РАНТ одностайно неперервного класу ф .р ., 

F - з класу ф .р ., що задовольняє умови (М,Х,*0, умова MJn= 0 («п), 

п —► «> виконується рівномірно відносно вибраних послідовностей 

“ n W

Побудовані оцініси швидкості збіжності описуються в термінах 

функціоналів від трійок ф.р. (G ,J,F).

У §6 розглядаються потоки відмов системи з захистом.

Т е о р е м а  6 .1 . Якщо F - АНТ і виконуються умови теореми 

5 .1 , то для ординарності граничного потоку відмов системи з 

захистом після нормування на рп при MJn — » 0, п-«» необхідно, шрб

Рп = П*®. (6-.04)

Vе
де pn = J  RF*F(z)dJn (z ) ; рп = |  RFCzJdJ^Cz).

Далі наводяться умови, еквівалентні (6.04) та сильніші від 

неї. Наприклад, якщо послідовність (Сп)п2і збігається до нуля за 

Хінчином, то (6.04) - виконується.
О

О



Нехай F(+G)=G(+0)=0. Позначимо при к « w, То=0, S0=-s, s^O

'  ’ j -  ’  * й  К ' s” > ' 5 . . .  s .  •  і , 'т . .  t ;i } .

Т в о р е  н а  6 .2 .  Нехай виконуються умови теореми 5.1. 

Співвідношення

lin sup sup |P{Tj >х} - x/CMF MG)>| = 0 (6.22)
n-«о s> 0  xsR  П» 1 n

виконується тоді і ті льки тоді, коли виконується (6.04).

Збіяність у (6.22) буде рівномірною в класах ф.р., якщо 

виконуються умови рівномірної збіжності теореми 5 .1 ,  і (6.04) 

виконується рівномірно.

Користуючись нагодо», висловлюю щру подяку науковому 

керівникові докторові фізико-математичних наук, професорові 

Карташову Миколі Валентиновичу за постановку задач і підтрихку в 

роботі.
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