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ОЩАЯ аАРАКТЕЖТЖА работы

Работа посвящена исследованию задач оптимального управление 

коэффициентом квазилинейного сравнения Щредянгера. При этом иоолз- 

дованы вопросы корректности постановки раоомотрвиных задач, дове ■ 

заны теоремы существования и единственности, получены необходима 

условия оптимальности в виде принципа максиму»® Понтрягша а ва­

риационного неравенства. Найдены достаточные условия дифферэнци - 

руемости пг. Фреше‘рассмотренных критериев качества я выражение йх 

градиента. Кроме того, исследованы вопроси сходимости конечно-раз­

ностного метода для решения задач оптимального управления коэффи­

циентом квазилинейного уравнения Щредингера и установлены оценки 

скорости сходимости разностных аппроксимаций по функционалу.

Актуальность теш. Теория оптимального управления для оис - 

тем с распределенными параметрами относится а одному из ведущих 

разделов теории оптимальных процессов я теории днфференциальиш: 

уравнений. Последние 20-25 лет отличаются бурным развитием тео
I

рии оптимального управления для уравнений в частных производных. 

Развитию теории, и методов решения задач оптимального управления 

системами с распределенными яараметрамн посвящено немало рабог 

отечественных и зарубежных авторов.

Теория оптимального управления системами,описываемыми линей­

ным и квазилинейным уравнениями Щредингера, является составной 

частью теории оптимального управления системами о распределении - 

ми параметрами,которая в настоящее время недостаточно развита.По­

эт ому управление % оцессами,описываемыми линейным и квазшшнейвш 

уравнениями Шредингера приобретают больщую актуальное» в теоре - 

тическях я практические исследованиях. Несмотря на прикладную вае- 
ность задач оптимального управления для систем, описываемых урав­

нением шредингера, они в настояв»* время сравнительно мало язуче-



кы. Ранее задачи оптимального управления для линейного и квазили­

нейного уравнений Шредингера были изучены в работах Васильева Ф.П». 

Воронцова М.А., Карамзина Ю.Н., Потапова М.М., Разгуляна А.В.,Ша- 

шеаой Т.Ю., Ійильгаузвна В.И. я др., где управлением служит на - 
чальвое состояние системы. В работе Синицыной изучена подобная за­

дача, когда управление входит в правую часть уравнения.

Ст̂едя вадач оптимального управления для уравнения Шредингера 

w? алый интерес представляют те задачи, которые часто возникают 

вантовой механике, ядерной физике, теории сверхпроводимости,не­

линейной оитике и в других областях современной физика, где управ­

лениями служат определенные физические объекты такие, как внешние 

электромагнитные поля гти паяя какой-либо другой природы, показа­

тели преломления среды и др. Этк параметра обычно входят в коэффи­

циенты линейного я квазилинейного уравнений Шредингера. Такие за­

дачи оптимального управления, в основном, ранее били изучены для

линейного уравнения Шредингера г работах Вутковского А.Г., Самой-
* , , * »>,

ленко Ю.Н., Дань Н.Х. , Сеяла В. в др. Восстановление ядерного по­
тенциала по условию минимума энергии является вариационной зада - 

чей для уравнения Шредингера о управлениями в коэффициенте урав - 
нения. В этом направлении имеются работы Иваненко Д.Д., Искондеро- 

ва А.Д., Керимова Б.К. и др.
Расо»отренные задачи относятся к классу некорректных и обрат­

ных задач. Основа теория этих задач заложена в работах Тихонова 

А.К., Лаврентьева М.Ы., Иванова В.К. и далее развита в работах 

Романова В.Г., Аняконова D.E., Васильева Ф.П., Искендерова А.Д., 

Мельника B.C., Наконечного А.Г., Ягола А.Г. и др

Цель работы. I. Исследование вопросов корректности задач 

оптимального управления процессами, описываемыми линейным и квази­

линейным уравнениями Шредингера с управлениями в коэффициенте 

этих уравнений. 2. Вывод необходимых условий опт""- тьности для

. -  4 -



- б n

рассматриваемых задач оптимального управления. 3. Разработка 

численных методов решения задач оптимального управления коэффици­

ентом линейного я квазилинейного уравнений Шредянгера.

Методы исследования. ІЗ работе применяются методы теория оп­

тимального убавления, матештяческой физики, функционального ана­

лиза и вычислительной математики.

Научная новизна:

- Доказано существование и единственность решения задач опти­

мального упрааченая для линейного уравнения Шредянгера с управле­

ниями в коэффициенте,правой части уравнения я в начальном условии.

- Доказано существование я единственность решеняя задач опти­

мального управления для квазилинейного уравнения Шредянгера,когда 

управления входят в коэффициент уравнения.

- Установлены необходимые условия оптимальности в виде прин­

ципа максимума Понтрягина и вариационного неравенства.

г Найдены достаточные условия дифференцируемости по Фреое 

функционалов я выражение для ях градиентов. .
- Доказана формула для вариации функционалов в случаи управ­

лений, имеющих некоторую гладкость.

- Доказаны оценки скорости сходямооти конечно-разноотного ме­

тода решения задач оптимального управления коэффициентом линейно­

го и квазилинейного уравнений Щредингера по функционалу.

- Доказаны теоремы существования и единотввннооти обобщенных 

решенлй основных смешанных задач для линейного и квазилинейного 

уравнений Шредингера в классах C*([0.T],Lx(]))) , С*([0-Т}- Wt' (})),  
С‘‘([0.Т],^//(]>))П С' ( [ О.Т], Lг(Р))и некоторне априорные оценки.

Теоретическая и практическая ценность. Полученные в работе 

результаты могут быть использованы в на: тых исследованиях по тео­
рии оптимального управления и идентификации оястем о распределен­

ными параметрами, а такяе по теория дифференциальных уравнений в



лшх производных. Результаты диссертации могут найти свои при­

дания в таках областях наука я техники, как квантовая механика, 

•.’■орная физикг . нелинейная оптика, лазерная физика, лазерная тех- 

ОЛОГШ! И др.

Апробация работы. Основные результаты диссертации доклада -

ї я с ь  на сили арах кафедры оптимизации и управления и научно-ис- 
і

слэдоЕРтельокой лаборатории "Математическое моделирование и авто­

матизированные оиотемы" (руководитель г.тоф. Искендеров А.Д.), ка- 

дры математической кибернетики (руководитель проф.Фарадаев Р.Г.), 

кафедры прикладной математики (руководитель академик АН Азерб. 

Реопуб., проф. Гаонмов М.Г., на семинаре проф. Наконечного А.Г., 

па семинаре Института математика АН Реопуб. Беларусь (руководите­

ли проф. 1’абаоов Р.Ф., проф. Кир илова Ф.М.), на респубЛ"ханской 

школе-семинаре молодых ученых по прикладной математике и киберне­

тике в 1984 г. (г.Баку), на научных конференциях Азгосунизерсите- 

та, пбсвященнах итогам научно-иослэдова"еельоких работ за 1984 г. 

к за 1986 г., ,на Всесои?ной конференции "Диффереяциапькые уравне­

ния я оптимальное управление" в IS90 г. (г.Ашхабад) и на Мевдуна- 

роднсй конференция "Некорректно поставленные задачи в естествен - 

ных науках" в 1991 г. (г.Москва).

Объем и структура работы. Диссертация изложена на(318 стра­

ницах, состоит из списка обозначений, введения, пяти глЪв. состо­

ящих из 13 параграфов и списка литературы, кшяаащего 115 наиме­

нований. Дерыш глада состоит из трех, вторая из двух, третья из 

четырех, четвертая а пятая из двух параграфов. ■

Публикац/. і. Основные результаты диссертации опубликованы в 

работах [ l] - [l4j .

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Б списке обозначений приводятся основные обозначения и опре­

деляйся основные у̂нкцзоналыше пространства, кот<'т~’, чаете ис -
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пользуется в работэ.. . .• . .

Во введении дается краткий обзор работ, примыкавдих к токе 

диссертации, обосновывотся актуальность теш и излагается краї4- 

коч содержание диссертации. (

Глава I. ОБОБЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ СМЕШАННЫХ ЗАЩЧ. ДШ 
УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА.

Эта глава посшзцена исследованию обобщенных решений основных 

смешанных задач для линейного и квазилинейного уравнений Шредан - 

г ера и установлению, некоторых априорных оценок. Смешанные задача 

для уравнения Щродинг-ра в пространствах С ([0,Т], 1г(В)) ,

h ’cd)) , г ({о .умчт счт , ьгсад сравнительно

мало изучены» В работах Вииика М.А., Ладыженской О.А.,Бриза НЛ-!. 

Валешкевича И.Н., Лионса І.-Л., Поцци Г.А., Якубова С.Я., Насибо­

ва HI,”,, Владимирова М.В. и др. хотя изучены смешанные задачи дяя 

уравнения Шредингера, однако эти результаты не удобны Afr приме - 

нения в теории оТгаимального управления коэффициентом линейного и 

’ квазилинейного уравнений ЦІредингери, тфс как в этих работах коїф- 

фицявнїь' уравнения іфедполагаются более гладкими ила является,во- 

обще, посте пигли, особенно в квазилинейном случае,и коррекіїюсті- 

постановки емі шатшх задач часто изучаются в других/*унационал» - 

їж нросгралотва̂» Кроме того, полученные результаті; в этих рабо­

тах не позволяют исследовать белое ізирокий класе, задач огаташ» - 

ного упрааяения дай уравнзния Шредангера. Поэтому отдаяьнв# гла •• 

за диссертация поошаена исследованию вопросов коррб«їноотіі або » 

так о № и смешанных задач для уравнения Шредингера» Зїа здшва сес * 

тоит из трех параграфов. \

Пусть D - ограниченная отпасть Л - мерного евкдйДова ?>рь 

странстза Е п , Г - грздяэд облаот* ]> . .которая врлдаэльга» 

бтея достаточно гладкой, <$t 3 Р * (М), $ «•&}., $^* Г» [Зі?) . S' Ь-, 

Т? О - мдаансэ чнедв. Саивол г будэ? качаті "яре ввч9* * \



В § І первой глевы рассматриваются первая и вторая смешанные 

адачя для линейного уравнения Шредиягера. Сначала рассматривает­

ся задача об определении функции У - Н'(ї.і) из условий:

I Ц ♦ t ' ух.К ® ц ) ~ й(*^  ~ = {ХЛ) * Д' (1)

Y M  = V ( x ) ,  x t . D  , Ч>15 = 0  , ( 2 )

ГДв і* f ? ,  j.p«і,*,...,я , а(х), V(x,i) - заданные измеримые

функции, удовлетворяющие условиям:

%,{*)* aN (X). JU. Z  І  *

f ,  Z  l \ l \  v- І ;  Є  С,  D ;  v .  ' 3 >

I j < /•', , v X e D , M w г,<2'- ' * * .. (4)

о і  a (x )  і  ! * г > у  J t f  2>; (5)

>  L ,  Y(x,t)t Я. ; ( 6 )

| ^ }| (7)

а функции ?(5C) и i(XA) удовлетворяют одному из следующих ус­

ловий:

ч>« # (*), ft у”  (а) у (е)
f t f t 4м (a) > о)

где yuy , j:0,1,2,3 , iK t к* од , _ заданные положительные числа.

Оп:»оделэниб I. Функцию f ( назовем

.обобщенным решением смешанной задачи (I), (2) из пространства 

СИТІЛО)) , если она удовлетворяет интегральному/ товдеств

1, (-if Ц - I  %(*)—  - а(х)Г} ~ Щх,ъ*}) dxdt =
s t 11 'V

-  8 -
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= І і ? d x d t  * і \v(x)j(x,o)dx - і I (х,і) dx (I0)

t / f 
ДЛЯ ЛЮбоЗ функции ^ f Ц> (2) И любого if [0>Т] .

Теорема I. Пусть функция , d(x)1 V(X,i ),

f(X) и Ях,і) удовлетворяют условиям (3), (5)-(8). Тогда сме­

шанная задача (I), (2) имеет единственное обобщенное решение из 

пространства СЧІОДЗЛЧ*)) я для решения справедлива опенка

М Ы *  ш>

для любого і ( [О .Т] , где С, >0 - постоянная, которая не

зависит от f \ j и і .

При выполнении условий (3)-(?) и (9) доказано, что решение, 

смешанной задачи (I) , (2) из С*([0,Т], Ц (]>)) принадлежит прост­

ранству С"([4Т], й ? ( Ъ ) )  П С V  lo,tJ , Lj(D)) ,

Предположим,, что функция не зависят от переменной

Д! , ТО есть IriX.t): Ь(і) И функции, ^(і) , Vf#) И f(X,t) 

удовлетворяют условиям:

|*(0| 4 і., -V if (ОД) , (12)

f f ц7ї) , / f w/'Vfi) ' Я5=0 ' (I35

а остальные функции удовлетворяют условиям теорейн 1 . 3  этом слу­

чае доказан аналог теоремы I. * ‘

Если функция ajf(X), J,pz1/2,...>n j Q[x),>(i) удовлетворяют 

условиям (3)-(5) и (12), а функции ?№  и {(Х,^ уддалетворя- 

ют следующим условиям

¥ *  ЦгО>), ^  w/'e(2), Л 5=0 ' (И)

|‘г-' '•
то доказано, что решение задачи (I), (2) принадлежит Ц (SI



-.іо;-

Лаі-зе Е з'сом параграфе иссдедуатся вторая смешанная задача ( 

№‘ лмкєййого урганвпяя• Іредянгера с однородным гранітам условп- 

tfi/ в установлены аналога результатов первой смешанной задачаЛро- 

гif т 'го , изучена вторая омеаанная задача с неоднородным граничны 

з с м т щ  и доказана теорема существования и е.игаственйости слабо­

го :оой*нного решения из пространства С (fO.Tjj, 1г ( 5 ) )  .

В § 2 нерпой главк изучаются смешанные задачи для квазаииней 

кого уравнения Иредингера. Сначала в 'Фет параграфе рассматривает 

с ■ задача А б определении функции в области Q * ( o , l h ( o .  Т)
я і условий:-

f *

Qfxif-- = (15)

*  № f ) , 0 ,  Ш і) *■■■ Ш  і) « 0, i  f  (О Д), ( І 6 )
д»

где £, Т  > 0  -заданные числа", О, f  0 -  жданное вещественное

число, функция W .  а(х),  K x j ) ,  <f(x) и } ( i t )  являются и-.-ме. -  

римыма функциями а удовлетворяют условиям: : - 

0 < JU, І СЦХ) ІJi, j f  Jtf ( V )  ;

о < a(* )  * jui , V. re (oji)-,

l > M I  < 6 .  * I | *  * , .  v  (*,*)• < a ;
П ІІІМ. і і w/'Vaj,

• * *

где f t j  >J - 0,1,2 , b« , KcO.l,  -  загдкьов ■зложнтелькые числа.

Имеет место

Теорема 2 . Пусть функции fl,(at), Д (*), l r ( * , t )  , f (X )  в / ( j  f ) 

удйвлетвбряют условиям (1?)-(2С ). Тогда отдан н ая  задача (15)

(161 имеет обобщенное решение кз пространства C 'C ibV .ty ' frJ ) ) '  
к t~ я за ого решения справедлива -сценка

(17)

(18)

(19)

(20)



II і
і1(0,1) - - wz (0,cj .... у - ( а )

-  I I  -

*.|TW 4 « > J
для любого і і L0,ТJ , где Cji > 0 - постоянная, которая ке —

ВИСИТ 01 f , f И t ,

дополнительно предполагая, что функция 2#(*) уДовиетьеря- 

ьт также условию

| | * f j  , V X t  (0,t) , (22)

доказана единственность решения смешанной задачи (15), (16). Кро­

ме того, в этом параграфе при условиях. (17)-(19), (22) я 

fi І / / ' ) установлено, что решение смешанной задачи (15), (16' 
принадлежит пространству С*([о,Т], (o,f)) I) 12(М)) •

Аналоги выше полученных результатов доказаны в случае второ;' 

смешанной задачи для уравнения (15).

Далее в этом параграфе изучается первая смешанная задача для 

многомерного квазилинейного уравнения Щредангера, то есть задача 
об определении функции П М ) из условий:

+ 1  IX-(QJP(X)U  ) ••a(x)f- *(*>№• іа,М*г --Ії*я (23)
* J,pr( '*/ *ХІ>

f(x,o) t ?(х), х е Ъ с Е и  ? | s = „ 0 ,  !

где - заданные ограниченные измеримые функцйк,

удовлетворяющие условиям (3), (4) при П-З , а функикЬ й(Х), 

7r(JC,i), f(x) и і (Х,і) - заданные измеримые функций, удоалм-

воряющие условиям:

ада.-/, , J j ,  (я;
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If f  ( W , f ( <//•'№> . (2?)

Cl, > 0 - заданное число, J J L j t J -  0 ,4 , &к, К -0Л , - заданные no- 

яслсяїєльїшє числа.

Теорема 3, Пусть функции Qjf(X), J,р* 1,2,3, Q (X)t 1/(х, t),
V(X) и f(X,i) удовлетворяют условиям (3), (4) я (25)—(27) . 

Тогда смешанная задача (23), (24) имеет единственное решение из 

: остранства С’( ( о М А г(1>))П C ' ( [ o , T U * 0 > »  и дая этого 

чшения справедлива оценка:

^ и * с>(тк(Г
+|!* К у щ + ^ ^ г1(г )+ ^ Ь г,,о(л)^ ■ (28)

для любого і ( [О, ті, где С%> 0 - постоянная не зависит от і .

Б конце этого параграфа рассматривается вторая смешанная за­

дача для уравнений (23) а установлен аналог теоремы 3.
В $ З перїзой главы установлены .некоторые априорные оценки 

решений перЕой а второй шатанных задач дая одномерного квазили­

нейного уравнения Шредпкгера, котйрые играют существенную роль 

при получении результатов четвертой а пятой главы.

Глава 2. ЗАДАЧИ ОПТЖШЪНОГО УПРАВЛЕНИЯ ДВД ЛИНЕЙ­
НОГО УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА.

Вторая глава посвящена исследованию задач оптимального управ­

ления для линейного уравнения Шредингера. Эта глава состоят из 

двух параграфов.

В § I второй главы сначала исследуется задача оптимального 

управления для линейного уравнения Шредингера с финальным з интег-



. -  І З  -

ралышм критерием качества по всей области, когда управленая вход­

ят в коэффициенты, правую часть этого уравнения и б начальное ус­

ловие.

Пусть требуется минимизировать функционал

Ы ) у 1 г - * ( ( а )  <29>

на множестве !/ = /&■ Iг- (%,&,, $i), fa f L^  ( V« с

С Ето, V (ї,і) , ir, t и, с \  f 14 С lfl) (]>) 1

. - . ! ' " *■
при условиях

і S  + I  4  ‘W '  = ffcirti).  (ЗО)
j.P=< ® rf **7

f(x;o) = ! Р ( а , й ) ,  i f  D , f | s -- 0 ,  ( з і )

ГД9 Ы., j>  ̂ z о -.заданные числа, прячем f> +f> t o  , «J =

= (4, С0,,с0а) f И - заданный элемент H= \ 1("’J С •&) *

х (5) w °, т,,гпг - натуральные числа, ^  e i2 (£) ,

У,« ■ - заданные функции, V* , if. Л і, - заданные замк­

нутые ограниченные множества, функции Q(&)

являются ограниченными измеримыми и удовлетворяю* условиям (3) - 

(5), а функции C(X,i,V.) , Я*'*»'*») и ЧІ̂Лг) удовлетворя­

ют условиям Каратбодори в областях Й х V« t, 12* > ї * £ « s
'*  ̂ * л 1 •

соответственно. Кроме того, предположим, что выполняются рЛ9Дую - 

ідеє условия:

3.. ' ' . * •
lc(<r,i,1r.W))l * і  , V £ «  IT., Й, (325

где I , > 0 - заданное число, .1/# 5 {  К •' &(М), (&)>

Ей.,



- 14 -

, v i r . e L(”‘4a), Я *Л #іМ « Lite);

V V. і L J ° t e )  • W * .  * , ( * »  € Li ( ! ) .  V К * i f 0  С 5 )  ;  (33)

! с і л ? , * , t . ) -  г,)І і ct(x,i) St.-i'L , v  г . , ?, f  vt, m )
Cm,

у (J ,t)  і  SI , j\se о < C0 *■ L,, (& ) .
Задачу об определении Функции f(X>i) при какдом заданном 

Н V из условий (30), (31) будни, називать редуцированной за­

пер. Под решением редуцированной задачи понимается слабое обоб- 

■4вш:0в регенке У - І1 (X,{)s f(Xj і j Ir ; иэ С ([о:Т] _ іг ( J>))

Имеет место

Теорема 4. Существует плотное поданожество 6" прсстран- 

r:ta И такое, что для любого и) Є &  при «<- > 0 задача

: г.ї'іСіальїіого управления (29)—(31) имеет• единственное решение, 

введем обозначения

Xfa.i.V, Vo.h, 9 [(Ĉ a',i, 2re) у - Я*Л2г,))Ф ] -

- с* Z  £  ( > / - " / / >  <3 5 )

'8* к“ ч 2

Д  (*, 9. . ?  J = h  [ і f ( * .  К )  9 (4 о) ] -  * I  (»/- <  )  , (36)
K*1

где 9 5 9 і ,Ъ) яапяется решением редуцзрбванкоЯ ьедачи при

2r t V , Ф - ? (X,t) ЄСТЬ КОМШіеКСНОО СОПрЯЖеНЯО (ТУНКП'Ш 9(j;t)

•л 9(2,t) является реаеняеи сопряженной задача к задаче (2?)-(31).

Tt-орема 5. Для оптимальности управления tr* (■ V в задачо 

(25)-(31) необходимо выполнение условий:

УЩ( * Л ) Х М ,  ъ ' ( хЛ) ,  9*(* Л))  =

rn ах _ Д ( > ,  t, Г > ,  t ) , fc, 1;, 9 * 4  
^  1 l j , Й і і/

І)) , Vi4<) і  Л (з?̂
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У/, (х. V'(t.o), 1r/(x), 9 *(х,о)) =

= ш х  Я , (х .П х .о ),  ф '(х,o ) ) ,v x t X  ( з з )

где Г(х,ь)*щх,иъ*),4'(х,*)*9(х^х), V>.V,X - заданны» 

замкнутые ограниченные множества из Е ТПо , Егг,< , Еп - соот­

ветственно.

Далее з этом параграфе указываются достаточные у ело б ля д»5 

ференцируемостк по Фреше функционала (29) и находится зыракегзе 

для его градиента в виде:

/  . 4  ■ '  (  SK ’ Щ  '  ‘

Исяользуя этот градиент, устанаативается необходимое условие :гт ~ 

тглальности в виде вариационного неравенства.

В конце этого, параграфа рассматриваются задачи оптимального 

управления, когда управление линейно входит в коэффициент ураш- 

ния Шредингера. При этом исследуются задачи .о минимизации фу® - 

ционала (29) при d , -  0 на множествах У ф :  V- -  l - t t ) ,  V (  Lz  ( o , r \
i m h L , V t t ( 0,T) } я V = {b- f r 2r € [V(X,t ) |f

< £o ( I— J^£f, } иря условиях (ЗО)/ (ЗІ), кегда

ФЛЖ)-- %г1ґ(Х,ї)> і(хЛХ)ї УҐ*ЛЬ № ) ■ Е Обоах

случаях доказывается существование .хотя бы-одного решения рассмот- 

ренных задач оптимального управления. Когда управление V ' зааи- 

сит только от переменной £ , устанавливается необходимое, умо­

вне оптимальности в виде принципа максимума Понтрягсна с couoqyo 

оценки остаточного члена приращения функционала, не используя *.;з~ 

тодику доказательства теоремы 5. В случае множества допустіте: уп- 

равлений У для рассглатрава омой задачи оптимального управленая 

доказывается необходимое условие оптимальности в виде зариацаон -



зт-'ч; неравенстве. В этом параграфе 'приведен также щшер неустой-

■ * -.яги рассмотренных задач оптимального управления при Л = 0 .

В § 2 второй главы сначала исследуются задачи оптимального 

у>; .мления для линейного уравнения Щредингера с интегральным крп- 

рлам качества по всей области и её границе, когда управления 

„v-дят б коэффициент и правую часть уравнения и зависят только от 

переменной X али только от переменной £ . При' этом установ - 

лек: аналоги теорем 4, 5. Кроме того, указываются достаточные ус- 

. я дифференцируемости по Фреше рассмотренного функционала и 

находится формула для его градиента, с помощью которого доказыва­

ется необходимое условие оптимальности з виде вариационного нера­

венства.

В конце § 2 второй главы, как и в первом параграфе-, исследу­

ется задачи оптимального управления для линейного уравнения Пїре- 

дшггора с интегральным критерием качества по всей области и её 

границе, когда управление входит линейно в коэффициент уравнения 

и функционал Ев содержит интеграла от-управления. В этом случае 

получены аналогичные результаты. Крема того, праведен пример не­

устойчивости.

Глава 3. ЗАДАЧИ ОПТі-Ш.ШЮГО УИРАВШШ ДМ КВАЗИ- 

ЛИНКЙНСГО УРАВНЕНИЯ ЩРЭДШРА.

Третья глава посвящена исследованию задач оптимального управ­

ления дая' квазилинейного уравнения Шредвнгера, ::огда управления 

кхрдят в коэффициенты этого уравнения. Эта глава состоят из четы­

рех параграфов»

Ь 5 I третьей главы изучается задача опт шкального управления 

дяя одномерного квазилинейного уравнения Щредингера с финальным и 

::̂ .”;;ллы1ым критерием качества по зоей области.

Tty si ь требуется минимизировать функционал

-  16 -
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1 f rb/ І І М Ц  , n. V  ЇЧ ' ( - . т - і г ) - У . if м Ц а , у ®
J- Ц(л) J, l2(s,() і г (оЛJ

на множестве V s |'j.; \ r Jr(^) f \T (- [/« (0,() , ИЯ) (• /> c с rr >

£ я C- (о, І) } при условиях

і. | ї -  t  1  ( Q. (x )  g ;  -  Q W  4 - C(x,tr)4> t  a jf fr  = / ( > , * ) , ( 4 i ) -

?(Z,o) = <f(*J,  X ((o J ), 4>(0,i) = v(i,i)=0, U  i V ) ,  ( 4 Я ‘

. A \
где сі, ys ■ - заданные числа, прачем£0 , w  « L, (0,cj

- заданный элемент, Ю - натуральное число, i( f L,(&), і?'f ̂  {Bj

- заданные функции, й,і 0 - лпбое вещественное числе, Й.Ф, й{̂

являются огракиченнЕма азмераши Секциями г удовлетворяют усло­

виям (17), (18), (22), '(>6 , /е (//''(Л) . а С(*> 2г)

удовлетворяет условиям Каратеодори в области (0,і) * V, . Крокс 

того, предположим, что выполняются следующие условия:

о« сСяг, ̂ VJ-f У, І  ° С *  ( 0 , 1 )  у  (ІЗ)

с  ( * . И * 0  f  L j0 ,l )  , Vі Н  lZ\t>J) ) ( 4 4 )

l c ( z , z . ) - s ( x , i , ) l *  с , ( ї )  ї г . - t . H  ; 'v t .A ( V», v  zt(o,l).  ( 4 5 )
*-W1

где о < C, t ■ .

Под решением редуцированной задачи (41). (42) понимается 

фугктдия П * № )  кз С-аоД], П с * (10,71, 1 г (0, t )  ) .

Теорема 6. Существует плотное подонояество (г яространст- 

ва L(̂ (c, f ) уакоо, «го ддя любого ш f £  при сС > о saда­

ча оотпльиоі’о улрянязшш (40—(42) имеет единственное 'pemev:гг-. 

Бводеіл функцію
т щ

■ Z f a v . v y )  = С(х,1г) і Re [ i p t j  di - « С І  (*K-<j‘ ) 2
Л • . f s ■ \ *’K- f

*(£, .-і,' - v рэшвняа pe зуцкрвя&ш учПНБ їм. p. Стефаника
AH України



а <? і , V) является решением соответствующей сопряженной

задачи при К Ь У .

Теорема 7. Для оптимальности управления 1r Є V в задаче 

(40)-{42) необходимо выполнение условия:

# f t ■). Ъ*(х), -  w a x  U (х, Г (х ,1  тг, 9*(х ,)) ( 4 7 )
» ' V,.

ДЕЯ (О, о , где r*(x,t): ffoi; У), ?\хл)г У (х,і; У) .

Кроме того, в этом параграфе приводятся достаточные условия
К

дифференцируемости по Фреие функционала (40) и находится выраже­

ние для его градиента, на основе которого доказано необходимое 

уоловар в виде вариационного неравенства.

Далее в § I третьей главы рассматривается задача оптимально­

го управления для одномерного квазилинейного уравнения Шрединге - 

ра, когда управление входит линейно в коэффициент этого уравнения 

и зависят от Ж и і . Для рассматриваемой задачи оптимального 

уяравления доказано существование хотя бы одного решения и необ - 

ходимое условие оптимальности в аиде вариационного неравенства.

Е § 2 третьей главы исследуются задачи оптимального управле­

ния дая одномерного квазилинейного уравнения- Шредингера с интег­

ральным критерием качества яо всей области и её границе. При этом 

установлены аналоги результатов первого параграфа этой главы.

В § 3 третьей глаш исследуется задача оптимального управле­

ния для многомерного квазилинейного уравнения Шредингера с финаль­

ным и интегральным критерием качества по всей области, когда уп - 

равление линейно е::.. ;дт в коэффициент уравнения и зависит от обе­

их переменных X  и і .

Пусть требуется минимизировать функционал

Ш - л >?,  ms)

-  18 -
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на шіо:,’встіЄ V ;  {  lr '• Jr - 'J'fl.t) , > £ Ц ’ ;<й) , j b % t )  I s Ь»,

jj Цф— | P iA ,, I \̂{y -  j l  t>2 , Si } кри условиях
»Л "E3 ” 1 н

з

Ч Л" " 1~' Vt, 1і fj! ♦ I  T x f a W  S J  - m ■ ~ b ( x > m * i a , i v l * r  ’

r(x,o)?f(x), I 6 l c f 3)  Y J c = a , ( Г Г

где ) j - 0,1.2 , - заданные числа, такие, что множество */ 

не пусто, /ь , А ? о - заданные числа, причем 3 » ,3 ъ о , с1,>с1 JО > „ , • 1 Т
-  ля J oe  число, у, і L2(3) , 5/, € 1*4 ( J )  -  заданные функцій, СГ кзс)

J,p- 1,2,^j - ограниченные измеримые функции, удоакетаорятк* гс~ 

доая»: СЗ), (4) ари Й ї З , £1(2), ¥(*), - заданные sn

меримые фикции, удоаяатворявдие условиям (25), (27).

Под решением регуцироЕанной задачи (43), (5С) понимается 

ФУНКЦИЯ яз следующего класса функций;

О = [ f : t *  *(*Л), Г Є І„([®ЛЗ, W/(l>)) > | [  <■ U (f* ,T j , La CP))}

Теорема 8. Задача оптимального управления (48)-(5С) имев-*’ 

хотя бы одно решение.
і /

Далее в этом параграфе доказана формула для вариации Яунк - 

тюпала в виде

5 X  О, w) = - ] Йг [ №*)?(>,*)] w(M)(4nf* (51)

т я  жбоЛ функции W f WJ / Л )  , гдв Vfct) * f f o *  j > )  я*->
ляотся ряшнаем рлдуцкрсванкей задачи (4S), (50), я ?  (*.4) 5 
і ?(«,£ і - есть решэгт f ;?ряжбнноЯ задача, воогдоепсгздюв 

задаче (« > -(5 0 ).
Теорема Г. Пусть V* - t  ^ : *  4 $•(*) * 5 <*/ Л*) }

4с/
■fTo.q 'п;с . сгт'сг; рем ен і зідлчк 5Стш.іального y n p a a w .s  

. . о v.-д л - течка ??* *• необходимо екк&лк^п•$ • *



-  20 -

I ке 1^(^І)^*(^)](ТГМ-ГШ)СІХСІІ і 0 (52)
а

при воех 1г 6 V  , где V;*(3f<'Os ¥(*,*; Ъ*)> 9*(x,t) = V (х,і; Ь*) .

З § 4 третьей главы исследуется задача оптимального управле­

ния для многомерного квазилинейного уравнения Щредингера с интег­

ральным критерием качества по всей области и её границе,когда уп­

равление входит линейно в коэффициент уравнения й зависит от обе­

их переменных t . При этом критерий качества не содержит
f- -

интеграла от управленая. В этом параграфе установлены аналоги ре­

зультатов третьего параграфа этой главы.

Глава 4. РАШОСШЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ОПТШАЛЬНОГО УП­

РАВЛЕНИЯ ДЛЯ ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ЩРЕДИНГЕРА.

Четвертая глава посвящена исследованию конечно-разностной1 

аппроксимации задач оптимального управления для линейного уравне­

ния Щредингера, когда управление входит в коэффициент этого урав­

нения. Эта глава состоит из двух параграфов.

В § I четвертой главы исследуются,вопросы конечно-разностной
* Г

аппроксимации задачи оптимального управления для лилейного урав - 

нения Щредингера с финальным критерием качества, когда управление 

линейно входит в коэффициент этого уравнения.

Пусть требуется минимизировать функционал

У(1г) *  J  h(XJiJr)- il(x)l2 dx (53)
о

на множестве

У г { г :  У*ї(х,і/, 'ire и ї '(& ) ,  « І г & Х

яри уолбЬвях*



,г„
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І Й - *  а . У *  '  ‘  3 ' (55)it IXі

4f(X,o) s f [X) , X £ (O, t) (0,т) , (БЄ)
1 дХ IX

где ojj , j= °>3 і - заданные положительные числа, так.че, что мно­

жество У не пусто, Q. > О - заданное число, W.*(0, (} 

заданная функция, Л(Х) - заданная ограниченная иямеримвя їунк - 

цг-я, удовлетворяющая условиям

157)о < f ,  £ а(х) і  j j t  , j j ^ . і/ х ( ( о , і )  ,

а функции f ;-x ) a f (Я, Ї ) удовлетворяет условиям

v * ^  -- ^  --0 ’ f  * И /'У д ), ~  & ,  (03)

/^2, /*,,//, - заданные доложитэльнне числа.

Рассмотрим разностный аналог этой задачи. С этой цапки слар- 

БЭ ЕБОДЄМ послодователькость сеток { 1 , Я 5Ь2. •• > J- О, М,1 .

к - о, и t рде - jk -I1/2 , h - h n : Є/(Нщ-Ч і ~ > Т-

= T ft « Т Ibin . Обозначим М = N« , - Мп ,

= , Jjc r (^t|K ■ %'к)/ІІ , S x i Î Mk'
~2% k f %-ud/  h Z •

Пусть пр:: каждом Ті г- 1 требуется минимизировать функцій

і „ ( г « „ ь  ь f ' l v s t l ’  . ( 6 9 !

на шокзстве __
К= І, И

V »  = /  [ > 1 П •• Ш л Ф * Л ^ ! 7 к Г ,  , к - . - r .w ' ,

! fx ̂ ‘к І і Ь, ж 2, M-t , К г 1, iJ j j 4'̂ Згу*1 < ; j Г jf Й-), 2,/7,

I $C* f ̂ 3  W  = 27 " ~  . K- M  } (60

яри условіаг:
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l h 9i« + V  a\  -  W i K  - , * 4 . 1  . (61)

» j : M ¥|)C = п̂к ~ ® , (°2^

где.

m 1 * /* ^  ;• . ,xj*4i J ,Ъ*ь1г ̂' Г j j/№dx , й - -  j a(x)dx , 4>- - r j 4>(x)dx , 
*r bh h тг Цг 4 n \ :..k ! i

■ f Г :

JK Th І Л - н
; s | ,2/.-.y H-I, K « l , ^  .

Теорема IC. Для решения разностной схемы (ЄІ), (62) при 

[2r]n t Vft верна оценка . -

N-i , N-( H-l ,
k Z  |9;я1 <  c H (k Z  !^| . t h Z Z  ILi ) (63).

j*l j-1 Х=Г1. J=1 0
для любого m  } , где CH>0 _ постоянная, которая не за­

висит от і и t . -
і .

Введем следующие усреднения решения редуцированно! задачи

(55), (56) яри IrfcV : хЛ/г

! W ; W ] „ - - { V l  , m  v -  j ! ‘j,, / № ) * ,  і- v « .

К г. 1,  fj , *̂ '0 e. *Pj , j  - o,M , % K - УІК , Vmk = > K -  ̂ •

Кроме того, определит? оператор Qn на тожестве V' формулой

Qn(b) = {"Г** } . "ДЄ Ь4 - \ ] 4 1r(x,i)dxdi, j:1,М-І,кЧ^ ■
**-, xj - 4 i

t
Обозначим { 2jK } = { } - { Ч'/к } • Ясно, что { 2 ^  ) будет

удовлетворять следующей системе

і 5- ?.к * а. йлг Z;* - aJ2j, - vjK Z,* -- Fjk , J« і^й. k*. M  , (64)



' f; 0 = 0 1 І " °л>2- -  • *  ■ %  ^  * h  1тГ *• * > (65)

где сеточная функция Fj к определяется формулой

Fjk = JjK - (I h V  V  - йЧ к  - V  V > ■ ^  ,к=С7і . C66)

Теорема I I .  Пусті, выполнено условие Су-£  t  / h і  С t 

где C j  , С ( > 0 -  постоянные,, ке з-звасжиег т  ' & и т . Тогда

верна оценка „ _

h I  I2.m| ^  с, ( tv + /і2+• -[.V-ІпЙ, VrWф ;Ія.. fj 1,(67)
V-І • •

где C? ? 0 -  постоянная, которая Kg зависит от I t  и T ,

и«, м'-iw,ii -- Crttiit*'- ы ’У1-
w j r l

Теооема 12. Пусть выполнены, условия тьореш И> Тогда для 
любых Vi V, [lr]n 6 i/ft имэет.место оценка

|№ > -  1„(М .)И ,..(.Ы г . Н в .(*>: 0 « )  . » 6’

где Сі > о -  постоянная, которая не зависит от h и T .i

Далее, используя теорему 12, и доказывая две вспомогательные 

леммы, доказана оценка скорости сходимости разностных аппроксима­
ций по функционалу в виде

11„ *, - ІІ | * %  (т; *h ) , <62)

где J .  = i-n-f У(Ь) , I _  -  <»**»£ , ^ ( Ш П)  , Cq> 0 -  постоянная,
H V  R- « -

которая не зависит ct. h u t  .

3 § 2 четвертої! глава исследуются вопросы копьчнп-раг-ноет ной

аяпрокоямашш задачи олт;нг.льного упраьгенкя «ия л*;нэйкОго уран - 

вопия !Іїр( дине.?:*' с интегральна.' критерием качества по границе об­

ласти, когда управление ыодит в коэффициент уравнения и ̂арлсит 

' o6itwt яеримекннх X  я і  .Б этом параграфе установлены 

.огн теоре*; и лемм первого параграф и л ча̂апа оценка скорое-
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ти сводимости разностных аппроксимаций по функционалу в виде

lift. - I * Сіо №  * &)  » <70>
где £10 > 0 - постоянная, которая не зависит от к и I  .

• Глава 5. РАЗНОСТНЫЙ І.ЕТ0Д РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ИГОВШШСГО УП - 

РАВЛЕНИЯ ДЛЯ КВАЗИЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ШВДШНГЕРА.
|
Пятая глава посвящеЕа исследованию вопросов конечно-разност- 

йой аппроксимации задач оптимального управления дня квазилинейно­
го уравнения Щредингера, когда управление входят в коэффициент 

уравнения. Эта глава состоит из двух параграфов.
В § I пятой главы изучается конечно-разностная аппроксама - 

ция следующей задачи оптимального управления о минимизации функ­

ционала , ' • і

• ' /  2 ' ...
Kv) *:} I f fX .T y lr )  -,}/(*)| dx (71)

0 • .
• r . > *• , *

щ множестве

V’ {*■ ■ *’ № t ) . n  W,1'1» ) , -Цщ . f I , ( a ) . і .  і  n v )‘ i ,,

f . ' . ‘ і-.-’ 
при условиях
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i E  ■ + - aw% - т и ч 1- а , I f l 2'Р« f (*,*)» (73)
it; 5^ 1

n *M  = * е (0,1), т , ШіКо, і  е г о л ) , (74)

где і ; , j  = 0,4 , - заданные положительные члсла, такие,что мно­

жество У непусто, (}», Q, > 0 - заданные числа, Ыг (0,1)
- заданная функция, G(£) ■ - заданная ограниченная измеримая функ 

цяя, удовлетворяющая условиям (57), а функции ffr1 и і(%Л)
А.

удовлетворяют УСЛОВЗЯЙ! (58).
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Записывая дискретний аналог задача (71)- v>4), получим зада- 

vj о минимизации функции

М-1 2

I n ( [ « „ b h  X  к , - ^ !  {гъ)
()

при каждом натуральном П Ъ 1 на множестве

vn 1 { і ь ) п  : ш « -  І ъ *  } * . %  . ь  * К «  ‘  Ь . і - ^

М к  I * *а, Г -Г ^ , к- Г«" , Ujtytl* Ьз.І-ї*7'’ х--2~ >

M j t i  V I  * ^  >*<!= 2' ^ r T > Кг 2_7ї ї  І  (7г' :;

при условиях

І '̂к + -̂ « е̂гс %'к " ^ “ Кк%'к ~ |<Ы Ф,К =

= //к > ї‘ (77)

<§„ = Ч» , v= в , ! , . - ,  М, f 5  9 ІК J *  9 Ик = 0 , К - Л 2 , . . . , л / ,  ( 7 8 )

і *•

где сеточные функции , 0. , определены, как и выш».

Имеет место

Творога 13. Для решения разностной схемы (77), (76) при 

0 ] й t Vn верна оценка

k  ¥  Ц » 1* * k I  I f e t w l *  *  к  £  C „ f t  Г  Ц І 1 »
*-> i-l J-І j*,

♦ ь г і м і 1 * К  z ' V  ♦ t i £  1 : 1 Ы 2 +
</*2 г - ‘ КМ І-1

+ t h Z  І  1 ^ * 1 * ) ,  ‘к*» г*
гае C/f > О - постоянная, которая не зависит от К и ^ .

;дя оцеькс поггзиностя схемы (77), (78) рассмотрим систему:
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* ч

1Ч 2/К. ' ° Ч '*  - */„ -- FjK + Q, (|*Р/к|2сР|к-

~ % i *  tyc). :80) .

Z/"'- ° ’ ^  4 і »  ‘ <** 2mk = °. , (81)

где i j K - 9 ^  - V j K ,* 9й1к - есть решение разностной схеик 

(77), (73), a явїїяптся усреднениями решения редуцирован-,

ко» задачи (73), (74) при Jrt /  . Сеточная функция F^« в дая-

но!.; случае определяется формулой:

, ,<к
fyc = ~  J J - ї(гЛ)Ч - а, 1Ч>1У ) <Ы * -

**-.і ■Ъ'М

~ ^хх ^  5̂* "* V  ‘г ̂  ' *§’* » J z f,M-i t K= I, rJ-, (82),

llveoy место-

Теорема 14,; Їїусть T  >@ удовлетворяет условию

W [ * c ,  » a *  < ( j 4 ^ j \

і * к* U .1/ р
Пусть, кроме того, шшщіеяо условие согласования "д г г. \И  Сц ,

где fjj - яостога-не, я« завксяояе от h .a f „ Тогд?

зерна оценка ■ *

й j h j j j * *  Ch  ( f M ? .  1 9 , ( М - I H J 1),  « / « > } ,  ® »
О ,

где Cĵ  > 0 - яостсяЕиая, которая не зависят от К и'С .

Ttopewa Т5, Пусть’ внполвяки условие тео.реїлг 14. Тогда для 

лвбах Ъ k У , Ц] й і Vд .тлеет моете? оценка

I JO) - li |«- f* (r !«,(»>- ІИ.І), ‘34)

где Cff > 0 ■ ■ - яостряиял, -когсгйя не забяскї or t u t .



Далее, используя теорему 15 а доказывая две вспомогательные 

леммн, доказана оценка скорости сходчмос'.’и разностных аппроксима­

ций по функционалу в ваде оценки (69).

В § 2 пятой главы изучается конечно-разностная аппроксимация 

задачи оптимального управления для квазилинейного ур"вненяя Щре - 

дингера с интегральным критерием качества по,границе области,ког­

да управление входит линейно в коэффициент уравнения и зависит 

только от переменкой X  . в этим параграфе доказаны аналоги тео­

рем s лемм, доказанных в § I этой г-язвы, и установлена оценка 

скорости сходимости разностных ааяроксижций по функционалу в ва­

де оценки (70).
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