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Ь  <&V t ч О  т
О БЩ АЯ  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  Р А Б О Т Ы

Актуальность темы. Математическими моделями многих оа- 

дач физики, техники, биологии служат нелинейные дифференциаль­

ные уравнения, решения которых обладают некоторыми свойства­

ми периодичности.

Одним ив важнейших методов исследования таких уравнений 

есть метод интегральных многообраоий.

Истоками теории интегральных многообраоий являются труды 

А. Пуанкаре по качественной теории дифференциальных уравне­

ний, А. М. Ляпунова по теории устойчивости движения и Н. Н. Бо­

голюбова по развитию асимптотических методов нелинейной ме­

ханики.

Следуя идеям Н. М. Крылова, Н. Н. Боголюбова доя рай яичных 

классов уравнений, устанавливалось существование интегральных 

многообраоий, исследовалась их гладкость, устойчивость, поведе­

ние траекторий как на многообраоии, тал и в его окрестности.

Эффективным в втом направлении оказался метод функции Грина, 

предложенный А. М. Самойленко для исследования инвариантных 

тороидальных многообраоий. Все укапанные выше вопросы со­

гласно этому методу сравнительно просто решаются с помощью 

функции Пэйна.

Однако исследовались в основном автономные системы, хотя на 

практике довольно часто вооникают системы неавтономных урав­

нений. Поэтому исследования интегральных множеств неавтоном­

ных систем с помощью функции Грина -  Самойленко представляют 

весьма важный как научный, так и практический интерес.

Цель работы. Исследование интегральных множеств нелиней­
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ных дифференциальных уравнений. Получение необходимых, а 

также достаточных условий их существовали*, исследования их 

устойчивости и поведения решений в их окрестности.

Методы исследование. В работе испольоуются идеи метода 

интегральных многообраоий, метода малого параметра, метода 

функции Грина -  Самойленко.

Научном новизна работы:

-  установлены необходимые условия существования интеграль­

ных тороидальных множеств систем неавтономных дифференци­

альных уравнений;

-  построена функция 1)>ина -  Самойленко для оадачи об ин­

тегральных множествах системы дифференциальных уравнений и 

научены ее свойства;

-  в терминах функции Грина -  Самойленко получены достаточ­

ные условия существования интегральных множеств систем диф­

ференциальных уравнений;

-  исследован вопрос о существовании асимптотически устойчи­

вых интегральных тороидальных множеств систем дифференци­

альных уравнений;

-  исследовано поведение решений системы в окрестности инте­

грального множества.

Практическом значимость работы. Полученные в диссертации 

результаты могут быть применены д м  исследования реальных ко­

лебательных процессов, вооникахшдах во многих практических за­

дачах.

А пробачим работы. Основные реоультаты диссертационной ра­

боты докладывались и обсуждались на семинарах кафедры интег
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ральных и дифференциальных уравнений иехаш ио математичес­

кого факультета Киевского университета, на конференциях "Нели­

нейные проблемы дифференциальных уравнений и математической 

финики — вторые богодюбовсжие чтения” (г. Киев, 1993 г.), "Моде­

лирование и исследование устойчивости систем” (г. Киев, 1993 г.), 

на Всеукраинской конференции молодых ученых в Киевском уни­

верситете им. Ткраса Шевченко (г. Киев, 1994 г.), а также опубли­

кованы в работах [3 -6].

Публикации. По теме диссертации опубликовано пять работ, в 

которых отражено ее основное содержание.

Структура и объем работы. Диссертационная работа состоит 

ио введения, двух глав и содержит 97 страниц машинописного 

текста. Библиографический список включает 111 наименований 
литературных источников.

С одерж ание работы

Во введении приводится краткий обоор работ но теме диссер­

тации, обоснована актуальность проблемы, сформулирована цель 

исследования, кратко ипложены основные научные положения и со­

держание работы по главам, а также перечислены основные ре­
оультаты работы.

В первой главе диссертации исследуются необходимые условия 

существования интегрального тороидального множества для сис­
темы уравнений вида

^  = a(t, <р), ^  = P (t, ip)x +  / ( і ,  v>). (1)
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В §1 вводится пространство С(Я х Тт) функция f(t,ip ) =  

=  ••• ,fn(t,v>)) -  переменных t Є Я И Ч> =  (v>l,
принимающих оначения в Я", равномерно при f € Я непре

*
рывных, ограниченных, периодических по каждой юз переменных 

(or =  1 , . . .  , т ) с  периодом 2х и таких, что существует конеч­

ное среднее оначение

t+ T  2ж 7 t

/  ( 2 ■■■ f  = Г
I о о

равномерно относительно і Є Я.

Это пространство превращается в полное нормированное введе­

нием нормы

11/Но = sup max \\f(t,<p)\\, 
ifR *>«т-

ГДЄ

ll/ll* =  £ | / l | '  
i-1

— евклидова норма в пространстве Я*.

Далее, с помощью тригонометритесхнх по ifi полиномов P{t,<p) 

іго C (R  х Тт), аналогично |87], строится цепочха гильбертовых 

пространств

Я (Я  х Тт) =  Я °(Я  х Тт) D H \ R x T m)D  . . .

. . .  Э Я г( Я х Т т )Э  . . .  Э Я°°(Я х Тт),

где Я » (Я  х Тт) =  ГГ-о Я Ч Л  * Тт ).
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Определение 1. Множество точек (t, <р, х), определенное 

уравнением

X =  u(t,<p), t e R , V>6Tm, (2)

будем называть интегральным множеством системы (1), если 

для любого решения tpi(r,<p) первого уравнения х  =  u(t, <pt(rt ip)) 
является решением системы

= Я(і, + /(1, M T > V > ) ) -

При условия непрерывной дифференцируемости u(t, tp) вопросы 

существования интегральных множеств системы (1) связаны с рав- 

решимостыо следующего уравнения в частных проиоводных

• ^  ^  <*(‘. Ч>)•= ¥>)«* + /(<.¥>), (3)

где /*(«,¥>) = ~b(t,4>).

В §§ 2, 3 приведены необходимые условия существования ин­

тегрального тороидального множества в терминах раорешимости 

уравнения

Ж  + ії^ а(і,(р) ~ + Ж*»).

Для этой цели рассмотрена однородная система уравнений

^  = a{t,ip), ^  = P{t,ip)x (4)

и ио ней построен оператор L :  II і (R х Тт) —► Я (Д  х Тт), положив 

Лі . 9и .
Ж  + +

У »  І  V T / »'

5- 4-407/ г
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где (a,(t,v>).........Om(t,¥>)) =  a {t,v ), Ht,ip) = -P(t,<p).
Д м  оператора L  введен формально-сопряженный оператор 

L* : # '(Я  х Тт) —> Я  (Я х Тт), определяемый выражением

По оператору V , аналогично оператору L, построена сопряжен­

ная к (4) система уравнений

В § 2 докапана следующая лемма.

Л ем м а  S. Для любых функций u, t> Є C (R  х  Тт) справедливо 

равенство

(Lit, v)0 =  ( и ,  £*и)0.

Испояьоуя ее, получено следующее утверждение.

Л ем м а 4. Пусть система уравнений (1) имеет интегральное 

множество

Тогда и Є C (R  х  Тт) и Lu(t,<p) —

Следствием приведенных выше лемм явмется следующая тео-

где b*(t,ip) — сопряженная к b(t,tp) матрица, а

(5)

x = u(t,ip), і ел, ір£Т „ . (в)

рема.
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Т еорем а 1.2. Для того чтобы система уравнений (1) имела 

интегральное множество, необходимо, чтобы выполнялось ра­

венство

(/,«) о=0 (7 )

для любых функций и, определяющих интегральное множество 

х — v(t,ip), t Є Я, ір Є Тт, сопряженной системы уравнений (5).

Полученные в § 2 реоудьтагы испольоуются для дохаоательства 

необходимых условии существования интегральных множеств ли­

нейной системы с произвольной неоднородностью.

Имеет место следующая теорема § 3.

Теорем а 1.3. Для того чтобы система уравнений (1) имела 

интегральное множество для произвольной функции /  Є C (R xT„), 

необходимо, чтобы однородная система уравнений (4) не имела 

невырожденных интегральных множеств, а сопряженная система 

уравнений (5) не имела отличных от тривиального х  =  0, 

і Є R, ір Є Tm, интегральных множеств.

В §4 рассмотрены достаточные условия существования интег­

ральных множеств линейных расширений неавтономных уравне­

ний вида (1) с использованием функции Г^>ина -  Самойленхо.

Рассматривается система уравнений

ней строится функция Грина -  Саыонленко G(t,s,ip) следующего

2*  7

dx
~ й  =  ¥><(т, ¥>))*, (8)

где уР((т, tp) — решение, принимающее при 1 = г (значение tp, и по



вида:

Ф(*. ¥>)<?(*, ¥>)). » < t ,
-П \( іуір)[Е -  C(»,<p,(t,<p))\, s > t ,

удовлетворяющая условию

j  | |G ( l,a ,v ) ||*  < к < oo ( 10)

при все* t Є R  в  <p Є Tm. Здесь fi‘(t, із) — матрицант системы 

уравнений (8).

Докаоава следующая теорема.

Т еорем а 1. Пусть в системе уравнений (1) функции a(t,<p), 

f{t,<p) и P(t,<p) непрерывные по t Є Я, <р € Тт, ограниченные при 

ecet t 6 R, <р Є 'T-ГПУ 2п-периодические по <р„, і/ = 1, . . .  ,т , а 

также функция а({, ip) удовлетворяет условию Липшица по <f> рав­

номерно относительно < 6  R . Пусть также для системы (4) 

существует функция Грина -  Самойленко G(t,»,ip)j удовлетво­

ряющая неравенству (10). Тогда система уравнений (1) имеет 

интегральное множество

x =  u I G (t,8t<p)f(»t>p.(t,v>))ds, «Є Я, <рЄТт,

С использованием теоремы 1 приведены условия асимптоти­

ческой устойчивости интегрального множества системы (1). Спра­

ведлива следующая теорема.

00

•оо

причем

*up max ||ti(t,v>)|| < К  8UP т «  11/(*.<Р)И-
(6я » еТ- (€Й  *>«т -

8
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Теорем а 2. Предположим, что система уравнений (1) удов­
летворяет условиям теоремы 1. Пусть также матрицант сис­

темы (4) Я‘,(т,ір) удовлетворяет неравенству

| |f ti(rl¥>)|| < К е ~ * - \  для t>  я € R.

Тогда система уравнений (4) имеет интегральное множество 

t

х = и(t,ip)=  J G (t,s, Ч>)) ds, t € R ,  4> eT m,
—СО

и это множество является асимптотически устойчивым.
Во второй главе положенные в главе 1 реоультаты существова­

ния интегральных множеств для линейных расширений испольоу- 

ю гея для исследования интегральных множеств нелинейных систем 

уравнений вида

^  ^  =  F(f, <р. х), (11)

правая часть которой определена и непрерывна по t, <р, х  в области

Ml < 4  ц > € Т т, (12)

и является периодической по (pv (і/ = 1, . . .  ,т )  с периодом 2».

В § 1 приведен один ио процессов линеаризации, позволяющий 

отыскивать интегральную поверхность (в) системы (11). Для этого 

выделено ио второго уравнения системы (11) "линейные" члены, 

оаписав эту систему уравнений в виде

~  = a(t^p ,x), ~  _ (13)

9



/(*.¥>) =  *”(*,¥>.0).

о

Реадноация приведенного процесса динсаршэации требует вы­

яснения условий, при которых система уравнении

~  = a (t,v )  + a i(t,v ),

(14)

имеет интегральное множество

x =  ti(f,p), t e R ,  <р£Тп . (15)

О пределение 1. Функцию Грима -  Самойленко G(t,s,<p) систе­

мы (4) будем называть грубой, если найдется постоянная 6 > 0

такая, что система уравнений

^ -  = a (t)V>) + a ,( t ,p ) , ^  = P (t,ip)z  (16)

всякий раз, когда а\ Є С ‘(Я х Тт) и

M i  < 6, (17)

имеет функцию Грина -  Самойленко G(t,s,tf>), для которой

т ,  3, <p)/(t, ipt(T, v»))|, < К е - + - l | / | j , (18)

10



где f  — произвольном функцы из C l(R  х Тт), <pt(r,<p) — решение 

первого из уравнений (16), К  и 7  — положительные постоянные, 

не зависящие от t, <р, 6 в / .

Существование интегрального множества для грубой функции 

Грина -  Самойленжо обосновывает следующая лемма.

Л ем м а 1.2. Пусть система уравнений Ц) имеет грубую функ­

цию Грина -  Самойленко G{t,a,ip). Тогда можно указать та­

кое р =  р(6) > 0, р(6) —► 0 при 8 —» 0, что для любых 

аі Є C l (R  х Тт), Pi Є С 1 (f t х Тт), удовлетворяющих условию

h l i  +  lf ll. < р , (19)

в произвольной функции /  Є C l(R  х Тт) система уравнений (14) 
имеет интегральное множество (15), удовлетворяющее условию

M i  < t f i | / l i .  (20)

где К \ — положительная постоянная, не зависящая от р и f .

В § 2 докапанные в § 1 леммы иснолызуются для установления су­

ществования интегрального множества системы уравнений

dip
—  =  а{г,<р,хуе),

(21)
—  = P(t,<p,x,e)x +  f{t,ip ,c),

где а(1,(р,*,є), P (t,ip ,x ,e), f{ t,ip ,c)  — периодические no ipy, 

v  — 1 , . . .  ,m , периода 2n функции, определенные и непрерывные

II



по всем переменный (, у>, і ,  є в области

11*11 < 4  ten, <ретп, се[0,£о]

и такие, что

/(<,*>,о) = о, «ей ,  V>erm. (22)

Условие (22) гарантарует существование тривиального интеграль­
ного множества

X = 0, < Є Я, V Є Tm (23)

системы (22) при є =  0.

Запишем уравнение в вариациях, соответствующее множеству 
(23). Оно имеет вид

Имеет место следующий основной реоультат § 2.

Теорем а 1. Пусть функции о, Р, J  имеют непрерывные по 

ip, х , є из области (11) частные производные. Предположим, что 

система (Щ) имеет грубую функцию Грина -  Самойленко. Тог­
да можно указать достаточно малое £о такое, что для любого 

є Є (0, Со) система уравнений (£1) имеет интегральное множество

^  = ao(t,vp), ^  = P0(t,<p)x, (24)

где обооначено

ао(<,¥>) =  «(*.»>. 0 . 0 ) .  Pb(t,4>) =  P { t , V ,  0 , 0 ).

x = u(i,¥3,e), t e R ,  <рЄТ„

12



с функций и, принадлежащей пространству С°(Я х Тт) и удов­
летворяющей неравенству

Mo,iip <  K \f \u  (25)

где К  — положительная постоянная, не зависящая от є.
В (заключительном параграфе приведены достаточные условия 

экспоненциальной устойчивости интегрального множества иссле­

дуемой системы (1.2).
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