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З А Г А Л Ь Н А  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  Р О Б О Т И
А ктуальн ість  теми. Диференціальні рівняння з мірами виникли 

при створенні більш досконалих математичних моделей фізичних 
явищ, де природним чином поєднуються поняття дискретності і не­
перервності (дискретно-неперервні Моделі). Характерною особли­
вістю таких рівнянь є той факт, що в праві частини їх входять додан­
ки, які містять добутки узагальнених функцій на розривні. Ці добут­
ки не завжди існують в сенсі класичної теорії узагальнених функцій, 
в зв’язку з чим різні підходи до означення розв’язку можуть приво­
дити до різних результатів.

Розглянемо, наприклад, задачу Коші

Г ' ( . г )=  С '(.г) • 1 »  +  Ґ ( х ) ,  (1)

У ( х 0) =  У0, х0 е І ,  (2)

де С(л-) Є С ( І пх" ) ,  F{ x )  Є £ (/ "х1). С ( х ), F (x )  Є В\\ос( І ) ,  а диферен­
ціювання в (1) розуміється в узагальненому сенсі. Якщ оС(-г) і F ( x )  € 
А С  ( І ), то задача (1), (2) еквівалентна інтегральному рівнянню

Y ( x )  =  Y0 +  [  dC ( t )  Y [ t )  +  F ( x )  - F ( x 0) (3)

Го

з інтегралом Лебега. Ця еквівалентність зберігається також і в тому 
випадку, коли С ( х )  Є В\)сос( І ) .  F { x )  Є В\)ос( І ) ,  причому тепер в (3) 

класичний інтеграл Рімана-Стільтьєса.
В загальному випадку розриви матриці-функції С ( х )  обов'язково 

породжують розриви розв’язку У ( х )  в одних і тих самих точках, 
в зв’язку з чим добуток матриці-міри С ' { х )  на функцію оЕ^меженої 
варіації У ( х ) ,  взагалі кажучи, неоднозначний. Відомо, що означення 
розв'язку задачі (1), (2) в такій ситуації реалізувалося в наступних 
трьох основних напрямках.

Перший підхід пов'язаний із спробами формалізації задачі (1), 
(2) в рамках теорії узагальнених функцій: спочатку на основі секвен- 
ціального підходу вводилося означення добутку міри на функцію 
обмеженої варіації, а потім на цій основі давалося означення розв’яз­
ку задачі (1). (2).

Другий підхід грунтується на тому, що під розв'язком вихідної 
Задачі Коші розуміється розв'язок інтегрального рівняння (3), де 
інтеграл трактується в сенсі Лебега-С тільтьєса , Перрона-Стільтьє- 
са, як некласичний інтеграл Рімана-Стільтьєса, тощо. У  всіх цих 
випадках, очевидно, стрибки розв’язку залежать від значень функції 
С ( х )  в точках розриву.



Третій підхід запропонований А.Н>.Левіним і базується на ідеї 
апроксимації елементів матриці-функції С(.г)  Є В\)ос( І )  послідовніс­
тю гладких функцій. -ч

В 40 - 50 роках в роботах І.С.Каца. М .Г .Крейна і Ф.Р.Гантмахе- 
ра детально .вивчаються крайові'задачі (задачі на власні значення) 
для звичайних диференціальних рівнянь другого і четвертого поряд­
ків, що описують коливання струни і балки з дискретно-неперервним 
розподілом маси. Ці дослідження проводилися без застосування 
теорії узагальнених функцій, яка на той час ще не була створена. 
Проте, корис туючись сучас ною термінологією, ці рівняння можна 
записати у вигляді у"  +  А • М ' ( х ) у  =  0 і </(4) — А • М' (х\у  =  0, де М(. г )  

функція обмеженої варіації, \ Ґ ( х )  її узагальнена похідна (міра), 
що дає основу роботи названих авторів в рамках першого і другого 
підходів вважати'піонерськими.

Важливий внесок в розвиток теорії систем звичайних диферен­
ціальних рівнянь з узагальненими функціями в коефіцієнтах і правих 
частинах, а також пов'язаних з ними інтегральних систем, зроблено 
в роботах Ф.Аткінсона, Я .В .Радино, С.Т.Заваліщина, О.М.Сєсєкі- 
на, Ю.В-. Покорного, Є.А.Барбашина. А.Ф.Філіпгіова, Д.Ве кслера, 
Я.Курцве йля, Я .Лігсзи, С.Пандіта. С.Ш вабіка і інших авторів.

Слід  відзначити, що ; зв'язку з вивченням поведінки динамічних 
систем з імпульсною структурою успішно застос овується Теорія ди­
ференціальних рівнннЬчЗ імпульс ною дією, підвалини якої було за­
кладено ще в GO-х роках. Ця теорія побудована і розвиваєтьс я в 
■роботах А.М.Самойленка. М.О.Перестюка, Д.І.Мартинюка, В.К). 
Слюсарчука та багатьох інших представників і послідовників київ­
ської математичної школи.

М ета  роботи. Виділення і вивчення класів систем звичайних 
диференціальних рівнянь .з мірами, розв'язки яких не залежать від 
означення добутку міри на функцію обмеженої варіації: загальних 
питань, елементів якісної і с пектральної теорій, наближених методііі 
побудови розв'язків.

Наукова новизна. В дисертаційній роботі започатковано і роз­
винуто науковий напрямок в теорії узагальнених диференціальних 
рівнянь, що пов'язаний з новим коректним означенням розв взк\
В ній розв'язані наступні конкретні задачі, що визначають ннуковч 
новизну роботи.

Встановлено ефективні критерії однозначної визначеності (ко 
ректності) розв’язку В  С е Н С І  теорії узагальнених функцій Л І Н І Й Н И Х  і 

кв;. »Ьіінійних диференціальних систем з мірами, що явно виражають 
с>* *ї« р '̂. їх коефіцієнти і праві частини.

Розроб v зо  основи теорії лінійних (зокрема, гамільтонових і пе­
ріодичних/ і kw?зілінійних диференціальних с истем з мірами і « ьвіва- 
лентних їм інтегральних сис тем.

На основі розвитку конце пції квазіпохідних та вивче нні струк­
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тури відповідного еволюційного.оператора побудована лінійна к-о- 
рія скалярних і матричних кв а з і диференціальних рівнянь з .коефіці- 
єнтами-мірами і правими частинами узагальненими похідними ви- 
щих порядків від функцій локально обмеженої варіації.

Показано, що при вивченні елементів теорії стійкості таких сис­
тем може бути природним чином застосована класична схема пер­
шого методу Ляпунова.

Поширено результати Ф„\ткїН( она по'дослідженню крайових 
задач для диференціальних рівняне із «-умовними за Лебегом  коефі­
цієнтами на узагальнені диференціальні рівняння з мірами. Цс дало 
можливість для широкого класу реальних дискретно-неперервних 
систем отримати основні положення спектральної теорії; теореми 
про розвинення в ряди зА власними функціями, структуру та власти­
вості аналога функції Г ріна.

Запропоновано і апробовано наближені методи розв'язування 
дискретно-неперервних крайових задач, що грунтуються на апрок­
симації коефіцієнтів відповідних диференціальних рівнянь та на, зве­
денні до еквівалентних систем завантажених інтегро-квазідиферен- 
ціальних рівнянь типу Вольтерра-Стільтьєса.

М етодика дослідж ення. В роботі використовуються методи 
теорії звичайних диференціальних рівнянь, теорії функцій комплекс­
ної змінної, теорії крайових задач, теорії інтеграла, теорії, узагаль­
нених функцій.

В ірогідн ість р езультатів . Всі результати дисертації сформу­
льовані у вигляді теорем, лем та наслідків і повністю доведені.

Теоретичн а  і практична 'ц ін н ість . Робота Siae теоретичне 
значення. Конструктивний характер .результатів дозволяє застосо­
вувати їх в прикладних задачах при дослідженні доливань і стійкості 
систем з дискретно-неперервним розподілом параметрів, в узагаль­
нених задачах теплопровідності, в задачах оптимального управління 
імпульсними системами тощо. Деякі результати, ідеї і методи даної 
роботи вже використані в кадидатських дисертаціях (Стасюк М.Ф., 
1989: Пахолок Б.Б., 1990: КісілевИч В.В., 1992).

А п робац ія  роботи . Основні результати дисертаційної роботи 
доповідалися і обговорювалися на: І-й, 2-й, 3-й Всесоюзних конфе­
ренціях Новые'подходы к решению дифференциальных уравнений” .
- 1981 р.. 1989 р., 1991 р. - м. Дрогобич: Республікансіких конферен­
ціях ’ Разрывные динамические системы” . - 1989 р., м. Київ. 
1990 р., м. Івано-Франківськ. - 1991 р., м. Уж город; IV  Уральськ ій  
регіональній конференції "Функционально-дифференциальные урав­
нения и их приложения” . - 1989р., м. Уфа; Всеросійській школі- 
семінарі Современные методы в теории краевых задач” . - 1992 р., м. 
Воронеж: Всеросійській школі “ Теория функций. Дифференциаль­
ные уравнения в математическом моделировании” . - 1993 р., м. Во­
ронеж: щорічних конференціях професорсько-викладацького складу

.5



Львівської політехніки, 1080 - 1994 p.p.; Львівському об єднаному 
міському семінарі з теорії диференціальних рівнянь, 1985 - 1994 p.p.; 
семінарі з теорії диференціальних рівнянь Чернівецького державного 
університету, 1990 р., м. Чернівці; семінарах з теорії диференціаль­
них рівнянь Інституту математики АН  України, 1991 p., 1994 p.. 
м. Київ; семінарі кафедри функціонального аналізу Білоруського 
державного університету, 1993 р., м. Мінськ; Всеукраїнській науко­
вій конференції "Нові підходи до розв'язання диференціальних рів­
нянь” . - 1994 р., м. Дрогобич; засіданні Львівського математичного 
товариства, 1994 р., м. Львів.

П ублікац ії. Основні результати дисертації опубліковані в робо­
тах [1 - 27]. Спільні роботи, крім [15], написані з учнями дисертанта.

Структура і обсяг роботи. Дисертація складається із вступу, 
шести розділів, висновків і списку літератури, що містить 181 найме­
нування. Обсяг роботи —  269 сторінок машинописного тексту.

З М ІС Т  Р О Б О Т И  
В роботі прийняті наступні позначення і означення.

1. І  відкритий інтервал дійсної осі Я.
2. С ( І Ікк) —  простір І х к матриць-функцій, що визначені на І .
3. |А| — норма матриці А  Є С ( І Іхк) визначається як сума модулів 

всіх її елементів «.j-:

І к

иі = Е Е і“оі-
>•=1 j= і

4. С к( І )  простір А--разів неперервно диференційовних на І  функ­
цій.

5. А С  ( І )  простір локально абсолютно неперервних на І  функцій.
С. L ( I ) простір сумовних за Лебегом на / функцій.
7. 1>2(1) —  простір квадратично сумовних на І  функцій.
8. BV’ [a; Ь] —  простір функцій обмеженої на компакті [а;Ь] варіації.
9. B l r+[a;f>] —  простір неперервних справа функцій обмеженої на 

[а; Ь] варіації.
10. BVioc( i )  —  простір функцій локально обмеженої на І  варіації.
11. B V f ^ i )  —  простір неперервних функцій локально обмеженої на 

І  варіації.
12. BVfoc( i )  — простір неперервних справа функцій локально обме­

женої на І  варіації.
13. D j  — простір фінітних на І  функцій.
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о

14. простір неперервних фінітних на І  функцій.
13. / * <у згортка узагальнених функцій f ( - r )  і </(■'■)•
10. І'яь.4(.г) повна варіація матриці-функції Л (х ) Є С ( І u k ) на [a ;t], 

що визначається як сума повних варіацій всіх її елементів

І к

У а М г )  =  Y .  Z  К Ь« і А ' ) -

J=l

V  випадку напівнескінченного інтервал» вважається, що Л (х )  
має обмежену варіацій) на [«: > :). якщо Л { г )  має обмежену варіа­
цію на довільному компакті [«;/>] С [н; эс) і повні варіації \ „ь.4(л") 
обмежені в їх сукупності, тобто

Г *  .-!(.»■) =  Мір Г„ьЛ (х ) <  ос.
h>a

1” . А / (< ) =  /(.г +  0) — f ( . r  — 0) стрибок функції f ( x ) € В\'іос( І )  в 
точці .»• Є І .

15. клас неперервних справа ^-періодичних функцій

локально обмеженої на І  варіації.
 ̂ вступі обгрунтовується актуальніс ть теми дослідження, виз­

начається мета роботи, подається огляд робіт, що ідейно близькі до 
теми дисертації. зроблено короткий аналіз отриманих результатів.

Р о зд іл  1. Н Е К Л А С И Ч Н И Й  ІН Т Е Г Р А Л  Р ІМ А Н А -С Т ІЛ Ь Т Ь Є С А  
І М А Т Р И Ч Н І ІН Т Е Г Р А Л Ь Н І  Р ІВ Н Я Н Н Я

Розділ прис вячено вивченню властивостей некласичногб інтег­
рала Рімана-Стільтьєса та пов'язаних з ним лінійних матричних ін­
тегральних рівнянь.

!jl носить допоміжний характер. В ньому обговорю ється питан­
ня про добуток міри на функцію локально обмеженої варіації. Нехай- 
матриці-функції /(.г). </(.!•) € В \ - деяка іб-послідовність, 
г(-і ' ) Є D j .  Тоді, згідно із секвенціальним підходом, добуток у' ( x ) j ( r )

визначається як слабка границя ц'(.г) ■ f ( . r )  =  lim ((g '(.r ) * 6 „ )  • (/ (x )*
n—*oo

*/'„)■■?)■ H загальному випадку (без додаткових умов на функції / і 
у) Ц<‘й Добуток не існує, тобто залежить від вибору послідовності й„.

Л ем а  1.2. Якщо /(.г). /(.г) € ВГ/„г(/). то добуток у ■ / існує на / 
тоді й тільки тоді, коли

Л у (х )  ■ А / (х ) =  0 Vj- Є / С4)



о

Означення 1.2. Якщо виконується умова (4), то добуток д ■ f  
називатимемо коректним.

В !j2 дано означення некласичного матричного інтеграла Рімана- 
Стільгьєса

о Ь

J  '/»(•'•) /(•'•) = J  'ІЦг(-І') ■/(■!■)+ 52 ■ f(J' ~ ° ) (5)

і вивчаються його властивості. х
Т еорема 2.2. Якщо / (•' )• Є В\]^с( І ) .  то //(.;•) =  / dg(t) ■ f ( t )  €

В\~!*с( І )  Уг 6 / неперервна в точках неперервності g(.v). Якщо ./« 
точка розриву </(.**), то Л//(.г0) =  Лу(.ги) • /(.г0 — 0).

Теорема 2.5. М ає місце формула інтегрування частинами

ь 6

/ ^ • )  / ( х ) + у  =  (//(.<■) 2 1  д ? / и д / и -  (о)
о а " < Х < Ь

В $3 вивчається інтегральне рівняння

Y ( x )  =  Г ( « )  +  f  , ІС(І )  ■ 1 (f )-  «,-<• € /. (7)

де У  є £ (/ ’” ' 1). С  Є £ (/ " “ " ).  причому С (.і) Є Це інтеграль­
не рівняння має єдиний розв'язок У(-і') в класі D\ причому
Л У { х )  =  ЛС(.і ) • V(.i -  0). Т\т досліджуються властивості еволюцій­
ного оператора рівняння (7). тобто матриці-функції D(.r.s). що по 
змінній х задовольняв рівняння (7)J умову /?(*.») =  Е  ( Е  одинична
п х п матриця):

1) V.r' <  G [«: 6• С J ' В Щ л =  Е:
2) V./ <  £ г ' "  є [«:/,] С-/ « І . , • Л(.г"..-М =, .г'):
3) Розв'язок рівняння (7) зображається у виг ляді

■ ^ , V ( j )  =  B ( r . f )  ■ У  (а). (§ )

Неоднорідне рівняння ,

X

Y ( x )  =  [  < l C ( t ) i f f )  -г Г (.і). Г (п ) =  '■'(«) (° )



вивчається в §4 .
Теорем а 4.1. Розв'язок неоднорідного різняння (9) має вигляд

Y ( j ) =  B ( x .a ) - Y (n )+  І B(r , t ) - , IL ( t ) ~  £  B ( x , y ) A C ( y ) ± U ( v ) -  (10)

В |j5 вводиться поняття « пряженого до (7) рівняння, тобто тако­
го. яке задовольняє по змінній .ч еволюційний оператор B ( r . s ) :

\ т
J*

В(х ,я )  =  Е  +  j  B[ x , t ) , lC ( t )  -  Y 1  B ( r , s - 0 ) [ Е  +  A C ( y ) ] ~ x[±C ( y ) ] ' i

(И)
Т ут  слід зауважити, що в (11) сума зникає, якщо [Л С (г ! ]2 == 0 я кож­
ній точці розриву матриці-функції С(.г )  і тоді рівняння (11) набуває 
класичного" вигляду.

Р о зд іл  2. Л ІН ІЙ Н І Д И Ф Е Р Е Н Ц ІА Л Ь Н І С И С Т Е М И  З М ІР А М И

З точки зору введення поняті я розв'язку .та вивчення загальних 
влас тивостей лінійних диференціальних систем з мірами цей розділ 
є центральним.

D ?(С розглядається однорідна диференціальна система

Y ' ( .r )  ~ С ' ( ґ ) ■ У‘ (х ) (12)

V ( „ U) =  V0, х 0 Є/ , (13)

де С ( х )  є В \ ] 1 ( І ) .
Означення 6.1. Будемо говорити, що вектор-функція Y ( x )  на­

лежить до допустимого класу (У’ (х). 6 D *), якщо: 1) У‘ (.г) Є ВУ £С( І )  і ” 
2) АС (г ) • AV'(j-) =  0 V.r є І.

Означення 6.2. Під розв'язком рівняння (12) розуміємо вектор- 
функцію У (,г) е  D k. що задовольняє його в узагальненому сенсі.

Теорема 6.1. D клаг-і функцій Y ( x )  Є і?*, початкова задача (12), 
(33) та інтегральне рівняння 4

Г

Y ( x )  =  У о ■(- J  dC{ t )  ■ У  ( і ) (14)

I



s

еквівалентні.
Теорем а 6.2. Д ля існування розв'язку У{.г)  є D k інтегральною 

рівняння (14) необхідно і досить виконання умови

Означення 6.3. При виконанні умови (15) лінійну однорідну ди­
ференціальну систему (12) будемо називати коректною.

Надалі в роботі розглядаються виключно коректні системи.
З теорем 6.1, G.2 бипливають наступні наслідки.
Н аслідок  1. При виконанні умови (15) існує єдиний розв’язок 

У ( х )  6 Dk початкової задачі (12). (13).
Н аслідок  2. Стрибок довільного розв’язку Y ( x )  рівняння (12) 

виражається формулою

Н аслідок  3. Множин і всіх розв’язків рівняння (12) утворює п- 
вимірний векторний простір, база якого є фундаментальною систе­
мою розв'язків цього рівняння.

Н аслідок  4. Існує еволюційний оператор D( .r ,s ), що є розв яз- 
ком початкової задачі

При цьому розв’язок задачі (12). (13) зображається у вигляді

Властивості еволюційного оператора і неоднорідне рівняння 
вивчаються в §7.

Крім цього, має місце аналог формули Ліувілля-Остроградсько 
го-Якобі:

[ A C V l f  =  О V.,- Є І (15)

Д Г (г )  =  Л С И - Г ( . г ) (10)

D ' ( r . s )  =  С' ( . г )  ■ B{ r . s ) .  B(s, s) -  Е. ( IT)

у (■>■) =  в(.г..Гу) • j ;,. ( І Ь ,

1. B (x ,s )  ■ B(x, . r ) =  E:

2. B (x ,s )  € B V + j j )  як по r .  так і по ж;

3. В(х ,  s) =  [Е +  ЛО  (.г)] • В (.г -  0. »);

4. В(х ,  я) =  В(х .  s -  О) ■ [Е  -  ЛС’(» )].

( 10)

d e tB (x ,x0) =  Г І  (■*■»)] ’ охРIїї /'КЛ')}.

<
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де х я € І  точки розриву матриці-функції O (jt), r~(.r) діагональні 
елементи неперервної складової цієї матриці.

Л ем а  7.1. В* (х ,ь )  по змінній я є розв’язком спряженої узагаль­
неної дифе ренціальної системи

Z '  =  —[С *(я )]' ■ Z. (21)

Наслідок. Еволюційний оператор Ф(.г,я) спряженої дифоренці-
альиої системи (21) задовольняє тотожність

Ф (г ,я ) =  [В 'Ч -г.я )]*- (22)

Далі в цьому параграфі розглядається задача (1), (2), де C (.r), F (j- ) Є 
В \ , 1 ( І ) .  а умова коректності (13) відповідної однорідної системи 
вважається виконаною. Розв'язок задачі (1), (2) природним чином 
шукається в класі £>*., але умова (13) сама по собі ще не гарантує 
його існування.

Л ем а  7.2. В класі функцій V(.i ) Є £>а- початкова задача (1). (2) і
інтегрально рівняння (3) еквівалентні.

Теорем а 7.1. При виконанні умови (13) для існування розв'язку
1 (.с) Є .Од. інтегрального рівняння (3) необхідно і досить виконання 
умови

Л Г ( г )  • A f ( j - )  =  0 V.i- є  /. (23)

Наслідок. При виконанні системи умов

[ЛС(а-)]* =  0. ЛС'(.< ) ■ A F ( j  ) =  0 V.r Є І (24)

початкова задача (1). (2) має єдиний розв’язок У (х )  Є D що зобра­
жається у формі Коші

т

¥(.,■) =  В (..-,.. 0) • 1І4- /  B (.r,s)rfF(*), (25)

J*o

де B(.i\s)  еволюційний оператор відповідної однорідної системи.
Очевидно, що при виконанні системи умов (24) диференціальну 

систему (1) теж доцільно називати коректною.
В >і8 викладено основні положення теорії лінійної однорідної і 

неоднорідної коректних періодичних систем з мірами. Спочатку роз­
глядається однорідна система

У ' ( х )  =  С'(а-) ■ Г (х> , (26)
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де Y(jr ) ,  С ( х )  є С ( І пк" ) .  С ( х )  є тобто С ( х  +  w) =  С(х ) .
[0,^;] С /, причому [ЛСЧ-І-)]’2 =  0 V.r Є І.

Л ем а  8.1. Довільна інтегральна матриця Ф (х) системи (20) во- 
лодіє властивостями: {

1) Ф(-г+о>) =  Ф(л-) ф-^л-о) Ф{.і0 +  и.-)., х0 4 [0,^];
2) якщо, зокрема, Ф(.г) =  В(.г,0), де J3(x, s) еволюційний опера-

тор рівняння (2G), то Ф(.г +  =  Ф(х)  •
Означення 8.1. Матриця B(uJ4 0) називається матрицею моно- 

дромії системи (2G), а її власні значення р, мультиплікаторами.
Теорем а 8.2. Д ля довільного мультиплікатора р існує нетриві­

альний розв'язок У’ (.г) системи (2G) такий, що

і навпаки, якщо для деякого нетривіального розв'язку цієї системи 
Y ( x )  має місце рівність (27), то р мультиплікатор цієї системи.

Наслідок. Система (26) має -^-періодичний розв'язок тоді й тіль­
ки тоді, коли хоча б один з и мультиплікаторів дорівнює одиниці.

Т ут  доводиться також аналог теореми Ляпунова про звідність 
до автономної системи.

Теорем а 8.3. Існує взаємно-однозначна відповідність, що зада­
ється формулою V(a*) =  I уі-1' )  • Z ( x )  між розв'язком системи (26) і 
розв'язком автономної системи

де F ( x )  Є QBV^c( j )  і Д С (х )  • A F ( j-) — 0 V.r Є /, встановлена
Теорем а 8.4. Якщо відповідна однорідна система (26) не має не­

тривіальних ’̂-періодичних розв'язків (всі мультиплікатори ft і Ф 1). 
то неоднорідна система (28) має єдиний ^-періодичний розв язок. 

Резонансний випадок описує 
Теорем а 8.5. Нехай однорідна система

Г(/ +  и;) =  /|.Г (4 (27)

Z:(.v) =  Q  Z ( x ) .

де B{i2,0), Р ( х )  =  в\х,.0).-*_ у ' .
Для неоднорідної періодичної системи

) =  С'(.г)  • У ( х )  4- F \ .r ), (28)

Y ' ( x )  =  С ' ( х )  ■ Y (x ) , (29)

' А  к
де У »  Є С ( І " ХІ ). С ( х )  Є £ (/ " * " ) ,  С (х )  Є U B V + j i ) ,  [Л С (.»)]2 =  О 
V.r Є /. має к лін ійно незалежних ^-періодичних розв язків !/(.*•)* 

і =  1, к, к <  гг. Т од і
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1) спряжена система

Z ' ( x )  =  - ( С ' ( х ) ) '  • Z(x )

також має к лінійно незалежних розв язків;
2) неоднорідна система

У ' ( х )  =  С ' ( х )  ■ У ( х )  +  F ' ( x )

має ^-періодичний розв'язок тоді й тільки тоді, коли виконують­
ся умови ортогональності

о>

J  Z ' ( x )  ■ ,tF (x ) =  0 , і =  Ї7 Т -

о

Відомо, що існування -^-періодичних розв'язків лінійної дифе­
ренціальної періодичної системи пов'язане з наявністю її обмежених 
розв'язків. Наступне твердження є поширенням теореми М ассера 
на узагальнені диференціальні періодичні системи.

Теорема 8.6. Якщо лінійна неоднорідна -/-періодична система

(28) має обмежений розв'язок У ( х )  (х >  0). то для цієї системи існує 
-.’-періодичний розв'язок.

Н аслідок . Якщо узагальнена коректна лінійна неоднорідна ш- 
періодична система (28) не має -.’-періодичних розв’язків, то всі роз­
в'язки цієї системи необмежені Vr € [0, оо).

Під узагальненою гамільтоновою системою, що розглядається 
в *59. розуміється диференціальна система

У ' ( х )  =  І С ' ( х ) - У ( * )  л (ЗО)

з дійсною симетричною матрицею С ( х )  Є BVJX( I ) ,  де І  —  симплек- 
тичца одиниця, а У ( х )  Є С ( І 2" * 2" )  і виконується умова коректності 
А С{> )  ■ І  ■ Л С ( х )  =  0 Vj- Є І.

Л ем а  9.1. Д ля довільних розв’язків У ( х )  і Z ( x ) рівняння (ЗО) їх 
симплектичний добуток сталий: У ’ (х )  ■ Т - Z ( x )  — Р , де Р -—  стала 
(2/і х 2п) матриця.

Крім того, має місце узагальнення теореми Ляпунова-Пуанкаре. 
Теорема 9.1. Якщо С ( х )  Є 11В\',^Г( І ) ,  В (х .  я) ■— еволюційний опе­

ратор системи (ЗО), То характеристичне рівняння det[A.E — B(uj, 0)] =  0 
зворотне.

С лід  зауважити, що зовнішня подібність лінійних диференціаль­
них систем з мірами до аналогічних систем Каратеодорі є наслідком
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виконаним умов коректності, ідо дає можливість зберігати диферен­
ціальний формалізм.

Р о зд іл  3. К О Н Ц Е П Ц ІЯ  К В А З ІП О Х ІД Н И Х  І У З А Г А Л Ь Н Е Н І 
К В А З ІД И Ф Е Р Е Н Ш А Л Ь Н І Р ІВ Н Я Н Н Я

В цьому розділі показано, що концепція квазіпохідних природним 
чином вписується в теорію звичайних диференціальних рівнянь, в 
зв язку з чим без обмеження загальності всі звичайні диференціальні 
вирази і відповідні їм диференціальні рівняння надалі називатимемо 
квазідиференціальними (К Д В  і К Д Р  відповідно).

В $10 розглянуто конкретні приклади К Д Р , звідки випливає не­
можливість постановки для всіх класів звичайних диференціальних 
рівнянь стандартної задачі Коші (в термінах розв'язку і звичайних 
похідних), а також дано деякі основні означення.

Нехай 1„[у] КДВ  rt-го порядку і

/„(у] =  0 (31)

відповідне К Д Р . що за допомогою вектора Т (•**) =  соІОі)(у(.г),
• • •. у[п~1\.г) ) зве: иться до коректної диференціальної системи

У'(и-) =  С' ( . г )  ■ у » .  [АС(.Г)]2 =  0 у?г Є і .  (32)

Означення 10.1. функції і/!'!(.г), і =  0 , «  — 1 (?/°̂  =  у) називати- 
мемо квазіпохідними КДВ І „[у].

Означення 10,2. К Д Р  (31) називатимемо коректним, якщо ко­
ректна відповідна йому система.

Наведені в цьому параграфі приклади показують, що невдалий 
підхід до вибору квазіпохідних може привести до некоректної систе­
ми і навпаки.

Означення 10.3. Під розв’язком К Д Р  (31) будемо розуміти пер­
шу координату у(.с) вектора і*(.г) системи (32), що задовольняє його 
в узагальненому сенсі.

Розглянемо тепер спряжену до (32) систему

Z ' ( x )  =  - ( C ' ( x ) ) '  Z ( x )  (33)

і позначимо Z ( x )  =  colon(z^"~l *(.r), :^"~2Цх),  - • •, г^1 *(.< ), -(-О).
Означення 10.4. КДР

C M  =  «■ (34)
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якому в зв'язку із системою (33) зодовольняє остання координата 
c(j-), вектора Z ( x ) ,  називатимемо спряженим до К Д Р  (31). При цьо­

му функції с^'^(.г), і =  0, п — 1 (П °*(.г ) =  ; )  називатимемо квазіпохід- 
ними КД В  /*[:].

Надалі і також називаються квазіпохідними в сенсі ви­
хідного і спряженого К Д Р  відповідно.

Початкова задача (задача Коші) для достатньо широкого класу 
К Д Р  з мірами вивчається в §11. Розглядається КДВ

п т

Ln, «h ]  =  5 2 ' E ( - l ) m- j ( o ij « (n- i ) ) <m~j \  т.п  =  1,2, • • •, (35)
t = 0  J = 0

Ф
де 1) Oqq(x ) локально обмежена і вимірна на І  функція; 2) а,'о(<г),
apj(x)  Є L-i ( i ) ,  і =  l , f i.  j  =  1, nr, 3) o ,j(x ) =  6у(х), bi j ( x)  Гг В \ ] + ( І )
Vi =  1, n, j  =  1, m взагалі кажучи, комплекснозначні функції пйсної 
змінної х.

Структура КДВ  (Зо) диктує доцільність введення наступних 
квазіпохідних.

Означення 11.1. Квазіпохідними функції у(х) ,  що відповідають 
КДВ називають функції ;/*'(х ), к =  0, п +  т,  що визначаються
формулами:

ІГк'1 =  Ц(к)- к =  0, і і - І :  =  У ^ п ,о » (" ~ ') ;

(3°)
У[" +к] =  -(</1,,+* - 11)' +  5 1  «д . ./ " - '1, к =  Т~пі.

/=0

При цьому L m„[y] =
Теорема 11.1. Існує єдиний розв'язок у(х)  початкової задачі

£л1п [»]=0 , J/1'1 (J'o) =  J/ц1, і =  0, n +  m — 1, х0 Є І  (37)

такий, що J/M(j-) е  Л С { І ) ,  к =  0, и -  І. а у[п+,/1(х ) Є В\т̂с( ї )  Vv -
0, m — 1 і в точках х„ Є І  розривів функцій bj j (x)  мають стрибки, що 
визначаються формулами

« - і
Д у [" +,,1( * . )  =  Y .  АЬ „_,> + 1 (х . )  ■ V =  0.Ш - 1  (38)

1 = 0
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Ідея доведення цієї і подібних теорем грунтується на зведенні 
до відповідної коректної диференціальної системи першого порядку. 
Слід підкреслити ту властивість коректних КДР з мірами, що стриб­
ки квазіпохідних однозначно диктуються структурою їх коефіцієнтів 
і це виражається формулами (38). Ці формули можна трактувати 
також як умови спряження при практичній поб} дові розв’язків задачі 
(37). ;/ -

В §12 вивчаються властивості спряженого КДР.
' ~J Означення 12.1. Спряженим до КДР Ь тпМ  =  0 називається 

КДР
m и

L'mn[y\ =  0. (39)
j=0 1=0

%
Означення 12.2. Квазіпохідними виразу L*mn[y) (кйазіпохідними 

в сенсі спряженого рівняння (39)) називають функції у^ (л? ), і  =  
=  0, п +  m, що визначаються формулами:

т

„<*> =  „<*>, *  =  о ^ г г т :

<40>

,  j=0

При цьому, очевидно, j^m+"> =  L ’mn[y\.
Теорема 12.1. Існує єдиний розв’язок у(х)  початкової задачі

L m n M = °. y{,}{*o) =  Уо‘} ' І =  0,п +  ш -1 ,  х0 Є і  (41)

такий, що !/<*>(*) Є А С ( І ), к =  0, т -  1, а у{т+^ ( х )  Є B V ^ ( i )  V./ =  
0, п — 1 і в точках х ,  6 / розривів функцій b'j{x) мають стрибки, що 
виражаються формулами

т — 1

Д »{ ",+,' } ( * . )  =  -  £  ДЧ+1,— .,(*.) W . ) .  * * 0 ^ 7  (42)
j = 0

Лінійна (елементарна) теорія однорідних КДР з мірами буду­
ється в §13. ________

Нехай функції Уі ( х ), і̂ (х ), і =  1,ш +  п є розв’язками КДР 
imn[j/] =  0 і £ ^ „ [г] =  0 відповідно. Складемо матриці функції W (х )  =  
{ ^ ( г ) }  і V ( x )  =  {і,-Л (а-)}, і =  1 ,т  +  п, j  =  0, т +  п ^Т. Визначники
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det W (x ) і det V'(x) називатимемо квазівронскіанами розв’язків У і ( х )  і 
г,-(х), і =  1 ,т  +  п. Мають місце наступні аналоги формули Ліувілля- 
Остроградського.

Теорема 13.1. Для довільної ±очки Xq € І  квазівронскіани 
det Ил(х) і detV (x) відповідно дорівнюють

det И’(х) =  det JV(x0) • expS j  [«01 ( t )  -  ai0(t)]aoo ( t )dt

(43)

det V ( x )  =  det V (x 0) ■ exp { j [a j0(t) -  a£ i(* )](noo(0 ) ^  j -

*o

Далі вводиться, як і в класичному випадку, поняття фундамен­
тальної системи розв'язків і встановлюється структура загального 
розв’язку видповідних КДР.

Важливу роль в подальших дослідженнях грає структура ево­
люційного оператора, що відповідає даному КДР, яка для скалярних 
рівнянь встановлена в §14.

Нехай (31) —  деяке КДР і (32) —  відповідна йому коректна 
система. Для системи (32) існує еволюційний оператор, тобто мат- 
риця-функція J3(x,s), що по змінній х задовольняє цю систему і по­
чаткову умову В (* ,* ) =  £ , « € / .

Означення 14.1. Матрицю-функцію В ( х , » )  називатимемо ево­
люційним оператором, що відповідає К Д Р  (31).

Означення 14.2. функцією Коші КДР (31) називатимемо функ­
цію двох змінних А'(х,в), що по змінній х є розв’язком цього рівнян­
ня і в точці х =  * Є І  задовольняє початкові умови: А '^(в , в) =  0 
Vi =  0 ,п — 2, A'tn-1l(e, e) =  і.

Означення 14.3. Нехай /(х, » ) достатньо гладка комплексно- 
значна функція дійсних змінних х і *, що визначена на І  х І .  Вира? 
f {J}[' \ x ,s )  називатимемо змішаною квазіпохідною порядку (і +  j ) ,  
якщо спочатку береться і-та квазіпохідна по х в сенсі вихідного КДР  
(31). а потім j -та квазіпохідна в сенсі спряженого КДР (34).

Теорема 14.1. Якщо А'(х, в) функція Коші КДР (31), то 
[']-Cj>(.r, s) =  A '{JM'l(x, я), тобто в цьому випадку результат не зале­

жить від порядку змішаного квазідиференціювання.
Теорема 14.2. Еволюційний оператор В (х ,а ), що відповідає 

КДР (31) має таку структуру

B (x ,s ) — {q,j(x, я)}, де q j j ( x .e )  =  А^' 1И" 3}(x ,s ) ,  i , j  =  l,n . (44)
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Наслідок 1. функції А  ' '  Нх, л), і =  0, п — 1, утворюють нормаль­
ну в точці х — s фундаментальну систему розв’язків К Д Р  (31).

Наслідок 2. Якщо D(.r,  s) еволюційний оператор, що відпові­
дає спряженому К Д Р  (34). то

D ( x ,  * ) *в .{ру(х, * ) } ,  д е ( )^ (/ ,* ) '=  A ',(,l" ,^ - ''4 (s1j-), i . j  — 1,4. (45)

Останній результат дозволяє встановити тісний зв’язок між роз­
в'язками вихідного і спряженого КД Р.

Означення 14.4. Функцією Коші спряженого К Д Р  (34) назива­
тимемо функцію двох змінних 7?(.r,s), що по змінній х  задовольняє це 
рівняння і початкові умови

Я<’>(я,.ч) =  О V; =  0,ї ї  -  2; в) =  1.

Наслідок 3. Функція K*(s, .v)  =  Л(х^з)  та її послідовні квазіпо­
хідні по 8 і =  0 , « - 1  в сенсі вихідного К Д Р  (31) утворю­
ють нормальну в точці .r =  s фундаментальну систему розв'язків 
спряженого К Д Р  (34).

Слід відзначити, що отримані в цьому параграфі результати не 
вимагають конкретного вигляду К Д Р. а є наслідком деяких загаль­
них положень концепції квазіпохідних.

В §15 вивчається неоднорідне К Д Р
П т  и

L ... ы  =  X D - l ) " '  =  5 3 ( - l ) ,+1/‘ i+ ,V ) ,  (40)
»~0 j —О І=0

де fj(d' ) Є 2П'|І.(/)* а умови на коефіцієнти ajj( jr) сформульовано 
вище.

Теорема 15.1. Якщо v <  т — 1. то КДР (4G) коректне, тобто 
зводиться до коректної диференціальної системи першого порядку.

Теорема 15.2. Нехай </,(.*•) Є В\]*С( І ) .  К Д Р

і т П[»] =  Е ( - 1 ) ' +19І'+1)(-с)
1=0

коректне, якщо і/ <  п — 1.
В зв’язку з наявністю правої частини квазіпохідні у^ ( х )  для К Д Р  

(46) вводяться наступним чином:
ті

2,1*1 =  *. =  о, п -  1: І/1"1 =  X !  «.ог/(" _І);

,=0 (47)

„І-+Ч1 =  (/,„_* -  +  *  =  ГЇЇГ.
»=0

І
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Початкову задачу для К Д Р  (4G) слід ставити в термінах квазіпохіК-Р 
них (47):

У ^Х о ) =  S/o'' хо Є /, і =  0 ,m +  п — 1. (48)

Теорема 15.3. Нехай I\ (x ,s )  функція Коші однорідного К Д Р  
Lmи[2/] =  0 . Існує єдиний розв'язок задачі (46), (48), що зображається 
у вигляді

» • жm +n — 1 v ш, .

УІХ) =  ^ 2  К { , ) ( х , ґ и)уІ^'+ " ~ ' ~ 1]+ ^ 2  K {,} ( x 1e)dfi (s)  (49)

* = °

і такий, що yW(x)  Є Л С ( І ) ,  к =  0, п — 1, a j/ln+fcl (x ) € B V + c( i ) ,  к =
0, т — 1 і в точках розривів х„ функцій b,j (x)  і / ,(х ) мають стрибки,
що визначаються формулами

F1 — 1

Д 3,[" + ‘,- ,1(х . ) =  Y i  ДЬ— Ы * . )  • І'1'1 (-*■«) +  Д / т - * (х а). (50)
1 = 0

Важливим з прикладної точки зору є неоднорідне КДР

* - » ■ [ » ] - ( - і Г И * (*') ( х - * 0). і/ <  т — 1, (51)

де д'^^х  — х0) «/-та узагальнена похідна від 6-функції Д ірака з но­
сієм в точці х0 Є І .

Теорема 15.4. Розв ’язок рівняння (51), що задовольняє нульові 

початкові умови, має вигляд у(х)  =  К ^ ( х , х о ) г і { х  — х0), де т/(х — х0)
— зміщена функція Хевісайда.

Аналогічно в §16 вивчається звичайне диференціальне рівняння

Л

L„[y]  5  y(n) -  Y ,  « * ( * )  • 2/(" -<) =  0, (52)

де п ,(х ) — Ь'(.г), Ь\(х) є  В І'(дГ(7 ), Ь,(х) Є B Vt*c( i )  Vi =  2,п. Очевидно, 
що в даному випадку =  j/**, VA- =  0, п — 1, тобто роль квазіпохід- 
них грають звичайні похідні. Як і в класичному випадку, для рівнян­
ня (52) при початкових умовах

г/(,)(х0) =  Уо*. « =  0, = "?H B « '£  ; •  с ^ ! і р  
А Н  Украши
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однозначно розв'язальна задача Коші.
Теорема 16.2. Задача Коші (52), (53) має єдиний розв'язок у(х),  

причому у^'^х) € Л С ( І )  Vi =  0,гі — 2. а у^"~1\ х )  Є В\'^с( І )  і в точках 
розривів х . функцій Ь,(.г) мав стрибки, що визначаються формулою

п-2
A  (•<•«) =  Ай„_,(.г„) • г/(,)(л-*)- (54)

/ = и

Спряжене до (52) рівняння має вигляд

тх

г м  =  ( - i ) V n> -  £ ( - і ) - ' ( « Г ( * >  • <35>
і=і

причому квазіпохідні ^ '^ (л ) ,  » =  0, п — 1 визначаються формулами

=  -a,*j/ -  (у{ '~ , } )\ і =  1, n, j/<0) =  і/. (50)

Якщо тепер до (55) додати початкові умови

у{ , і ( х0) =  у,*'*, х0 Є І  і =  0, п -  1 (57)

то має місце аналог теореми 12.1.
Теорема 16.3. Початкова задача (56), (57) мав єдиний розв'язок

j/(x) Є BVfOT( i ) ,  а у^'^(х )  Є Vi =  0,п -  1 і в точках розривів
х ,  функцій Ь,(х )  мають стрибки, що визначаються формулами

± У { ' } ( х , )  =  -A b ,+ i(j-» ) • у(ха), і =  1, п — 1 (58)

Якщо Ьі(.г) Є А С ( І ) ,  то й j/(.r) Є Л С ( І ) .
Теорема 16.4. Еволюційний оператор B(x , s ) ,  що відповідає ди­

ференціальному рівнянню (52), має таку структуру:

В (х , в) =  {А '( ’ - 1и’,--, } (х, * ) } ,  i. j =  І Я  (59)
' J

Т ут  K(X)S)  — функція Коші, що визначається в класичному 
розумінні, а —  квазіпохідні (56).

Наслідок 1. Функція Коші і її послідовні квазіпохідні до (п — 1)- 
го порядку включно в сенсі спряженого рівняння (55) утворюють 
нормальну в точці х =  « фундаментальну систему розв'язків дифе­
ренціального рівняння (52).
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Наслідок 2. Еволюційний оператор Ф(яг,«), що відповідає спря­
женому рівнянню (55), має вигляд

Ф(аг, в) =  { я) } ,  f,ji =  l,n . (60)

Наслідок 3. Функції « ),  і =  0, и — 1, утворюють нормаль­
ну В Т О Ч Ц І J '  —  8  фундаментальну систему розв’язків спряженого рів­
няння (55). •

Для неоднорідного рівняння

L » [y ]  =  /'(■»•). /(•-■) Є ВУ+ос( І )  (61)

справедлива
Теорема 16.5. Існує єдиний розв’язок задачі Коші (61), (53), що 

зображається у вигляді

!/(*) =  2 2 у{о)К { " ~ ‘~ 'Ч- ‘- -*о) +  J  K (x ,s )d f (s )  (62)

і такий, що у ^ ( х )  Є А С ( І ) ,  і =  0,н — 2, а у(п 'Ця)  Є В\'^С{ І )  і в 
точках розривів функцій bj(r ) ,  /(.г) має стрибки, що визначаються 
формулою

A J/(" - ,)(a-.) =  Y .  ДЬ»-» ( '. )  ■ г/(,)(х.) + */ (*.)• («з)

Аналогічно вивчається також неоднорідне рівняння, що відпові­
дає (55).

В §І7 запропоновано засіб, за допомогою якого К Д Р  з коефіцієн­
тами узагальненими похідними вище першого порядку від функцій 
з класу /Л,^г(7) вдається звести до К Д Р  з мірами.

В рамках концепції квазіпохідних в §§18 -21 за вже відомою схе­
мою будується лінійна теорія узагальнених векторних і матричних 
КДР.

В прикладних задачах часто зустрічаються звичайні диферен­
ціальні рівняння з невідомою вектор-функцією і матричними коефі­
цієнтами. В роботі вивчається векторне КД Р

n m

І і ч И  в  E E ( - J ) m' JK  • У « , : ,>)(," Я -  о, т, п =  1,2, • • -, (64) 
і=о j=o ,
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до У '(т) Є С ( І ІХІ ), A j j ( x )  Є Вважається, що .4,_,(.г) комп-
лекснозначні матриці-функції дійсної змінної г, що визначені на І. 
причому Адд — локально вимірна і обмежена на І ,  Л ,и(.г), AUj(.r)  Є 

L -ЛІ) Vi =  Г її, , Ai j ( x )  =  В'„ (х\Vi,j >  1. By(.r) є в К с ( І ) -
Поруч з (64) розглядається матричне (операторне) К Д Р

і,л„[11  =  0, (65)

де тепер У ( х )  Є С ( І ,ХІ). К Д Р  (65) називається асоційованим до К Д Р  
(64). Лінійну теорію асоційованого рівняння будувати простіше, ос­
кільки вона в великій мірі аналогічна відповідній теорії для скаляр­
них КДР. Якщо матриця-функція У(.г )  розв’язок (65), С  сталий 
вектор, то поклавши У ( х )  =  1 (,г) • С , отримуємо розв’язок К Д Р  
(64). Ця обставина диктує наступний план: базуючись на схемі, 
що викладена для скалярних К Д Р  в §§10 - 17, побудувати спочатку 
аналог лінійної теорії для асоційованих рівнянь, а потім застосувати 
отримані результати для векторних К Д Р. Т у т  відзначено деякі ос­
новні моменти цього плану.

Означення 18.1. Квазіпохідними матриці-функції У ( х ) ,  що від­
повідають КДВ і т „[У"], називаються матриці-функції V ^ (.r ),  к —
0, rn +  n, що отримують ч з формул (36) шляхом заміни у —* У.  

Означення 18.2. Сі ряженим до К Д Р  (64) називається К Д Р

т п

с о  =  Е Е ( - 1 Г Ц ' ? ( я ' л ) (" ' 0 =  о, (бо)
j = 0  і= 0

де A ’j(.r) ермітово спряжені до Aij ( j r )  матриці-функції.
Означення 18.3. Квазіпохідними матриці-функції У ( х ) ,  що від­

повідають спряженому К Д Р  (66), називаються матриці-функції
V ^ ( . і ;), к =  0, т +  п — 1, що отримуються з формул (40) шляхом 
заміни у —* У.

Ль і в скалярному випадку, початкові задачі для матричних 
КД Р « лід ставити в термінах квазіпохідних вихідного або спряжено­
го рівнянь:

І- пі п [і ] — 0, і ■ j і j -q  ) =  і  J  ' . .Гц 6 І .  к =  0. V i  +  п — 1. ( 6 і )

] =  0, і  ^ ( • го) =  .і'о Є І . к =  0, пі +  я — 1. (68)

Наступні твердження очевидні узагальнення теорем 11.1 і 12.1.
Теорема 18.1. Існує єдиний розв’язок задачі (67) такий, що 

V'W (x) Є А С ( І )  'Ік =  0,п -  1, а є в у (+ (/ ) Vi/ =  0, т -  1 і в



точках х„ 6 І  розривів матриць-функцій Bj j{x)  мають стрибки, що 
визначаються формулами

Д * '‘" + " ^  =  І ] л В л - ^ + і ( * . ) - Г ІІ]( х Л  !/ =  0 ,ш -1  (69)
1=0

Теорема 18.2. Існує єдиний розв’язок Y ( x )  задачі (68) такий, 

що Г<*>(х) є .4 С  ( І )  V*- =  О .т  -  1. а Г<т + "> (*) Є В \ ^ ( І )  Чи =
0, п — 1 і в точках *€ І  розривів функцій D ' j ( x )  мають стрибки, 
що визначаються формулами

т  — 1

± у { т +„}(Х' )  =  J 2  д в ; _ . „ +1(Г і) • к ( і } (х ,),  =  0 ^ 1  (70)
і = 0

Теорема 20.1. Якщо матриця-функція Р ( х , я) Є С ( І ІХІ) по змінній 

х є розв’язком матричного К Д Р  (65) таким, що .Р^(я,я) =  0 V* =
0, m +  п —2, P^n'+n~l (̂s, а) == Е.  * 6  /. то еволюційний оператор 
Ф (.г,«), що відповідає цьому рівнянню, є матрицею блочної структу­
ри і має вигляд

Ф(х,я)  =  { Р [,- іМп,+” - Л *(.г ,* )Ь  hrn +  n, (71)

де вираз означає, що над матрицею P (x , s )  виконуються
наступні операції (справа наліво): ермітове спряження, квазідифе- 
ренціювання по « в сенсі К Д Р  (66), знову спряження і квазідиферен- 
ціювання по х  в сенсі К Д Р  (65).

Н аслідок 1. Матриці-функції Р*^}* (х ,  s), j  =  0, т +  п — 1, утво­
рюють нормальну в точці х =  s Є І  фундаментальну систему розв’яз­
ків К Д Р  (65).

Н аслідок 2. Матриці-функції P *^ (s ,.r ), i =  0,m +  n - l ,  де квазі­
похідні в сенсі К Д Р  (65) беруться по змінній в, утворюють нормальну 
в точці х  =  я € / фундаментальну систему розв’язків К Д Р  (66).

Векторним аналогом скалярного К Д Р  (46) є неоднорідне рівнян­
ня

£ л . „ [ ї ' ] =  E ( - i ) ;+1/ f + l ,M .  (~2)
6=0

до У ( J-), F ( jc) Є £ (/,х1), причому F{x )  Є В\)'^е( І ) .

21
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Означення 21.1. Квазіпохідними Т '^ (х ),  що відповідають век­
торному К Д Р  (72), називаються вектор-функції У ^ (.г ),  А- =  
=  0, т +  п — 1, що визначаються з формул (47) шляхом замін у —» V ,
/,■ -  Ft.

Теорема 21.1. Нехай К Д Р  (72) розглядається при початкових
умовах

У [*! (.го) =  V0W , А- =  0, »п +  и — 1, *о Є І- (73)

Тоді
1) К Д Р  (72) коректне;
2) існує єдиний розв’язок V'(.r) задачі (72), (73), що зображається 

у вигляді

т + п— 1 га—1 ^

У ( Х )  =  £  P * { , } * ( - r ^ o )  i'o[m+n_,' " 1J+ Z  J P * { , } * ( x , » )  d F f ( 8). (7 4 )
*і=0

-  fit] -------------------- . .Наслідок 1. Якщо У'0 , А- =  0, то -)- п — 1 — довільні сталі вектори
з С ( І 1хХ), то формула (7 ' дає загальний розв’язок векторного К Д Р
(72).

Наслідок 2. Формула

ПІ ■+■ /І — 1
У »  =  £  j-0) • (75)

при довільних сталих векторах У'0̂ '. А- =  0, то +  н — 1, дає загальний 
розв’язок однорідного К Д Р  (64).

Наслідок 3. формула

m - і  j.

* »  =  Z  У  P *<,}V - * )  ■ *£ (* )• (76)

дає частинний розв’язок неоднорідного К Д Р  (72) при нульових по­
чаткових умовах.

Р озд іл  4. Е Л Е М Е Н Т И  Т Е О Р ІЇ С Т ІЙ К О С Т І Р О З В ’ЯЗКІВ  
У З А Г А Л Ь Н Е Н И Х  С И С Т Е М

Оскільки розв'язки коректних диференціальних систем функції 
з класу BV^c( l ) ,  що приймають конкретні значення в кожній точці, 
то в цьому розділі мається на увазі стійкість за Ляпуновим. При
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цьому інтервал І  тут вважається напівнескінченним ( І  =  [0, оо)), 
а незалежна змінна асоціюється з часом і позначається буквою t. 
Поряд з лінійними тут розглядаються квазілінійні диференціальні 
системи з мірами: встановлюються умови їх коректності, ставиться 
і доводиться теорема існування і єдиності розв язку початкової з а д а ­
чі, теорема про неперервну залежність від п о ч а т к о в и х  умов і правих
частин, досліджується питання про стійкість >а першим наближен­
ням.

В якісній теорії звичайних диференціальних рівнянь, як відомо, 
важливу роль відіграє фундаментальна лема Гронуолла-Беллмана. 
Один з варіантів її узагальнення наведено в §22.

Теорема 22.2. Нехай p(t),  a( t )  Є BVj^c( I )  і p(t)  >  0 на [а; 6] С І. 
Якщо Vf є  [а; 6] виконується нерівність

t

p(t) < со + сі ■ J  р(т)\й<т(т)\, (77)
а

де сталі cq >  0, Сі >  0, то

P(t)  <  со • exp{ct • V'<r(r ) ) ,  (78)

В §§23 - 25 вивчаються деякі питання стійкості узагальнених лі­
нійних систем. Як видно з попереднього, лінійна теорія узагальнених 
К Д Р  нерозривно пов'язана з теорією відповідних їм коректних сис­
тем першого порядку. Ця обставина виправдовує наступне означен­
ня. «._/

Теорема 23.1. К Д Р  £ mn[A '(f)] =  0 називається стійким (нестій­
ким), якщо стійка (нестійка) відповідна йому система

X ' ( t )  =  B' ( t )  ■ X ( t ) ,  B( t )  Є B V ^ ( i ) .  (79)

Теорема 23.2. Якщо Ф(<,f0) — еволюційний оператор системи 
(79), то ця система тоді й тільки тоді: 1) стійка, якщо Ф(4,<о) обмеже­
ний при t >  t0; 2) асимптотично стійка, якщо Ф(£, to) —* 0 при t —► оо;
3) нестійка, якщо Ф( t , t0) —> оо при t —* оо.

Теорема 23.3. Довільна інтегральна ма'гриця Ф (і) системи (79) 
задовольняє двосторонню оцінку

|Ф(МІ • exp{-V/0S (r ) }  <  |Ф(()| <  |Ф(*о)І • exp{F('S ( r ) } .  (80)

Теорема 23.4. Нехай система

y ' ( t )  =  c y ( t ) . (81)
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де стала матриця С  Є С ( І к* к), стійка. Якщо < ос, то збурена
система

.v '(0  =  [С +  B '(t)] • -V(f) (82)

теж стійка.
Теорема 23.5. Нехай система (81) асимптотично стійка. Тоді 

збурена система (82) теж асимптотично стійка, якщо

Г/ Р (г )
Ііш — ——— =  0. (83)
І —ос t -

Теорема 23.6. Характе])истичний показник довільного розв'яз­
ку X ( t )  системи (79) задовольняє подвійну нерівність

- «  <  \{Х]  <  /і, де о

Нехай тепер система (79) ^--періодична, тобто K (f) Є $їВ \ ^ с(1). 
=  B(t) , ц.- > 0 — період.

Теорема 24.1. Лінійна узагальнена періодична система (79) тоді 
й тільки тоді: 1) стійка, якщо всі її мультиплікатори р, задовольня­
ють умову |/>,! <  1, причому тим /І,. Д Л Я  Я К И Х  1/5,1 =  1, відповідають 
прості елементарні дільники, якщо їх розглядати як власні значен­
ня віповідної матриці монодромії; 2) асимптотично стійка, якщо 
ІРіІ <  1-

Далі розглядається періодична гамільтонова система

X ' ( t )  =  I B ' ( t ) X ( t ) ,  (8-4)

ДР І  —  симплектична одиниця, а симетрична матриця B( t )  Є 
f2jBV'(oc(7). З теореми 24.1 випливає, що періодична гамільтонова 
система не може бути асимптотично стійкою, але має місце

Теорема 24.2. Лінійна гамільтонова система (84) з «.--періодич­
ною матрицею 3( f )  стійка тоді й тільки тоді, коли всі її мультиплі­
катори рі розташовані на одиничному колі \р\ =  1 і мають прості 
елементарні дільники.

Встановлено також умови, при яких К Д Р  з дійсними коефіцієн­
тами зводиться до гамільтонової системи.

Теорема 24.3. Характеристичне рівняння, що відповідає К Д Р
L тп № * ) ]  =  о з ^-періодичними коефіцієнтами зворотне тоді й тіль­
ки тоді, коли - A j i ( t )  V i . j  =  оТгї.

Розглядається приклад скалярного узагальненого рівняння Ма- 
тьє, який показує, що наявність в коефіцієнтах рівняння дискретної 
складової може суттєво впливати на характер стійкості.



В класичній літературі добрі1 відома інтегральна ознака стій­
кості Ляпунова для звичайного диференціального рівняння x " ( t ) +  
+p( t ) x  =  0 з невід’ємним а/-періодичним кусково-неперервним кое­
фіцієнтом p{t). В §25 отримано узагальнення цього результату д л »  
КД Р

(а0х ' ) '  +  піх  =  0, (85)

де al (t)  =  b'(t), a0(̂  +  oj) =  au(t),  b(t +  л)  =  6(f), причому а^(Ь )  вимірна, 
обмежена і додатна на [0,и.], а b(t) не спадає на цьому проміжку. 

Теорема 25.1. Ярщо виконується умова

U> '

0 < J  a~l (s),ls ■ [Ь М  -  6(0)] <  4, (86)

0

то всі розв'язки x ( t ) К Д Р  (85) разом з квазіпохідними j-14(f) =  a0(t) ■ 
x ' ( t )  обмежені на І.

В §26 вивчається квазілінійна система

A "(t ) +  v?(f, -Y) =  C' ( t )  ■ X ( t )  +  F\t ) ,  (87)

•• '■ .. ' • 1 \ 
де C ( t ), F ( t )  Є В\)^с( І ) .  a ~j ( t ,X)  - функція, що визначена в деякій
області іЗ простору R j х С "  із значеннями в n-вимірному комплекс­
ному просторі С п.

Означення 26.1. Клас функцій X ( t )  Є називається д о ­

п у с т и м и м , якщо Vf Є І  виконується умова A C (f) • A X ( t )  — 0 (клас 
D,.).

Означення 26.2. Нехай І '  =  (п; /і) С І  і нехай виконуються 
наступні умови: 1) ( t , X ( t ) )  € D  майже всюди; 2) функція <p(t,X(t) )  €

ц і ' ) -
Під розв'язком рівняння (87) розуміється вектор-функція X ( t )  Є 

D к . що задовольняє його в узагальненому ceH cj.
Як і в лінійному випадку таке означення розв’язку дозволяє го­

ворити про значення X ( t )  в конкретній точці:

X (t0) =  А'о, t0 Є І ' .  (88)

Задача (87). (88) і інтегрально рівняння

і і

X ( t )  =  Х и -  J  v ( T . X ( T ) ) d T  + J (1C(т) ■ Х ( т )  + F ( t )  -  F ( t 0) (89)

fO to
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еквівалентні, якщо допустити ієну аання його розв язку серед функцій 
з D k.

Теорема 26.1. Інтегральне рівняння (89) має розв язок X (t)  Є 
Z)/,. якщо для тих с амих значень t виконується система рівностей

[ДС(/)]2 =  0. A C ( t ) - A F ( t )  =  0. (90)

Через BV*(T, -Vo, Ь) позначимо підпростір ВУ^С(І)  функцій p(t) 
на компакті X =  [t0 — n,f„ +  a] С І  що задовольняють умову sup|p(f) — 
-Л'о| <  6. 6 > 0.

Теорема 26.2. Нехай функція <^(f,.Y) неперервна в D  по сукуп­
ності змінних ( t , X )  і задовольняє на довільній компактній підмно- 
Ж И Н І З D  умову Л ІП Ш И Ц Я  ПО X  у В И Г Л Я Д І І у5 ( f , X  і ) — ~p(t, -Y2)| <  r ( f ) -
■ I Л ] — -Y2I, де r ( t )  >  0 і неперервна. Тоді Va >  0, для якого V I.
Vp(0  є  В У +( Ї ,Х 0,Ь)

to+a to + a

J  \ A t Pm < i t  +  J  ¥ С ( о \  ■ +  v ; : + : r ( t )  <  ь
to — a  \ t0 — a

І
Irt+a

K ° - « c w  +  J  r W ‘lt < 1
/9 —rt

на інтервалі ( t0 — a', f0 + (l')- <>' <  11 • існує єдиний розв язок початкової 
задачі (87). (88).

Поруч із системою (87), (88) розглядається початкова заідача

y'(t) + у>(і,У) + tfl( M ’) = C’(t) ■ Y(t) + Ci(t) ■ Y(t) + F\t) + F[(t). 

Y(t0) * Y 0.

Теорема 26.3. (про неперервну залежність розв'язків від почат­
кових умов і правих частин). Нехай на проміжку [fo^o +  “ ] функція 
p ( t , X )  неперервна по сукупності аргументів ( t , X )  і задовольняє при 
X  € D  умову Ліпшиця по X  рівномірно по t \^(t, X ' )  — y?(f..Y")| <
<  L  ■ \X' — -Y"|, і нехай також |*>(t, l ) f  <  *1- sup |У"(*)| =  //, |F|(t) —

to +

~F(t )\ <  7, V ^ +“C ,(f )  =  e, |Yo -  Vo I <  t>. Тоді

: ... 4 . ' • •
|-Y(.f) -  F(f)| <  [6 +  tt ■ £ +  n ■ ( t  -  to) +  2 ,1] ■ exp{vyoC (r )  +  L  ■ (t -  t0)}.



В §2/ доводиться теорема про стійкість за першим наближенням 
для коректного рівняння

X ' ( t )  =  [C( t )  +  C i ( t ) ] '  +  (91)

де C (t), C j(t). Є В\ 'Іос( І ) ,  причому при деякому v >  0 має місце оцінка 
V,QC|(r) <  Y ( t  — f„ ), а вектор-функція ^(t,  X )  в області D  : |.Y| <
<  Н , 0 <  t <  ос задовольняє умову |^(А,Л”)| < L  • |Л”|. Че]>ез Ф (ї,г ) 
позначимо еволюційний оператор рівняння

.  X ’( t ) = C ' ( t ) X ( t )  (92)

і припустимо, що справедлива оцінка

|Ф(^, 7-)| <  .
де о , [3 > 0 і не залежать від г.

Теорема 27.1. Якщо виконуються вказані вище умови і якщо, 
крім цього, сталі г, а, З, L  зв'язані співвідношенням Л =  a —,i*(L +  r ) > 
>  0, то справедлива оцінка

l-Y(0l <  /* • I-Vo І • ехр{[а +  /3 • ( L  +  v)] • (t - / „ ) } ,  (93)

тобто нульовий розв'язок рівняння (91) експоненціально стійкий.

Р озд іл  5. Д И С К РЕ ТН О  Н ЕП ЕРЕРВ Н І К РА Й О В І З А Д А Ч І

Результати Ф.Аткінсона по дослідженню крайових задач для 
систем звичайних диференціальних рівнянь із сумовними за Лебегом 
коефіцієнтами в цьому розділі поширюються на диференціальні сис­
теми з мірами і узагальнені КДР.

В $28 розглядається узагальнена однорідна диференціальна сис­
тема

J  • Y* =  [АЛ '(л ) +  B' (x ) ]Y4 а < х < Ь , (94)

де ./, .4. В  квадратні матриці, причому ./ — стала матриця, У 
А-вимірний вектор, А параметр. Вважається, що А(х )  і В(х)  
комплекснозначні матриці-функції дійсної змінної х, -4(.г), В(х )  Є 

В \ Ь], а диференціювання в (94) розуміється в узагальненому 
сенсі. Крім того, вимагається, щоб «7* =  — J, J* • J  да Е, А* =  .4, В* —
В , де Е  одинична матриця. На матриці А  і В , очевидно, необхідно
накласти умови коректності, які в даному випадку набувають вигля­
ду { J -1[AA(.r) +  Д В (/ )] }2 =  0 V.r Є [л;Ц, звідки, після прирівнювання 
коефіцієнтів при однакових степенях А, отримується система умов

Д . 4 ( х ) . у . Д В ( у )  =  0 , Д В ( х )  ■ J ■ АВ (х )  =  О,

Д .4 (.г) • J  • Д В (х )  +  Л В(.г)  • ./ • АЛ (х )  =  0 V.r Є [а; 6].
(95)

27
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Вимагається також, щоб для довільного нетривіального розв’язку
ь

Y(x)  системи (94) виконувалася умова j Y * ( x )  • dA(x) • У (.г) >  0.
а

В §29 робиться постановка крайової задачі. Нехай сталі квад­
ратні матриці М  і N  такі, що

М *  ■ J  ■ М  =  X ’ ■ .7 • -V, (9G)

причому з рівності А/ • г =  Л • г  =  0 ( г деякий сталий вектор)
випливає v =  0. Ставиться задача: знайти розв’язок рівняння (94).
що для деякого v ф 0 задовольняє крайові умови

У  (a)  =  М  ■ V, У(Ь)  =  Л' • V.  (97)

Для дослідження цієї задачі тут встановлюються деякі загальні фак­
ти.

Теорема 29.1. Еволюційний оператор диференціальної системи 
(94) є цілою аналітичною функцією параметра А, порядок росту якої 
не перевищує одиниці.

Теорема 29.2. Власні значення Ад., к =  0,1,2, •• • задачі (94), (97) 
всі дійсні і їх монжина не має скінченої граничної точки, при цьому 
Ve >  0

Е  іА* г 1_£ <  » •

Співвідношення ортогональноеті для власних функцій У'„(.г. А „) 

ь

J  ¥ ф( х , \ т) *dA( r )  - У ( г . \ и )  =  6тн, (98)

а

Де Ьтп —  символ Кронекера, встановлюються (в тому числі і для 
кратних власних значень) в §30. Т ут  також отримано наступний 
критерій, корисний для цодальших досліджень.

Теорема 30.1. Нехай матриці-функції С і(.г). С г (.г). Сз (х )  € 
B V + [a; Ь] і такі, що їх можна формально перемножати. Для того, щоб 

ь
матричний інтеграл J С і ( х )  ■ dC-i(x) ■ С3{х)  був класичним інтегра­

лом Рімана-Стільтьєса, необхідно і досить виконання системи умов 
Д С і(х ) • ДС2(х ) =  0, ДС2(х ) - Д С з(х ) =  0 Vx Є [а; Ь].

В §31 вивчаються умови розв’язальності крайової задачі для 
неоднорідного рівняння

J  ■ У  =  [АЛ '(х ) +  В ’( х ) ] У  +  Ґ ( х ) (99)



з крайовими умовами (97). Т у т  F(.r)  € 2?Г+ [«;Ь], [ЛЛЛ(ж) 4- Л І І ( г ) j* 
•ЛГ(.г) =  0 V.r Є [а:Ь].

Теорема 31.1. Якщо А но є влас ним значенням задачі (04), (97). 
то неоднорідна задача (99), (97) має єдиний розв'язок

ь

У(.г) =  f  K( .r , t ,X)dF (t ) ,  (100)
а

де ядро K( j - . t .X)  має вигляд

(  У {х ,а ,\ )М [У (Ь ,а .\ )М  -  Л"]_1 >’(М .  А)./,.<• < f;

Л’ (.г,і. А) =  >’ (л--«.А)Л/[>’(Ь,а,АуЛ/ -  ЛГ]- І ,У(Ь, f, A )J— (101)

I —y(.r, t .X)J,  j - >  t.

Далі вводиться в розгляд характеристична функція F,\itl\ =  
=  j{2.V/[>'(b, а, А ) М  — N ]~ '  У(Ь, a. \ )J — ./}, за допомогою якої при дійс­
ному А формула (101) набуває вигляду

{  J (.r,a,A )[F.v/,A (A) +  i.7 ]> '*(f,a,A ), х <  t: 
K ( x . t . \ ) =   ̂ 2 (102)

I '/ .A )[Fa/..v(A) -  - J ]J * ( f ,a ,A ) ,  j- i> f.

Ці формули показують, що особливості функцій I\(.r,t.\)  І /д/.\-(А)
знаходятьс я в одних і тих с амих точках дійс ної осі і мають однаковий 
характер, в зв'язку з чим в цьому параграфі вивчаються деякі аналі­
тичні властивості І̂ л/,Л (А). Зокрема, має місце

Теорема 31.2. Матриця-функція i\v/,yv(А) ермітова при всіх 
дійс них А, за винятком полюсів, а при комплексних А задовольняє 
нерівність 1 t iF) iyy ( А)<0 при /шА^О.

Звідс и випливає, що F\j \ ( А) може мати лише прості полюс и, 
які є власними значеннями задачі (94), (97).

В $32 вивчається важливе' питання про розвинення в ряд деякої 
о^ктор-функції обмеженої варіації за власними вектор-функція­
ми }„(•*•)

>;(■>■) ~  <103> 

де’ кое фіцієнти с„ визначаються формулами

(104)
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зо

Центрально місце при цьому займає
Теорема 32.2. Нехай вектор-функція \ £ В ]  + [ч;Ь], а вектор- 

функція у?(.і-) задовольняв диференціальне рівкяння

y- '  =  B ' ( r ) r-  +  . l V ) \  0 “ 5 }

і граничні умови •s(rt) — M r .  It) =  Х г  при ",еякому векторі v. 
VA > 0 .позначимо *гЛ(./•-) =  : ( .r) — $2 f, і  ,.(.<•), д>- коефіцієнти г,.

|Л ,.|<Л

визначаються формулами (104). Тоді

ь  - і,

- J  уд(.г) • dA{r )  у Л(.»’ ) < Л -2 J  \ *(•.') • >1Л(.г) • \ (.<•). (1(Ю)

п а

Характер збіжності розвинення за власними функціями вивча­
ється в §33.

Теорема 33.2. В припущеннях теореми 32.2 ;>ядч? правій частині 
(103) збігається абсолютно і рівномірн » на [*i:frj.

Т ут  збіжність вважається як абсолютна і рівномірна збіжність 
к рядів, їдо утворені елементами вектора с,, } ’ ,(./•).

В §34 розглядається скалярні- К Д Р  довільного парного порядку 
з дійсними коефіцієнтами і (комплексним) параметром Л.

' 1=0 j = 0
(107)

 ̂-  А Х2 ^ “ І )'*_J ( «0!/( ) ‘ '*_>) =  «•
. 1=1 j= i

де 1) Ь д —  вимірна і обмежена на [а;Ь] функція: 2) V/. / =  1,/і
ьц ( * )  =  З ' і , ( di j ( x)  =  O y(j-)), /iijU ), а і; (г )  Є В Г + [«:/)]: 3) V/.j  6
l , f i  i , 0( j ) ^  t0j( .r) Є Лг[а;6]; 4) 60 (.і) =  Ь;,(.г). а,_,(ж) =  fij,(.:-) V/.j. 
Очевидно, що І 2пМ — частинний випадок КД В  І-т,п[у\. К Д Р  (107) 
розглядається разом з крайовими умовами

у[і](а) =  у[,І(Ь) =  0, і =  О.ін -  1. (108)

Теорема 34.1. При викон інні наведених вище умов на коефіці­
єнти bjj (x) і o , j (r )  задача (107). (108) зводиться до задачі типу (94). 
(97).
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На основі цього результату ряд властивостей задачі на власні 
значення (107), (108) отримуються тепер як наслідки з відповідних 
теорем попередніх параграфів. * »

Наслідок 1. Еволюційний оператор fcV(.r. о ,А ). шо відповідає 
К Д Р  (107), є цілою аналітичною функцією параметра А, порядок 
росту якої не перевищує одиниці..

Наслідок 2. Власні значення Ад., к — 1, 2.3,"* * • задачі (107), (108) 
всі дійсні і їх множина не має скінченої граничної точки, при цьому
v ;- >  о і :  і a *, j-  1—'  <  зо.

A it О

Теорема 34.2. Нормовані влас ні функції задачі (107), (108) задо­
вольняють співвідношення ортогональності

ІЕ  ё  У  у!"'1 • У["' ] ■ '/п 6;j. (109)
г .,=0  А*=0 а

Узагальнена кеоднорі ;на задача і структура функції Гріна вив­
чаються в §35. 3G, де розглядаєтьс я неоднорідне К Д Р

і/
^ у] =  ] Г ( - і ) ’+ і г ; о (.г ) (п о »

І = \  -

з крайовими умова: и (108). де Fj(.r) Є /П’+ [іі;Ь].
Теорема 35.2. Якщо А ке є власним значенням задачі (107), 

(108). то неодніродна задача (109), (108) лає єдиний розв'язок у(х)  
так»*й. що іу^(.г) Є ЛС[а;Ь] V/ =  0. п — 1), a ?/”"*’^(.r) € В\г*[п;Ь] і =  
=  0. п — 1, причому

« - і

л у[п+' - ' Н ' » )  =  J 2  -  °.) +  Д П - , (•<•,), і  =  їтїї,
j = о

=  i t n - j A * )  ~  А «n - j A * h

ц< й розв'язок можна подати у вигляді

6Іа(& — *Гі іО-  <т >
'=1 ■

Означення 35.1. Функція G(.r.£. А) називається функцією Гріна 
задачі (110). (108).
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Теорема 36.1. Мають місце наступні властивості:
1) функція Гріна G(.r.£.A) на кожному з інтервалів (« ,£ ), ((..!>) по 

змінній J- задовольняв К Д Р  (107):
2) G(.і'.£.А) в точках а і Ь задовольняє крайові умови (108):
3) G(.r,£, А) є неперервною функцією двох змінних .»•, £ і абсолютно 

неперервною по кожній з них при фіксованій іншій;
4) при х =  £ G(.г,£,А ) задовольняє умови стрибка

G ^ ( £  +  ОД, А) -  G [4 (£ -  ОД. А) =  0, А- =  О.н -  1: 

G [n+,” “ 1I(£ +  0 Д ,А )  -  G i" + ’" ~ , , (£ - О Д , A) L P ( A J 0 ,A n , j ) .

. m =  1, п — 1;

G [2n- 1](£ +  0Д ,А ) -  G !2" - |]( f  -  ОД. А) =  1 + Q (A , i , , .  Д п 0 ).

де Р (А -ijj. A o ,j) =  Q(  A  . Ao j j ) =  0 при An ;J =  A  =  0:
5) G(.r,£, A) =  G (f,:r, А) при Ini (X)  =  0. .

В §37 формулюється і доводиться теорема про розвинення за 
власними функціями.

Теорема 37.1. Нехай функції рІк)(.г). к- =  1 .її абсолютно
неперервні на [п;/>] і функція г(.г) задовольняє неоднорідне К Д Р

j = о /•=() j = U

а також крайові умови =  0. і =  0 ./і — 1: VA > 0

позначимо і д!(.г) =  fM (j- ) -  £  гг» і? (х ). і =  О.н -  1. де коефіцієнти
|А,|<\

сг задаються формулами

Сг
, = в  j = 0  \

Тоді ряд Фур'є

</•(•»•) ~  У " . г гУг(х) ,  (112)
Г

а також ряди, що отримані його почленним диференціюванням до
{ті — 1)-го порядку включно, наближають функцію v(.r) в т о м у  с е н с і, 
що

£ £  /  / „ ( - . - - у . - . - , ,
;—п .•_n Jі_0 J=0 а ,=u j_n '

. „ - j .  

(113)
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Очевидно, що із співвідношення (113) випливає певне узагаль­
нення поняття збіжності в серодньоквадратичному'.

Теорема 37.2. В умовах теореми 37.1 ряд в правій частині (112), 
а також ряди, що отримані його почленним диференціюванням до 
(п — 1)-го порядку включно, збігаються на [а,Ь] абсолютно і рівно­
мірно по х.

Аналогічні результати мають місце не лише для конкретних кра­
йових умов, що розглядаються в'!|34. Допустимими крайовими умо­
вами слід вважати такі, для яких при зведенні задачі для К Д Р  до від­
повідної системи першого порядку існують матриці М  і N  такі, що 
володіють властивісттю M '  JAI  =  N*  J N  для деякої косоермітової 
матриці J. Цьому питанню присвячено §38, де розглядається декіль­
ка варіантів крайових задач для К Д Р  четвертого порядку, що моде­
люють коливання балки з дискретно-неперервним розподілом пара­
метрів при різних умовах закріплення її кінців.

Розділ 6. Н А Б Л И Ж Е Н І СП О СО БИ  РО З В ’Я З У В А Н Н Я  
Д И С К РЕ ТН О -Н Е П Е РЕ РВ Н И Х  К РА Й О В И Х  З А Д А Ч

Теореми типу Х еллі про граничний перехід під знаком скаляр­
ного інтеграла Рімана-Стільтьєса застосовуються в задачах апрок­
симації і, з окремі а, при наближеному розв’язуванні інтегральних і 
диференціальних рівнянь. Аналогічні результати для матричного 
випадку отримано в §§39, 40.

Теорема 39.1. Нехай виконуються такі умови: 1) повні варіації 
матриць-функцій С п(х)  рівномірно обмежені по п на [а, 6], тобто 
V*C„ (x )  < V  =  const; 2) Сп(х)  —► С(х )  рівномірно тто х на [а,6]., Тоді

ь ь

liiii І  сІСп(х)  • Г (.г ) =  j  dC(x)  • У  (аг), 
н—'ОС J J

Розглянемо диференціальні системи

• Y ' ( x )  =  С ' ( х )  • Г (х ) ,  Y ( x 0) =  У0; (П 4 )

Y^(x)  =  C ' j x )  ■ Y„(x) ,  Yn(x0) =  Уо, (115)

причому (115) отримано із (114) шляхом деякої апроксимації елемен­
тів матриці-функції обмеженої варіації С(х )  Є ВХ + [а;Ь] послідовніс­
тю С п(х) :  С п(х)  —► О(х) .  Можна сподіватися, що розв язок Yn(x)  
задачі (115) в певному сенсі буде наближати розв язок Y (х)  вихідної 
задачі (114).
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Теорема 40.1. В умовах теореми 39.1

lim |V'„(J-) -  У'(л:)| =  0 рівномірно на [<і,Ь].
п—оо

Тут  розглянуто також деякі практично важливі апроксимації.
При наближеній побудові еволюційного оператора відповідної 

диференціальної системи в §41 отримано наступний результат якіс­
ного характеру.

Теорема 41.1. Якщо .4 (j) східчаста матриця-функція із скін­
ченним числом раз^ивів в точках .г, , ,г2, ■ ■ ■, х т € [а,Ь], то задача 
на власні значення /У'  — В ' У  +  А.4'У\ У(а )  =  Л/и, У(Ь)  — N v пі>и 
виконанні вказаних в §§28, 29 умов на матриці Л, В , ЛІ  і -V має 
скінчене число влас і и х  значень і відповідних їм власних векторів.

В §§42, 43 наведено приклади наближеного розв'язування задач 
на власні значення для диференціальних рівнянь другого і четверто­
го порядків відповідно. Отримані при цьому числові результати по­
казують. що апробація запропонованих способів апроксимації коефі­
цієнтів виявилася цілком задовільною.

В §44 запропоновано спосіб зведення матричного К Д Р  довільно­
го порядку до еквівалентної системи завантажених інтегро-квазіди- 
ференціальних рівнянь типу Вольтерра-Стільтьеса.

Розглядається К Д Р

£ m n [ * » ]  =  £ т „ [ ї » ] . +  ALmn[ Y » ]  =  0 (110)

де А — параметр, причому порядок КДВ L m„ [Y]  строго більший 
від порядку КДВ L m„\Y\. Нехай A ‘ ( j- ,s ) — функція Коші К Д Р  
L mn[]  ] =  0.

Теорема 44.1. Квазіпохідна 1"І*1(,г), к =  0, пі +  н — 1, довільного
розв’язку К Д Р  (116) є розв'язком інтегро-квазідиференціального рів­
няння

Y . d A „
'  і — І  П—п

» j ( * )V W(»>
‘ І=і  ~Р= о

(117)

— довільні сталі матриці).
Наслідок. Розв’язки У’*(.г) системи інтегро-квазідиференціаль- 

них рівнянь

П ( х )  =

■>=* Р=о

(118)



35

к =  0, f>i +  /і — 1, утворюють нормальну в точці х0 Є / фундаменталь­
ну систему розв'язків К Д Р  (116).

Ці результати дають можливість застосовувати до коректних 
КД Р 'м етод послідовних наближень. Цей спосіб був фактично вико­
ристаний при узагальненні інтегральної ознаки Ляпунова.

У висновках коротко сформульвані основні результати дисер­
тації, а також вказано можливі їх застосування.

О СН О ВН І Р Е З У Л Ь Т А Т И
1. Закладено основи теорії лінійних і квазілінійних диференці­

альних систем з мірами, що пов'язано з новим коректним означенням 
їх розв’язків* а також встановлено ефективні критерії коректності.

2. Побудована лінійна теорія скалярних і матричних К Д Р  з ’ 
кОефіцієнтами-мірами і правими частинами — узагальненими похід­
ними вищих порядків від функцій локально обмеженої варіації. Од­
ночасно розвинута концепція квазіпохідних.

3. Вивчено елементи теорії стійкості названих систем і показано, 
що при цьому природним чином застосовна класична схема першого 
методу Ляпунова.

4. -Поширено результати Ф.Аткінсона, що стосуються дослід­
ження крайових задач для диференціальних систем із сумовними за 
Лебегом коефіцієнтами, на дискретно-неперервні крайові задачі для 
диференціальних систем з мірами.

5. Розроблено і апробовано наближені способи розв’язування 
дискретно-неперервних крайових задач, що грунтуються на апрок­
симації коефіцієнтів відповідних диференціальних рівнянь та на зве­
денні їх до еквівалентних систем завантажених інтегро-квазідифе- 
ренціальних рівнянь типу Вольтерра-Стільтьєса.
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