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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність роботи. Важливе місце в теорії диференціаль­

них рівнянь займають методи відшукання наближених розв'язків 

нелінійних рівнянь. У випадку нелінійних рівнянь з малим пара­

метром, які виникають при дослідженні явиш 1 процесів в механі­

ці, гідромеханіці, астрономії, акустиці, оптиці, електроніці, 

сказане в повній мірі стосується асимптотичних методів Крилова- 

-Боголюбова-Митропольського.

Як показують результати робіт Митропольського Ю.О., Мосеєн- 

кова Б.І., клас нелінійних рівнянь з частинними похідними гі­

перболічного типу, до якого застосовні названі асимптотичні ме­

тоди, станоапять рівняння виду

ut t  -  a2uxx + xu = eF[u,ut ,ux l ,  (1 ,

де F[u,ut,ux 3 - нелінійний оператор, який кожну гладку функцію 

U € С1 ■1 (О), О с к2 , переводить у скалярну функцію 

Ftu-^.u^Mx.t) € С(п), є - малий параметр, а. = const.

Але виявляється, що цей клас можна розширити за рахунок рів­

няння

utt -  a2uxx + е(с (х,t)u = f (x , t )  + e?(u,ut ,ux ], 0 1* (2)

яке в деяких вил,- ках при умові, що існує класичний розв’язок 

відповідні! неіЛурекоТ (е = 0) міш-іної або крайової задачі,

ЗВОДИТЬСЯ ДО р!ВКЯтгКЯ ВИ.1ПГ (1).

Звичайно, виникає питаная, при яких умовах, до того ж міні­

мальних, Існує вказаний розв'язок.

- З іншого боку, умови існування неперервного (класичного) 

розв’язку рівняння (І) (відповідного усередненого рівняння), 

ніколи точно не пазувалися в асимптотичній теорії Крилор.а -



Боголюбова - Митропольського. Тому цей аспект асимптотичної те­

орії вимагає додаткових, досліджень.

Мішані задачі для гіперболічних рівнчнь і систем розглядали­

ся в працях Аболіні В. Е., Артем'єва М. А., Ільїна В. А., Мель­

ника 3. 0., Мишкіса А. Д., Неймарка Ю. І. Зокрема, встановлен­

ням мінімальних умов існування класичного розв'язку окремих ви­

дів вказаних задач займалися Левітан В. М., Михайлов В. П., 

Летровський І. Г., Стеклов В. А., Чернятин В. А.

Дослідженню крайових періодичних задач присвячені роботи 

Арнольда В.І;, Брезіса X., Вайнберга М.М., Вейводи 0., 

Вульпе М.М., Горбачука М.Л., Кирилича В.М., Корона И.М., Лади- 

кенсько! О.А., Нахушева А.М., Ніренбергії І., ІІташника Б.И., Ра- 

біновича П., Рудакова І.А., Самойленкг»' A.M., Скрипника Г.В., 

Соболева С.Л.

Мета роботи. Встановити мінімальні умови існування (глад­

ких, класичних) розв'язків окремих видів лінійної 1 нелінійної 

мішаної і крайової періодичної задач. Розширити клас рівнянь, 

до, яких застосовні асимптотичні методи Крилова-Боголюбова- 

-Митропольського.

ІІетоди дослідження. При доведенці наведених в роботі ре­

зультатів використовується метод зведення гіперболічного рівня- 

йня другого порядку до систёми першого порядку, метод ,лракте- 

ристик, чисельно - аналітичний метод побудови періодичних 

розв’язків крайових задач, елементи функціонального аналізу.

Наукова новизна.

- Встановлено мінімальні умоги Існування класичного-роз­

в'язку окремих видів лінійної мішаної і крайової періодичної 

аадач.'Для мішаних задач доведено-единїсть вказаного розв'язку. 

Для крайових визначені конкретні простори функцій, в яких Існує
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- З -

класичний розв'язок.

- Отримано умови існування класичного (гладкого) розв'язку 

нелінійної мішаної (нелінійної крайової періодичної)задачі.

Теоретично обгрунтована можливість застосували асимпто­

тичних методів Крилова - Боголюбова - Митропольського до квазі- 

лінійного гіперболічного рівняння (2).

Теоретична 1 практична цінність. Результати дисертації 

вносять вклад в загальну теорію гіперболічних мішаних J крайо­

вих задач, а також - в асимптотичну теорію Крилова-Боголюбова- 

-Митропольського. Бони можуть,знайти своє застосуванні як в те­

оретичних, так і в практичних питаннях.

• Апробація роботи. Результати роботи доповідалися на Все -

союзній конференції "Нелінійні проблеми диференціальних рівнянь 

і математичної фізики” (м. Тернопіль); на конференції "Неліній­

ні проблеми диференціальних рівнянь І математичної фізики"

(м.Київ); на Всеукраїнській конференції "Нові підходи до
І

розв’язання диференціальних рівнянь" (м, Дрогобич); на семінарі 

відділу теорії нелінійних коливань 1 математичної ф*зики Інсти­

туту математики НАН України (керівник - академік р.О.Митрополь- 

ський); на семінарі відділу теорії рівнянь з частинними похід­

ними Інституту мате (.плюй НАН України (керівник - доктор фізи­

ко-математичних наук, професор М.Л.Горбачук).

Публікації Основы результати дисертації опубліковані в 

роботах [ 1-5 J, писок як.и подано в кінці автореферату.

Структура і оо-ем роботи. Дисертаційна робота склада­

ється зі вступу, трьох глаЕ, висновку ! списку літератури, ви­

кладених на 117 сторінках машинописного тексту. Список літера­

тури містить 122 найменування.
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ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі дано обгрунтування актуальності питань, дослідженню 

яких присвячена дисертація, проаналізовано сучасний стан проб­

лем! 1 коротко викладено основні результати.

В главі І вивчається лінійна (нелінійна) мішана задача.

Спочатку в §§ 1 - 6 розглядається мішана задача для ліній­

ного неоднорідного рівняння виду

utt - a2 = f(x,t), х € (О .ч ) ,  t € (О.Т), (3)

u(O.t) = u(tr,t) = 0, t € [0.T1, (4)

и(х,0) = ф(х), Ut(x,0) = ф(х), x € to,*], (5)

U(X,t) € Сг(П), П = { 0 $ X < 1Г, О < t $ Т ). (6)
* .

3 постановки даної задачі випливає необхідність таких умов

на функції ф(х), ф(х), f(x,t):

f(x,t) е С(Я), (7.)

<р(х ) € СгС0,*], ( 8 )

ф(Х) € c’tO.w], (9)

<р(0). = гр(к) -  Q, ф(0) -- ф(к) = 0, (10)

-aV(0) = f(Q,0). -агч>'(it) = І(«,0). (1 1 )

Проте для існування розв'язку задачі (3)— (6) на функції 

*(")» <і **"), f(x,t) залежно від методів доведення накладалися 

рігк! додзтйсяі функціональні вимоги.

Для встановлення мінімальних умов існування класичного 

розв'язку міппної задачі (З)-(б) 1 формулювання основних ре­

зультатів у випадку

f{0,t) = f(ir.t) =r 0. t £  Г0.Т1, (12)



в §4 2, 4, 6 глави І дисертаційної роботи введеш такі позначе

ння: ?(х,t) - непарне 2*-періодичне продовження функції f(x,t)

по змінній х з відрізка [0,*] на всю числову пряму іР;

t ~
р (x,t,a) = / r(x+a(t-t),t) dt, (13)

О

p~(x,t,a) = ; f(x-a(t-x),x) dt. (U)
• о

Теорема t. Нехай виконуються умови (7)-(12) 1 

р+(хд,а) € С1 '°(П). p‘(x,t,a) е С1 ■ °(П). (15)
*

Тоді існує єдиний класичний розв'язок мішаної задачі (3>-(б) в 

прямокутнику П.

Теореме 2. Нехай виконуються умови (Т)-(12) t

p+ (x,t,a) € С0<1(П), p-(*,t,a) е С0 -1^). ' (16)

Тоді Існує єдиний класичний розв'язок мішаної задачі (З)-(б) в 

прямокутнику П.

Теорема 3. Для розв'язності мішаної задачі (3)~(6) в

прямокутнику П йри <?(х) = ф(х) = 0 необхідно і достатньо, щоб

функція i('X,t) задовольняла умову неперервності (7) 1 умову
* ' \

(12), а кожний з І.І інтегралів, які визначаються згідно рівнос-

тей (13), (1+), належав хоч би одному з класів С1 •0(її) або

С°,1(П). При цьому шуканий .розв'язок єдиний.

Теорема 4. Якщо виконуються умоеи теореми 1 або 2, то

розв'язок мішаної задачі (З)-(б) можна записати у вигляді

u(x,t) = tJfrgt W  + 1 f a t ; (e)d a + ,(17)
x-a t

I t x + a ( t - t )  ~
+ A s dt / f ( Z,n)  dz,

о x - a ( t - i )

де у.:), ф(х) - непарне 2-*-пер1 одичне продс лиш. і функцій f(x), 

Ф(х) з відрізка Ю,*1 на К.

- 5 -



Д,пя обгрунтування теорем 1-4 в § 3 доведено 9 лем про дифе­

ренційованість інтегралів, що стоять в правій частині рівності 

(17).

При доведенні теорем 1-4 використано методику зведення КВЭ- 

зілінійних рівнянь другого порядку до гіперболічної системи 

першого порядку (§ 1), а також метод характеристик.

Як наслідки (§ 5) одержуються твердження, які дають достатні 

умови Існування класичного розв'язку мішаної задачі (З)-(б)

більш жорсткі, ніж (7), (15), (16), але виражені в більш звич­

них термінах в порівнянні з (7), (15), (16), які в деяких ви­

падках повністю збігаються з відомими результатами.

В § 7 вивчається мішана задача для лінійного одао$“зшого 

рівняння виду

utt - + c(x,t)u « 0, х е (0,и), t с (0,T), (18)

u(0,t) = u(ir,t) = 0, t € [CVri* (19)

u(x,0) = <p(x), ut(x,0) = 4>(x), x € ГО.ісЗ, (20)

u<x,t) Є С2 (П)., (21)
■it 1 .... • • j  . . ... ' . ..

З постановки задачі (18)-(21) випливає необхідність

виконання умов (8), (10) к умови

<р“ (0 ) =  q>"(«) =  О. (2 2 )

Але для розв'язності мішаної задачі (18)-(21) потрібно, щоб 

функції ф(х), ф(х), f(x,t) задовольняли додаткові умови. Вони 

вказані в наступних теоремах.

Теорема 5. Нехай виконуються умови (8)- (<0). (22.) I 

c(s,t) € С,,0(П). Тоді 1 сну* єдиний класичний розв'язок* мішаної 

зндіч 1 (1S)-(21) в прямокутнику Гі.

Творе»* 6. Нех&й вихокуиггьея vmobh (&)-(!'.':, (3 2 ) 1

cu,t) є С°'ЧП). (23)

- 6 -
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Тоді існує єдиний класичний розв'язок мішаної задачі (І-8)-(2і) 

в прямокутнику П.

Зауважимо, що умова (23) теореми б одержана вперше.

В § 8 в прямокутнику П вивчена нелінійна мішана задача виду

Ut t  “  a2,Jlxx = + eF[U,Ut ,Ux , e ) ,  (24)

u(0,t) = u(*,t) = 0,. u(x,0) = <p(X),- U t(X,0) = ф(Х), (25)

для якої справедливе таке твердження:

Теорема 7. Нехай функції <р(х), ф(х) визначені на від­

різку [0,*1, функція f(x,t) - на прямокутнику П, оператор F пе­

реводить кожну гладку функцію u(x,t), визначену в П, в непе­

рервну скалярну функцій FtU.U^U^c](x,t), І виконуються такі 

умови:

1) <р(7.) € C2t0,*J, ф(Х) € с’ to,*];

2) р4 (a ,t,a) € С' а'а (П), p“(x,t,a) е С1 а'а(П), « = 0,1;

З; оператор F переводить кожну гладку функцію u(x,t), биз-

я-П‘ -;у в П, в скалярну функцію F[u,ut,ux ,el (x,t), диферегіційо-

іпну по х або по t;

4) похідні dF/Su, dF/<3ut, <3F/3ux задовольняють умову Ліпші- 

ца ь а u, и., иг з сталою К;

5) відповідні умови погодження.

Годі при достатньо малому ?,а модулем є задача (24), (25) має 

'■диний класичний розв'язок в П.

Для ЛІНІЙНОГО випадку cFtUtUt,Ux ,e] (x,t) = ~c(x,t)u має міс­

це наступна теорема.

Теорема 8. Нехай виконуються умови 1), 2) теореми 7 t 

умови: 3) f(0,t) = f(K,t) - 0, t е 10,T), f(x,t) € С(П); 

4)c(x,f.) t о’ а,0(П), а - 0,1. Тоді Існує єдиний класичний 

розв'язок мішаної здачі ^4 ) ,  (25) при еРіи,и̂,и.х,є1(т,tі



= -  c ( x , t ) u .

Відмітимо, що для випадку c(x,t) = q(x) з теореми 8 одержу­

ється результат, встановлений Чернятиним В.А.

В § 9 на основі теореми 7 одержано аналог формули (17) для 

нелінійної мішаної задачі (24), (25).

Глава ІГ присвячена крайовим періодичним задачам.

В § 1 розглядається лінійна крайова задача

utt “ а2ц«  = gtx.t). (x,t) е R * R, (26)

u(0,t) = u(ic,t) = 0, t e R, (27)

u(x,t+T) = U(x.t), . (x,t) € R * R. (28)

На основі теореми 4 І чисельно-аналітичного методу побудови 

розв'язків крайових періодичних задач встановлено умови 

розв'язності задачі (26)-(28) 1 подано явне зображення

розв’язку при певних співвідношеннях між 1 яслами а 1 Т.

Для формулювання I доведення основного результату введено 

такі позначення: С - простір функцій двох змінних х 1 t, непе­

рервних І обмежених на R2 , Gx - простір функцій двох змінних х 

1 t, неперервних I обмежених на R2 разом з похідною по х;

с CB(x.t): g(x.t) = -g(-x,t) - g(x+2*,t) );

QT = f g(x,i).; g(x,.t) = g(x,t+T) >;

r(x,ay,x) = ^ (g(x+a(y-t),x) + g(x-a(y-x),x));

Hab = {  e t x . t ) :  r(x,ay,b+x) = -r(x,ay,x), 

o b
J" dx f  r (x ,a (x + w ) ,b + x )  dw *  0 } ;

-T  о

't  t b t
a(x,t)r=(Pg)(x,t,atb) - ;dx;r(x,ay^x)dy - J-dxJr(x,ay,x)dy. (29)

O X  t  X

Теорема 9. Цпя g e Gx n  Гі От П Hab ФУНВД* u=Pg,

' - 8 -



визначена за допомогою формули (29), є єдиною функцією -з прос­

тору С?, яка задовольняє умови задачі (26)-(2В).

В § 2 розглядається простір функцій

= { g(x,t): g(x,t.) = -g(-x,t) = g(TC-x,t) -'gU.t+T,)

T 1 = ^ a ^ 5- (2p-1 ,aq) = 1, ^ q  = b.
• *

Доведено ряд властивостей, якими володіють функції З Д8Н0Г0 

•простору, 1 на цій основі - наступну теорему.

Теорема 10. Для g € G п В̂ функція u=Pg, визначена 

за допомогою формули (29), де b = T tq, Т, = (2p-1)*/aq, є функ­

цією з простору С2 п В̂, яка задовольняє умови крайової періо­

дичної задачі (26)-(28).

В §§ 3,4 досліджується питання зображення розв'язку задач! 

(26)-(28) за допомогою узагальнених операторів Вейводи-Штедри.

При формулюванні 1 доведенні основних теорем використано та­

кі позначення: Ct- простір функцій двох змінних х 1 t, непе­

рервних 1 обмежених на [0,«]*R, Gt - простір функцій двох змін­

них х 1 t, неперервних 1 обмежених на Г0,тс]*К разом з похідною 

по t; .
*

u(x,t)=(Rg)(z,t,a) = ), {(S^xx.t.a) + (S2g)(x,t,a)> +•

__y *  t+J/a _  я t+ (ic - {)/ a
+ Ш  I  dt f  g ( { , x )  ^  + j~ a  J <U J g ( { , x )  4-е I

о t - t/ a  о + .-(ії-| )/а
V< x  t + ( x - £ ) / a

( S .g ) (x , t ,a )  = _ 1- ;  df J  g ( t ,x )  dx.
о t - (K - { )/ a

< n t - ( x - £ ) / a
(S g)(x,t,a) = - Ag f  d? X g(£,x) dr.a x t K x - t ) / a

A* = t g(r.t): g(x,t) = g(7r-x,t) = gix.t+Tj) ),

A* -  < g(x,-  : g ( X , t ^ =  g (*-7 ,t+T 2/2) = g(x,t+T2 ) },

~ 9 -



- 10 -

Tt = */a, т2 = 2»/a, a = (2k-1 )/p, ке/. p € ГІ.

Теорема  11. Для функції g Є G n * v  Функція

u(x, t )= (Rg) (x,t,a)- e функцією з простору С2 л Л', якз задоволь­

няє умови (26)-(28).

Т еорема  12. Для функції g е G п А*> функціл

u(x,t)=(Rg)(x,t,a) є функцією з простору С2 п А2 , яка задоволь­

няє умови (26)-(28).

Доведення теорем 11 1 12 проведено на основt встановлених в 

роботі властивостей оператора R.

В § 5 розглядається нелінійна мішана задача виду

utt - a2uxx = ф(х,1;,и), (x,t) e R * 0?, u d ,  (30)

u(0,t) = u(it,t) =>0, t e IR, (31.)

u(x,t+T) = u(x,t), (x,t) e R * IP, (32)

1 досліджуються умови існування гладкого (и е С1) і к-ласи-ного 

(ц і С2 ) розв'язку даної задачі в класі функцій В̂.

Для введеної норми I u |с = sup t'u (х,t)і; (x.t) е R2 ) до­

ведено наступну теорему.

Творена 13. Нехай функція 4>(x,t,u) задовольняє умови:

1) ф(ж,і,и) є С(К-?*|и| < « );

2) 0 < |<j>(x,t,0)| = Г < « ;

3) 4>(x.t,0) е ;

4) |ф(х, 1tu*) - ic(X,t,u' )| 4 Я }ц* - u' |, u' е R, u* е R;

5) для v u € в^, Ф(х,г,ч(х,г)) е вЧ

Тоді при достатньо малШ константі Ліпшіца N задача (ЗО)-(32) 

має єдиний гладкий розв'язок u(x,t) е вЧ
Обгрунтування теореми 13 здійснюється за допомогою принципу



стиснених, відображень, який §асто вуеться до оператора Р1, цо

визначається правою частиною такого інтегрального рівняння:

t t ь. t
u ( x , t ) =  / а х / * ( х , а у , х , и ( х , а у , х ) )dy -  ; '<1х/Ф (х ,ау ,т ,и (х ,ау ,х ))сІу ,

O X  t X

де b1=T1q, Ф ( х ,а у ,х ,и ( х ,а у , г ) ) = ] - (ф (х + а (у -х ) ,х ,и (х+ а (у -х ) ,х ))+  

•* ф ( х - а ( у - х ) , х ,и ( х - а ( у - х ) , х ) ) ) .

Для ф (х , t ,u )  = g ( x , t )  + e f(u )  з теореми 13 одержано наступне 

твердження.
*

Е е  o p е it а 14. Нехай функції g ( x , t )  1 f (u )  задовольняють 

такі умови:

1) g(x,t) t С(К2 ) п В̂;

2) 0 < |g(x,t)| = Г2 <.» ;

•3) f ( - u )  = .- f ( u ) ;

і )  f(0) = 0;

,5) f(U) є Lip (Nf,К), N, = const.

Тоді при достатньо малому за модулем є. нелінійна мішана задача 

(30)-(32) при <i>(x,t,u) = g(x,t) + еГ(и) має єдиний гладкий 

розв'язок u(x,t) і  В̂.

Наведено приклади рівнянь, які задовольняють 1 не задоволь­

няють умови теореми 14.

В главі III показано застосування одержаних результатів в 

асимптотичній теорії нелінійної механіки.

В § 1 розглядаються основні ідеї використання окремих мето­

дів асимптоти юї тоерИ нелінійної механіки для знаходження 

наближених розв’язній.мішаних (крайових) заду для квазіліній- 

НИХ Г перболічних рівнянь другого порядку І---ДУ ( ). Вказується, 

що без теоретичного обгрунтування дані ml .•оди дають лише фзр-

- 11



мальні схеми побудови наближених розв'язків.

§ 2 присвячений обгрунтуванню можливості звєдрии.і квазілі- 

нійшго рівняння (2) з швидкими 1 повільними змінними до рівня­

ння стандартного виду vtt -* a2v^x = eF[v,vt,vx ], для якого роз­

роблені асимптотичні метода побудови розв'язків.

В § 3 доведено теорему, коли I при яких умовах можливе зоб-
1

раження неперервного (u(x,t) < С) розв'язку мішаної задачі (2), 

<4), (5) у вигляді ряду Фур'е.
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