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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. При решении задач статистики для различных 
схем наблюдений важную роль играют асимптотические свойства отно­
шения правдошдоОия. Создание методов математическое статистики, 
основанных на использовании асимптотических свойств отношения 
правдоподобия, начато в работах А.Вальда и Л.Лв Кама Ліри этом сна­
чала рассматривались последовательности независимых случайных ве­
личин и использовалась центральная предельная теорема для логариф­
ма отношения правдоподобия,что привела к появлении понятия локаль­
ной асимптотической нормальности семейств вероятностных мер, поро­
ждаемых наблюдаемыми величинами. Позднее в работах Д.М.Чибисова , 
Я.Гаека.Дж.Русаса,И.А.Ибрагимова и Р.З.Хасьмдаского, К.0.Джапарид­
зе была развита достаточно общая асимптотическая теория оценивания 
параметров и проверки гипотез,основанная на использовании асимпто­
тических свойств отношения правдоподобия, для последовательностей 
случайных величин, вообще говоря, с произвольной зависимостью

Распространение этой теории с последовательностей случайных 
величин на случайные процессы с непрерывным временем связано с 
развитием самой теории случайных процессов. Полученные в последнее 
время формулы для локальных плотностей мер и доказанные предельные 
теоремы для различных классов случайных процессов способствовали 
распространении атой теории на различные классы случайных процес­
сов. Отметим здесь работы И.А.Ибрагимова и Р.З.Хасьминского, К.О. 
Джапаридзе, Б.JI.Проказы Рао, Ю.А.Кутоянца, В.Н.Лидькова, А.Ф.Та- 
раскишз, Е.Огаты и др.

Далее, Д.М.Чибисовым, И.А.Ибрагимовым и Р.З.Хасьминскпм было 
замечено, что асимптотический метод А.Вальда и Л.Лв Кама носит об­
щий характер. Он щіимшшм к любой модели наблюдения, отнпшеажо 
правде:.- .,r 5;и, для которой обладает свойствами, определяемыми ор '



стваыш, определявший зтіім методом. Поэтому, развивая метод 
4. Вальда и Л.Лв Кама, ель дует устанавливать та шш иные свойства 
статистических процедур дал схем наблюдений произвольной природа, 
на шш диваи ограничения на отношение правдоподобия, а затем приме­
нять ати результаты к конкретним моделям наблюдения. Такой подход 
привел к создяншо асимптотических методов статистики общих стати­
стических э к с п е р и м е н т о в , в которых ограничения накладываются на 
отношение правдоподобия. Затем общие методы применяются к конкрет­
ным моделям наблвдения, что приводит к необходимости исследовать 
асимптотические свойства отношения правдоподобия и является, вооб­
ще говоря, далеко нетривиальной задачей.

Настоящая диссертация посвящена применению обида методов, ос­
нованных А.Вальдом и Л.Лв Камом и развитых их последователями, к 
наблюдениям случайных процессов с независимыми приращениями. В на­
стоящее время статийтике случайных процессов с независимыми прира­
щениями посвящено достаточно много работ, среди которых отметим 
работы Т.Камацу.М.Г.Акритаса и Р.А.Джонсона,близкие к теме диссер­
тации и посвященные асимптотическим задачам оценивания параметров 
для процессов П.Леви. В данной диссертации в отличие от предыдущих 
работ допускаются разрывы по времени у триплета предсказуемых ха­
рактеристик, а исследование основано на изучении асимптотического 
поведения отношения правдоподобия для различных типов альтернатив­
ных распределений. Отметим здесь недавние работы П.Н.Линькова и 
Кунира аль Шахфз.в которых асимптотические метода А.Вальда и Л.Ле 
Кама распространяются на считающие процессы, компенсаторы которых 
также могут иметь разрывы. Заметим также, что состояние асимптоти­
ческой теории статистики семимартингалов с непрерывным га времени 
триплетом предсказуемых характеристик изложено в недавней моногра­
фии В.Н.Линыгаиа.

Цель работы - дока:*ать предельные теоремы для отношения прав-



дсподобяя, порождаемого наблюдениями процессов с независимыми при­
ращениями при различных альтернативних гипотезах и полученные -тео­
ремы применить к исследованию асимптотических свойств наиболее 
мощных критериев, оценок максимального правдоподобия и байесов­
ских оценок неизвестных параметров.

Методика исследования. D рэбботе используются мартшгальные 
методы теории случпйных процессов, методы стохастического интегри­
рования и асимптотические метода математической статистики.

Научная новизна. В работе получены следующие новые результа­
ты:

- дапы достаточные условия, при которых логарифм процесса ло­
кальной плотности мер для процесса с независимыми приращениями яв­
ляется специальным семимяртингалом, и получено каноническое пред­
ставление этого семимартингала;

-- для логарифма отношения правдоподобия в непараметричвской 
постановке доказаны закон больших чисел, теоремы о больших уклоне­
ниях и теоремы о слабой сходимости при подходящем центрировании 
нормирований;

- в параметрической постановке для случая близких параметров 
подучено асимптотическое разложение логарифма отношения правдопо­
добия, а для нормированного отношения правдоподобия получены оцен­
ки приращения по параметру и интеграла Хеллингера порядка 1/2;

- на основе установленных свойств отношения правдоподобия 
изучены асимптотические свойства критерия Неймана-Пирсона, оценок 
максимального правдоподобия и байесовских оценок.

Практическая и теоретическая ценность. Габота носит теорети­
ческий характер. Полученные в ней результаты и развитые методы 
могут найти применение в математической статистике при разработка 
методов обработки данных.

Аппробация работы. Основные результаты работы докладывались
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на III Международной Донецкой конференции "Вероятностные модели 
процессов н управлении и надежности" (Донецк, 6-10 сентября 1998г.)» 
Ill Российско-Финском симпозиуме по теории вероятностей и 
математической статистике (Москва, 4-8 октября 1993 г.) и на семи­
нарах по теории вероятностей и математической статистике в Донец­
ком государственном университете и Институте прикладной математи­
ки и механики НАН Украины (Донецк, 1993 - 1994 гг.).

Публикации. По теме диссертации опубликовано 2 работы.
Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введе­

ния, трех разделов и списке литературы (46 наименований). Общий 
объем работе 128 страниц.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ
Во введении обоснована актуальность выбранной темн исследова­

ния и дано краткое изложение результатов диссертации.
В разделе I собраны основные результаты для случайных процес­

сов, используемые тою на протяжении всей работы. В подразделе 1.1 
приведены необходимые сведения из общей теории случайных процессов 
связанные с понятием мартингала и его обобщениями. Введены классы 
случайных процессов, даны определения и обозначения для случайных 
мер, стохастических интегралов по локальным мартингалам и семимар- 
тиягалам и приведены формула Ито для семимартгоігалов, неравенство 
Лвнгляра, каноническое разложение для семимартингэлов и некоторые 
другие факты.

В подразделах 1.2 и 1.3 приведены результаты, касаициеся се- 
мимяртингзлов с независимыми приращениями.

Пусть V - пространство траекторий семимяртингалэ с независи­
мыми приращениями Е = ($t), С - наименьшая о- алгебра, порожден­
ная цилиндрическими множествами, (St) - фильтрация на (V.Q), э Р

и Р - две вероятностные меры на (V,S), Q=(F + Г )/?.
Пусть (П,T.P.Q) - Q-полннй стохастический базис, где Q = V,
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У = S°- (З-пополнвнив д, F = (ґ.), Т = &  = Л Є0 Семимартин-X X ■ • в / • в *
гал £ = (£t) есть координатный процесс на измеримом пространтве 
(£1,3̂). рассматриваются также стохастические базисы (П,Т ,Р,Р) и 
(Q,J,P,P), которые, вообще говоря, на удовлетворяют обычным усло­
виям по Деллашери. Предполагается, что 6 е S(F.P) и £ е S(F.P) с 
триплетами предсказуемы! характеристик (В.<4>,v) и (B.<i>,v) соот­
ветственно. В подразделе. 1.2 введены интеграл Хеллингера Ht (е;Р,Р)

IV г*
порядка Е для мор Р и Р и процесс Хеллингера h(c;P,P) порядка е 
для мер Р и Р. Приведены необходимые и достаточные условия локаль­
ной абсолютной непрерывности мери Р относительно мері Р и дан вид

t ~tпроцесса локальной плотности z = (zf), где zf = dP /dP , а Р и 
t ™Р - сужение мер Р и Р на о - алгебру Т t (лвьеда 1.2.5). Дан также 

вид процесса Хеллингера h(c;P,P) при условии локальной абсолютной
"  loc

непрерывности Р «  Р (лемма 1.2.6). В заключение подраздела 1.2 
рассмотрен параметрический случай, когда на (V,Q) задано парамет­
рическое семейство (Рв, в £ в), где в - некоторое множество из 
R*, & М. В подразделе 1.3 дани условия, при которых процесс А - 
=lnz является специальным семимартингалом из класса Sp(P,P),u дано 
с о о т в е т с т в у й т е  разложение (теорема 1.3.1).В этих же условиях 
получено каноническое представлеіше семимартингала A f S^(¥,P) и 
найден соотватствущий триплет предсказуемых характеристик (теоре­
ма 1 .3.2).

В разделе 2 исследуются асимптотические свойства отношения 
правдоподобия zt как в параметрическом, так и в нопараметрическом 
случаях. В подразделе 2.1 рассматривается напараметрический случай 
и в условиях теоремы 1.3.1 доказываются предельные теоремы для 
At= In zt при t - оо. В теореме 2.1.1 даны достаточные условия 
справедливости закона больших чисел для при і -» <». Затем даны

rm
достаточные условия в тернинах процесса Хеллингера П(е;Р,Р), при 
которых имеет место теорема о больших уклонения- для At относитель



но моры Р (теорема 2.1.2), я также относительно морм Г (теорема 
2.1.3). Эти теоремы представляют собой применение к процессу Л об­
щих предельных теорем о больших уклонениях.известных по работам 
В.Н.Линькова и F.С.Эллиса. Теорема 2.1.4 дзет достаточные условия 
слабой сходимости <р~'fля£ + Фяі.> — * *я при t -► гдв (Хд.) - 
квазинепрврывннй слева процесс с независимыми приращениями на не­
котором стохастическом базисе (П,Т,Р,Р).

В подразделах 2.2 и 2.3 рассматривается параметрический слу-
п»

чай и исследуется свойства процесса zf0,0) локальной плотности 
мирі Fg относительно меры Ре. В подразделе 2.2 получопы асимпто­

тические разложения для At(0t,B) = In zt(Gt,Q), где зависит 
от t и 0t -• 0 при t -* я. В теореме 2.2.1 доказано асимптотическое 
разложение вида

A rot,0) = uj (У]* * q*) - 4-й; (Ik * pl) ut,

трр ut= ф;Ч0Я04 - Q), <Pt(0> - симметричная положительно опре­
деленная матрица такая, что i<ft(Q)t■-* О при t -♦ ® ,  tj* =  (tj* )s e R  -

локально квадратично интегрируемые мартингалы такие. что

£ fn*| Рй) Л (О, IJ, t -

д*- случайный векторный процесс , а р - детерминированная матрич­
ная функция такие, что

Ре - Ия |д*| = О, lim |р*| = О.
t -ч» і *

Здесь I - единичная матрица порядка к, Я (О, 1к ,) - нормальный 
закон с вектором средних О и ковариационной матрицей Г ,
£ (■ | Рв)- закон распределения относительно мори Р0, штрих озна­

чает транспонирование матриц, а — * означает слабув сходимость за-

«
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конов распределения. В случае Bt = 9 + 4>і(в) и, и є R*, из 
асимптотического разложения теоремы 2 .2 .1 вытекает локальная 
асимптотическая нормальность семейства вероятностных мер (Р̂ , 9 е 
( е) при t -* * в точке в. В теореме 2.2.2 доказана равномерная по 
в ( It локальная асимптотическая нормальность для любого компакта 
К с в. В подразделе 2.3 для случайной функции Z± e(U) = zt(Q f 
+ q>t(B) u, в) доказаны следующие свойства: равномерно по в с К, 
U,u € ©t в = q>~'(B)(e - в), lui.lv/ $ » при всех K.t е

I '/г і/г ,г _ _
Ев IZi e  (и)  - Zt в (v)\ $ IJ (1 + IIа) 111 - VIг,

где а = а(К) » О. В = В(К) > О (теорема 2.3.1); для любого компак­
та К с © и любого Я > О равномерно по в є К, u е е( е ,t j t0(N,K)

%  zul <и> « cniur”,

гд е  Сп < со (теорем ы  2.3.2 И 2.3.3).
В подразделе 2.4 приведены примеры проверки условий теорем ИЗ 

подразделов 2.1 - 2.3 в трех случаях: гауссовские семимартингалы, 
считающие процессы с детерминированными компенсаторими и однород­
ные процессы с независимыми приращениями.

Раздел 3 посвящен применению свойств отношения правдоподобия, 
установленных в разделе 2, к задачам статистики процессов с нвза-
О

гасимыми приращениями. В подраздела 3.1 рассматривается задача
і ”4проверки двух простых статистических гипотез Н и Н по наблюдению 

Iі = процесса с независимыми приращениями |. Предполага­

ется, что ip * «  i f * при всех t £ R+ , где ip * и ip * -  распределения Ї*

** t t ** -t -tпри гипотезах Н и Н соответственно, и р{ (х) = d г /й п' (х), при­

чем р (£*)= zt(P- п.п.). Для проверки гипотез Я* и Я* рассматрива­
ется критеріїй Неймана-Пирсона уровня е (0,1):
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+ .О.,
0t 1 = i(Kt > dt) + Eti(Kt = at).

tгде At= In zf, a dt ef-®,*.}, Et e f0,11 -параметры критерия Ot ,
*.atопределяемые из условия a(C>t )±at. Здесь af 01! -вероятность ошиб­

ки 1-го рода критерия 0t, а через р(б£ j обозначается вероят­
ность ошийка 2-го рода критерия 0t. Доказано (теорема 3.1.1),что в 
условиях теоремы а.1.1 справедлива импликация

В теореме 3.1.2 доказано, что если процесс Хеллингера h(e| = 
= h(e;P,PJ удовлвтовряет условии (Н) из теоремы 2.1.2, то имеет 
место импликация

Здесь (ft = -c'(0)xt, а функция с(в) и нормировка %t взяты из усло­

вия (Н), имеющего вид:
(Н) существует интервал (е,е(), содержащий точку О и такой,

что для каздого Е е (е ,е4) существует конечный предел

И л  хї'іп £ (-3ign(E(1 Е) h(E))) = С(Е),
t-чю * 1

где £(•) -экспонента Долаан, %t ■* ® при t -* *>, а с(е ) - строго вы­
пуклая и дифференцируемая функция на (е ,е, ).

где
(а1) И я  at > О; (о2) 11т а. < 1;

(d) И я  ф~*а4 = -f; (p.) 11т ф- ' l n  Р(0*‘ а *) =-1.

( a V ) ,  ia ? - ')  *  № ) , ( ? )

где

(d1') На фГ'іп а. = О; (а2') 11т фГ'іп (1 - а.) = О.
t « 0  г  t-x »  1



Далее рассматривается условие (И*),состоящее в том,что выпол­
няется условие (Н), В котором 1 € (Е ,Е̂ ). ПуСТЬ Jp = C'(0),-J ; = 
= С'(1), 1(Т[) = 7 ЕСТ.» - С(Е(Т)), ГД8 Е(1.) - единственное решение 
уравнения c’(eJ = 7. В теореме 3.1.3 доказано, что при выполнении
условия (В*) и условий леммы 1.2.5 справедливы следующие утвержде­

на.ния о поведении at и p(0t ,1 : 1 ) для любого а е (0,7 ,)

- і  - »  + , с < і  Itm % ' i n  а  = -  a  «■ И я  x ’ l n  pfO г ) =
t  НЮ t -ЧЛ

где Ь(а) = a - 7(a) е (0,-у0), а 7(а) - единственное решение урав­
нения I(j) = а в области 7 е Г70,7?);
2 ) для лпбого a ? 7 (

Itm хі’ія a = - a => llm хГ’їл PfO *) = 0,
t  *00 t - t o o  1 1

а для лпбого b » - 7

Itm хГ’їп l) = -b » Itm Xt**n = O-
t - ч »  t-KJO

Творема 3.1.3 представляет собой распространение одного резуль­
тата Л.Бирже на процессы с независимыми приращениями.

Далее вводится условие:

Я. f<p~’ + фі;| г1; —’?-► х при t -♦ 00,где *pt > О и ф -̂детер-

минироваипые функции, а Ь - вероятностный закон с непрерывной 
функцией распределения Их), строго монотонно возрастапцаїЗ на мно­
жестве (х: О < Цх) < 1).

В теорем» 3.1.4 даны условия справедливости (N5), в котором 
ф£ = О, а <pf -* со при t -* cd, при которых для любого ас (0,1)

Пт а = а <=> itm <р7'ZnpfO. *) = ї, ,t-co г t-*a> 1 '

где ї ость р-квантиль закоіга І. В твороио 3.1.5 даны у ело пил

-II



12

справедливости (К5), в котором <pt -> и -* <*>, <pf - o(<pt), при 
которых для любого а е (0,1)

П т  а = а «  П т  (jr’flnpfC *) + ф 1 = I .t-«0 t-XJO 1 1

Наконец, в теореме 3.1.6 даны условия справедливости (Л5) с ф = О, 
<pt = 1. при которых для любого а ( 10,11

*.а.
П т  а = а « ■  П т  0(0 ) =  К ^ , ^ ) .
t~*oo t-H»

где L(x) = і evaij(y).
JJ)

В подразделе 3.2 на основании теорем из подразделов 2.2 и 2.3

для байесовской оценки 0t при ft z 1 доказаны утверждения (теорема
3.2.1): для любого компакта К с  ©

а) равномерно по В е ї при t ■* со

Z ГФ^ГВДв, - 0Л Р*) -Л* М (О, 1Ь),

б) для любой функции 1(х): Я* -* я',имеющей полиномиальную ма­
жоранту, равномерно по 0 е К

Ия Ев lffp-’fe7(0t - В)) = Е1 (т)),t-*co

где «. Гр | Р) = М (О, 1к);
в) оценка 0t асимптотически эффективна в К по отношению к се­

мейству функций потерь ІСф" 1(В0)х), где 0О t К - любая точка, а I 
имеет полиномиальную мажоранту. Здесь 0.- байесовская оценка отно­
сительно положительной априорной плотности и функции потерь 
1(<р̂ '(в’)х), где 0' е К - любая точка, а I - некоторая функция. 
Такие же свойства установлены и для оценки максимального правдопо­
добия 0t при К = 1 (теорема 3.2.2).



В подраздела 3.3 приведеш примари, алдистрирупциа применение 
теорем из подразделов 3.1 и 3.2.

По результатам диссертации опубликованы следущие работы:
* •1. Lln’Kov Yu.N., Maniadou Saliou Diallo. tea proprletea 

aaymptotiquea de la demlte locale dea шезигеа pour lea ргосеззиа 
* » *a accrol3aement3 lnrlepenciant3. - Donletsk, 1993. - 32p. - (Preput)-

«llcatlon / Inat. Math. Appl. et mecanlque; 93.06).
2. Линьков D.H., Мамаду Салиу Даэлло. Свойства отношения 

правдоподобия для процессов с независимыми приращениями в парамет­
рическом случае,- Донецк: Донецк, ун-т, 1994. - 21с. - Деп. в ГОТЕ 
Украины 22.08.94, » 1709 - Ук 94.

Дцаодо И.С. Асимптотические свойства локальной плотности мер для 
процессов с независимыми приращениями и их щ  ладь нация.
Диссертация на соискание ученой степени кандидата фмзико-математи- 
ских наук по специальности 01.01.05 - теория вероятностей и мате­
матическая статистика. Институт прикладной математики и механики 
НАН Украины, Донецк, 1994.

Развиваются асимптотические метода статистики для случайных про­
цессов с независимыми приращениями.Получено каноническое представ­
ление для логаршфде локальной плотности мер,порождаемых процессами 
с независимыми приращениями, и доказаны предельные теоремы для ло­
гарифма отношения правдоподобия в параметрическом и напараквтри- 
ческом случае. Полученные предельные теоремы применены к исследо­
ванию асимптотических свойств критерия Наймана-Пирсона,оценок мак­
симального правдоподобия и байесовских оценок.

ІЗ



Dlallo M.S. Asymptotical proportie3 of the local density of 
measures for processes with Independent Increments and their 
applications.

Dissertation for a condldates degree of physical and mathematical 
sciences on the speciality 01.01.05 - Theory of Probability and 
Mathematical Statistics, Institute of Applied Mathematics and 
Mechanics of National Academy of Sciences of Ukraine, Donetsk,1994.

Asymptotical methods of statistics for 3tochastlcal ргосеззез with 
independent increments are developed. The canonical representation 
for the logarithm of the local density of шеазигез, generating by 
processes with independent increments, із obtained and limit 
theorems for the logarithm of the likelihood ratio In parametrical 
and nonparametrlcal сазез are proved. The obtaining limit theorems 
are applied to investigation of asymptotical properties of 
Яеушал-Pearson test, maximum likelihood estimators and Bayes 
estimators.

Клтові -слова:
процес з незалежними приростами, локальна шютвість мір, асимпто­
тичні методи статистики.

7НБ ім. В. Стефаника
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