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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Теорія інверсних напівтруп е порівняно но­

вим розділом алгебри : вона бере початок від піонерських робіт 

В.В.Вагнера1 1 Ж.Т'єрена2 1952 року. Інтерес до вивчення Інверсних 

напівтруп стимулюється, з одного боку, їх близкістю до груп, а з 

другого - важливими застосуваннями, зокрема, в геометрії. Нині ця 

дисципліна має всі атрибути розвиненої математичної теорії : розга­

лужену сітку понять, власні методи дослідження, глибокі результати 

тощо.

її молодість проявляється, зокрема, у майже повній відсутності 

"конкретної теорії" - у порівнянні, скажімо, з теорією груп конкрет­

ні Інверсні напівтрупи досліджувались з всім мало. Так, роль анало­

гічну тій, яку в теорії груп відіграють симетричні групи, у теорії 

Інверсних напівтруп беруть на себе симетричні Інверсні напівтрупи 

усіх часткових підстановок на різних множинах. А саме, за теоремою 

А.Престона3 /аналогом теореми Келі для груп/ кожна Інверсна напів­

трупа Т  ізоморфна деякій піднапівгрупі симетричної 1нве-~.ної 

напівтрупи на множині Т . Про будову симетричних Інверсних на­

півтруп було відомо зовсім мало : елементарна теорія /В.В.Вагнер, 

А.Преотон, Е.С.Ляпін/, будова Ідеалів 1 конгруєнтностей /А.Е.Лібер/ 

опис стабільних порядків /В.Д.Дервч/.

Цілий ряд природних питань, які тут виникають, залишаються 

відкритими. Саме тому дослідження властивостей цих напівтруп, вив- 

будови різних класів їх піднапівгруп є актуальною задачею.

Вагне̂В.В.̂Обобщенные группы //Доклады АН СССР, 1952, т.84,

2 Ткімліл С. Зил Ьт, е!ІиіилЬ ііигмліЬ *к «.'btmenJta илііаілал і 'ил, «АетЦгои̂ а.
U Cem f̂c. ftuul. йлс А .  S e i .-  і952. -  V. 234 . — P. 53 -  J4

Pxetton. G-.6. of йги/елле. Аелгиуюи̂ » // ГПаііь. Soc..-
1954." V.2<3.-P. 4ii-4i9



Мета робота. Описати класи спряжених елементів симетричної 

інверсної напівгрупи 05Л усіх часткових підстановок на п. - 

елементній множин,, охарактеризувати її цілком ізольовані та ізо­

льовані піднапівгрупи, дослідити будову нільпотентних піднапівгруп 

напівгрупи JS„ , с̂тановити комбінаторні співвідношення, пов'я­

зані з її нільпотентними елементами.

Методи дослідження. Використовуються методи теорії напівгруп 

перетворень, методи та ідеї теорії інверсних напівгруп і комбіна­

торного аналізу.

Наукова новизна. Основні результати дисертаційної роботи е 

новими. Описано класи спряжених елементів симетричної інверсної 

напівгрупи 3S„. , охарактеризовано її ізольовані та цілком ізольо­

вані піднапівгрупи. Досліджено будову і властивості нільпотентних 

піднапівгруп напівтрупи OS*. , встановлено критерій ізоморфізму для 

її максимальних нільпотентних піднапівгруп даного ступеня нільпотен- 

тності. Виведено комбінаторні співвідношення для різних типів ніль- 

потентпих елементів напівгрупи 3S^ та арифметичні співвідношення 

для числа максимальних нільпотентних піднапівгруп даного ступеня 

нільпотентнооті в напівтрупі всіх часткових перетворень і порядків 

цих напівгруп.

Теоретичне і ттрикля.трте значення» Отримані результати мають тео­

ретичний характер. Вони можуть бути використані при дослідженні бу­

дови і властивостей різних класів напівгруп перетворень.

Апробація роботи. Основні результати дисертаційної роботи до­

повідались на засіданнях семінару з теорії груп та напівгруп при 

кафедрі алгебри та математичної логіки Київського університету ім. 

Тараса Шевченка /1992-1994 pp./, на Республіканській науково-мето­

дичній конференції, присвяченій 200-річчю від дня народження M.L.Ло­

бачевського /Одеса, 1992 р./, конференції молодих учених Київського 

університету / 1993 /,  Всеукраїнській конференції молодих учених

з
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/Київ, 1994 р./, а також були представлені на Третій міжнародній 

конференції з алгебри пам’яті М.І.Каргаполова /Красноярськ,13э3 р./.

Пуіі.їїікяптУ . Основні результати дисертаційної роботи о публіко­

вано в роботах [ 11- [5 ] .

Структура і обсяг дисертації. Робота складається з вступу,

11 параграфів, розбитих на 2 глави, списку використаної 1 цитованої 

літератури з 40 назв. Обсяг роботи 95 сторінок мшинописного 

тексту.

ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі обгрунтовано актуальність проблематики дисертації, 

наводиться короткий огляд робіт за теме дисертації, характеризу­

ється зміст роботи.

У перлій главі наводяться потрібні для подальшого допоміжні 

відомості, вивчаються властивості ряду відношень на напівтруп» 

всіх часткових підстановок множини N * і і, 2, , г». J і опи­

суються деякі класи її піднапівгрук.

У § 1.1 зібрано необхідні означення і відомі факти з теорії 

напівтруп та інверсних напівгруп, щоб зробити виклад по мож, ївості 

замкненим у собі. Всі твердження дано без доведень, але з посилан­

ням на джерела, де ці доведення можна знайти.

У § 1.2 систематизується інформація про найпростіші власти­

вості напівтрупи JS* • Більшість зібраних тут фактів належить до 

математичного фольклору 1 наведена для повноти картини, решта має 

чисто технічний характер і потрібна для подальшого викладі'.

У § 1.3 на часткові підстановки узагальнюється поняття цикло­

вого розкладу підстановки. Перетворення т е jb», називається 

ланцюгом довжини і і позначається т = [<Хі,а41 .<• , <^1 , яиц о 

x ^ ) = o l ... г T4a fe.t) = не визначене /ко-



ротно r ( a t) * 0  / і тс®)* x  для всіх х ь. N  4 ... , Q.tl .

Доведено /твердження 1.3.1/, що кожний елемент X  б 3Sa розкла­

дається в добуток
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..., C d t, ... , , причому такий розклад однозначний з точністю

до поря-ку множників, якщо вимагати, щоб кожний хе// зуст­

річався лише в одному множнику.

Розклад /1/, який задовольняє останній умові, названо ланцю­

говим розкладом часткової підстановки X  , а добутки (О-*,..., &г)

( f e , , . . .  ,Ь т ) І С с , ......... с рз • •• с alt , . . . ,  аЦЗ -в ідп овідн о
підстаиовковою і ланцюговою частинами ЗС . Набір чисел С 
•>- . £«. ) • де “ кількість гопоіів довжини і у розкла­

ді /і/, називається її цикловим типом. За розкладом /і/ підстановки 

X  визначимо множини А * і  , . • . , , . • • , , ..., fe m ,

В = /V  \ А , ідемпотент е JSCA) з областю визначення 
Л ч {.O-t, ...»  * нехай St -  централізатор підстановки
(<\, . . . ,  а „ )  ... (fc4,.. . ,fe m) в симетричній групі S ( А ) ,  5  * < Є 4 »

новіш Ж із підстаиовковою частиною Сйі , ... . ° - 0  ••• ССь, . . . ,  

і ланцюговою частиною Ы , , . . . ,  ... С4и***> 4'*^ мас ВИГЛЯЛ

Інверсним порядком \ зс V Vifvv. часткової підстановки ос е 
назвемо порядок найменшої за включенням інверсної піднапівгрупи 

Т  С 3Sa , яка містить ЗС .

ЗС * (.О*» •.* і (. ^с«.> >С(>  ̂ "* ^

циклів с .......... <ftt , . . . ,  ь м ) і ланцюгів CCt,.. .  , є ,  ]

в а ,  , Є .  > . Sfc = {  X € 3SCB) І X .  ( ••• ^  -  * 9

::: “* Iі їн ::: і ) >д е  Ъ-
хвости ланцюгів з розкладу /1/) .

Т е о р е м а  1 .3 .1 . Централізатор С  W  часткової підста-

c3su> - cs.-s')® s . .



Позначимо Pcn.) = m-ax t ОС \, РЗСп.)3 rn.ax I % I 
■Kt3Ŝ  *«JS„

Теорема 1.3.2. Яйцо a — » oo , to

Ca P(n.) ~  in PKn.) ~  л/ a  • tn(a) .

Елементи cl і Ь напівгрупи S називаються спряжени­

ми /позначатимемо Q. ~  fe /, якщо для деяких il, e S мае

місце a  = U- V  , b = v  • u  . Говоритимемо, що елементи 

a. і Ь належать до одного класу спряжених елементів напів­

трупи S . якщо знайдуться такі , • • • > c t » Щ°

a ~ c t , Ct ~  , ct —  fc . Класи спряжених елементів напівгру­

пи JS описано в і 1.4.

Теорема 1.4.1. Часткові підстановки X  і Т із

належать до одного класу спряжених елементів тоді і тільки 

тоді, коли вони мають однаковий цикловий тип.

У § 1.5. описано ізольовані та цілком ізольовані піднапівгрутш

В Кн. .

Теорема 1.5.1. Єдиними цілком ізольованими піднапівгру- 

пами напівтр'тш 3S^ є 3S„. . S„. і Pt = { Я € 3S„. 1

\olom.3C I ^ П.--1 } .•
Позначимо через множину всіх тих часткових підстановок

ЗС е , ланцюговий розклад /і/ яких задовольняє умові :

і . ••• і • • • •» » ••• > ^ ̂  •

Теорема 1.5.2. Множина ізольованих піднапівгруп напів­

групи 3S„. вичерпується списком JS^ , t р» * sa> •

(La 1, 2., ..., а .

Друга глава містить основні результати дисертаційної ро оти.

У ній досліджуються будова і властивості нільпотеятних піднапів­

груп напівгрупи 3S„. .

Основним засобом вивчення нільпотентних піднапівгруп а JS1X 

є встановлений у § 2.1 зв'язок між ча тковими порядками на множині 

N  та тими нільпотентними піднапівгрупаш з JS„_ , нуль яких

6



збігається з нулем 3Sa /У ньому 1 наступному параграфах розгля­

даються лише такі піднапівгрупи/. Для цього з кожним частковим по­

рядком «а множині /V зіставимо множину

І '■<

Л о а О )  = {  ЗС € JS^ І О- «  d-Om. X  => СССЛ) > а  } , /2/

а кожній нільпотентній піднапівгрупі Т  *  3$л -  частковий по­
рядок на множині N  за таким правилом :

а h < = ? ] л є Т : яса.) = ї> •
Теорема 2.1.1. а/ Відображення ^ : £  «— *• J 

є мономорфізмом нижньої напіврешітки СЫСЛ9 часткових порядків 

на /V у нижню напіврешітку /Vil (ДО нільпотентних піднапів- 

груп Із ; б/ відображення : Т  — * є епіморфіз-

мом N Л {.N) на Ос- оі с Л') .
Розбиття U  = /V, U ... U множини N  на &

непорожніх блоків //, , . . . , yVt називається впорядкованим,

якщо на множині блоків цього розбиття задано лінійний порядок

К  * ••• А * Ha6tp чисел O W . M I .......IA/J)
називається типом впорядкованого розбиття, а типи ( a t,п., , 

і ( аь , ... , я„, я*) - протилежними. Розбиттю = ( Ых, . . . , Л/ь ) 

зіставимо частковий порядок на yV , визначений правилом:-

якщо а е //і. і Ь с /Vj , то О. Ь тоді й лише тоді, коли

L ^ j .

Теорема 2.2.1. Існує природна взаємно-однозначна відпо­

відність між впорядкованими розбиттями множини N  на fe не­

порожніх блоків і максимальними нільпотентними піднапівгрупами з 

JS„ даного ступеня нільпотентності 1 .

Теорема 2.2.2. Інверсна симетрична напівтрупа JSa 

містить а! максимальних нільпотентних піднапівгруп. Кожна із 

них має ступінь нільпотентності а і збігається з JUon.

7



для деякого лінійного порядку Z  на А/ Всі максимальні 

нільпотентні піднапінгрупи спряжені.

Із теореми 2.2.2 випливав, зокрема, що порядок кожної макси­

мальної нільпотентної піднапівгрупи з JS„. дорівнює п. -му 

числу Белла .

Типом максимальної нільпотентної піднапівгрупи Т  с 
ступеня нільпотентності і, назвемо тип впорядкованого розбиття 

Р множини /V на 6. блоків, що Т 3 jUon. ( ^ ) • 

Коректність цього означення випливає з теореми 2.2.1.

Теорема 2.2.4. Дві максимальні нільпотентні піднапів­

групи з JS„. даного ступеня нільпотентності fe. > 3 ізомор­

фні тоді й лише тоді, коли їх типи збігаються, і антиізоморфні то­

ді й лише тоді, коли їх типи протилежні.

У § 2.3 обмеження на нулі нільпотентних піднапівгруп з 

знімаються. Кожному впорядкованому розбиттю XL = JU.1U ... U 

деякої підмножини /V на і  непорожніх блоків зістави­

мо множину Т , 14.) всіх тих часткових підстановок 3£ е 3$ 

які задовольняють двом умовам

а/ якщо G-і XI, U ... U AAt , то а е olom. зг і 

б/ якщо а є і at(a> « ilj , то t j

Виявляється, що Т (■W-v, ••• , ) буде нільпотентною підна-

півгрупою і такими піднапівгрупами вичерпуються всі нільпотентні 

піднапівгрупи з , які є максимальними для свого ступеня

нільпотентності.

Теорема 2.3.1. Для кожного цілого числа к z 0 відо­

браження ( , ..., Xlt )> ► Т(Ч. • * * > ) в взаємно однознач­

ною відповідністю між впорядкованими розбиттями Х(* JUt У ... У JUt 
довільних підмножин .IX множини А/ на ^ непорожніх бло­

ків vU.t, , XIt t максимальними нільпотентними піднапівгрупа-
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Ml з JS„ ступеня НІЛЬПОТвНТНОСТІ t

Н а с л і д о к  1. Серед нільпотентних піднапівгруп із 3Sa 

ступеня нільпотентності 6. е рівно

т* і 1*0 

максимальних.

Критерій ізоморфізму двох максимальних піднапівгруп нільпо­

тентних з JS^ даного ступеня нільпотентності дає

Т е о р е м а  2 .3 .2 . Дві максимальні нільпотентні піднапів- 

групи з J S „  даного ступеня нільпотентності &. »  3  будуть

ізоморфними тоді й лише тоді, коли вони однакового типу.

Н а с л і д о к  2. Число не ізоморфних максимальних піднапів­

груп з JSn. даного ступеня нільпотентності fc З дорівнює

Розташування нільпотвнтних /зокрема, максимальних для свого 

ступеня нільпотентяості/ піднапінгруп в JS. вивчається в § 2.4.

Твердження 2.4.1. Сукупність усіх нільпотентних 

піднапінгруп напівтрупи JS^ р̂ладаеться в диз'шктне об'єднання 

2^ нижніх напіврешіток відносно включення. Піднапівгрупи на­

лежать до однієї напіврешітки тоді й лише тоді, коли вони мають 

один і той же нуль. Піднапівгрупи, що належать до різних напівре­

шіток, не перетинаються.

Основною в цьому параграфі е
Теорема 2.4.1. Максимальна нільпотентна піднапівгрупа 

Т  CJLL ••• JUfe.) ступеня нільпотентності t міститься в
максимальній нільпотентній піднапівгрупі Т  (S* >• •• • , sm) 
ступеня нільпотентностІ nv > fe- тоді й лише тоді, коли

JLl U ... U JUt = S* V ... U S m  І кожний блок розбиття

JU, и ... и JUt є об’єднанням кількох сусідніх блоків роз-
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биття St U ... U , а лінійний порядок яа множині бло­

ків XL, > .. ., -U». і , індукований лінійним порядком на

множині блоків \ S* , . • • і Sm "і

Із цієї теореми випливає, що множина 7^ тих нільпотент­

них піднапівгруп Т s JS„. , які є максимальними для свого 

ступеня нільпотентності і нуль яких збігається з еи , є ниж­

ньою напіврешіткою відносно включення /наслідок 1/, а також ряд 

пікавих комбінаторних співвідношень для максимальних нільпотент­

них піднапівгруп /наслідки 3 - 5/.

У § 2.5 методи, розвинені в S § 2.1 - 2.2, застосовуються 

до дослідження будови нільпотентних піднапівгруп напівтрупи р І п_ 

всіх часткових перетворень множини N  . Розглядаються лише такі 

нільпотентні піднапівгрупи Т ^  РТа . нуль °т яких збігаєть­

ся з нулем напівтрупи РТЛ • Аналогічно /2/ визначаються піднапів­

групи JU.au (/■) £  Р 1 .
4

Теорема 2.5.1. Відображення о >— *■ Xton. С ^ )  є

взаємно однозначною відповідністю між максимальними нільпотентни- 

т піднапівгрупами із РТ„. даного ступеня нільпотентності & 

і впорядкованими розбиттями множини // на к непорожніх

блоків.

Критерій ізоморфізму двох максимальних нільпотентних піднапів­

груп із РТп. дає

Теорема 2.5.2. а/ Максимальні нільпотентні піднапівгру- 

пи із РТп. ступеня нільпотентності 2 ізоморфні тоді й лише тоді, 

коли вони мають однаковий порядок. Порядок максимальної нільпотент- 

ної піднапівгрупи ступеня 2 і типу (п«»па) дорівнює (яг + -О"4 ; 

б/ максимальні нільпотентні піднапівгрупи із РТп. ступеня ніль­

потентності 1 > 3 ізоморфні тоді й лише тоді, коли вони одно­

типні.
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Одержано також деякі арифметичні співвідношення для кількос­

тей і порядків максимальних /для свого ступеня нільпотентності/ 

нільпотентних піднапівгруп із РТа .

Нарешті, у § 2.6 вивчаються комбінаторні співвідношення, 

пов'язані з нільпотентними елементами напівгрупи 3S . Через t 
позначиш число тих нільпотентних елементів з 3$Л , ланцюговий

П. ^
розклад яких містить рівно k ланцюгів, і нехай 4.^=

Теорема 2.6.1. а/ / а " * \ ;
fc І V і - < )

<5/к = а ! , с = і і > С м =^ 1 + ( а +  *■)С  для -
Числа ( t-i) називаються числами Лага /без знаку/.

Вони часто з'являються в різних комбінаторних задачах. Теорема 

2.6.1 дає ще одну комбінаторно-алгебраїчну інтерпретацію цих чисел. 

Теорема 2.6.2.

U S j -  •
k = о

Покладемо I 3 S. I -  і г. . = \ і позначимо через E C (ОС)

і tZT (X )  експоненційні твірні функції для послідовностей ( I3SJ:
І С відповідно.

Наслідок.

Е Сх) = —-— Е *3S 1-Х *-т ' -

Теорема 2.6,3. Нехай rt=m.-fe * г ,де k. > г » 0 .

Нільпотентна піднапівгрупа Т <=■ J5Л ступекн нільпотентності fe,

мав найбільший порядок тоді і тільки тоді, коли вона має вигляд 'f = 

* Т  ( JU, , . .  . , lA t )  І серед чисел IJU.J , , I JU,i Г
разів зустрічається число m  + і і fe - г разів - число т. .
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