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Общая характеристика работы.

Актуальность темы. В последнее десятилетие в связи с потребнос­
тями яиуип.пдтй.пТ'Нпй мятемятики особое внимание при изучении прибли­
жённых методов решения операторах уравнений стало удаляться их оп­
тимизации. Выбор оптимального алгоритма является многокритериальной 
задачей, среди критериев которой - сложность по времени, по ёмкост? 
(по объёму занимаемой памяти), простота программной реализации, ус­
тойчивость и т.п.

В последнее время в теории приближённых методов ИНТЄ' дивное 
развитие получило направление, связанное о понятием информационной 
сложности. Это понятие впервые сило введено в известной монографии 
Дк.Траубв и Х.Вожьняковского "Общая теория оптимальных алгоритмов." 
-М.: Мир, 1983. Оно применяется для пбозначения минимального объёма 
дискретной информации, позволяющего с заданной точностью строить 
приближённое решение’той или иной задачи за минимальное число еле­
ментарних операции, ч

На данном этапе информационная сложность рассматривается в ка­
честве одного из фундаментальных инвариантов теории приближения и 
численного анализа. Получение достаточно точных оценок этого инва­
риантri для основных типов звдач математической физики занимает важ­
нейшее место в теории информационной оложности. Настоящая диссерта­
ция находится в русле этой проблематики и посвящена исследованию ин­
формационна сложности операторных уравнений, являющихся естествен­
ным обобщением некоторых важных типов интегральных уравнений второго 
рода.

Цель работы заключается в получении точных в степенной шкале 
оценок информационной сложности для достаточно общих классов опера­
торных уравнений второго рода и в построении алгоритмов, реализующих 
эти оценки, а также в применении общих результатов для нахождения 
точных степенных порядков информационной сложности различных классов 
интегральных и интегро-дифференциальных уравнений.

Методика исследований. Основные результаты диссертации получены 
с помощью методов современной теории наилуч а  приближений и функ­
ционального анализа. Используются оценки приближения суммами фурьа 
по различным ортонормированным системам, теоремы о поперечника» ком- 
-чяктов, элементы общей теории приближённых методов Л.В.Канторовича.
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Научная новизна и практическая значимость. В работе получены
следующие основные результаты:

1 ) установлена общая теорема о нижней и верхней оценках инфор­
мационной сложности операторных уравнений Еторого рода, операторы 
которых и их сопряжённо действуют а различные вложенные подпрос­
транства гильбертова пространства;

2 ) в пространство функций, суммируемых в квадрате, найден точ- 
?шй степенной порядок .нІюрмационнЬй сложности уравне ий Фрадгольма 
второго рода о ядрами из анизотропных классов функций;

3) в пространстве непрерывных функций найден точный порядок ин­
формационной сложности уравнений Фрадгольма с ядрами из классов 
функций, имеющих доминирующую смешанную частную производную;

4) полу’тен ответ на вопрос Г.Еайникко об информационной слож­
ности слабо сиь улярных уравнений Пайерлса, возникающих в теории пе­
реноса излучения.

Работа носит теоретический характер, при этом результаты дис­
сертации могут быть использованы при решении прикладных задач, свя­
занных с интегральными и интегро-даффере гадальными уравнениями.

Алпробация работы и публикации.Полученные в диссертации резуль­
таты докладывались и обсуждались на семинарах отдела теории прибли- 
чге.'шн Института математики АН Украины, на республиканской научной 
конференции "Экстремальные задачи теории приближения и их приложе­
ния" (Киев,1Э90), на международной научной конференции "Теория приб­
лижения и задачи вычислительной математики" (Днепропетровск,1993).

Основные результаты выполненных исследований представлены в 
публикациях [1-5].
Структура и обьём работы. Диссертация объёмом 109 страниц машино­
писного текста состоит из введения, десяти параграфов и описка цити­
рованной литературы из 44 наименований.

Основное содержание работы. '
В первом параграфе представлена постановка задачи.
Пусть X и Y - линейные нормированные пространства, a C(X,Y) 

прострагство линейных непрерывных операторов Н из X в Y с обычной 
нормой

Пусть ещё множество Wc£(X,У) и множество ФсУ таковы, что опера­
торные уравнения второго рода

z = Hz + I (0.1)
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однозначно разрешимы в X при любых Н(Н л feФ. Класс такт уравнанш! 
будем обозначать .

Пусть Т - { 0t > есть набор непрерывных функционалов 0t, из ко-
'.орых О, .0г....вк определены на множестве Н, a 0k+1....0m на
множестве ФсХ. Каждому .уравнэни. (0.1) из класса [Я,ф] поставим б 
соответствие числовой вектор

T(H.f)-[ e1 (H),....ok(H).ok+,(r).....aie(f) ), (0.2)

который будем называть информацией об уравнений (0.1 ), а набор функ­
ционалов Т - способом задания информации. Число функционалов О, 
образующих Т, обозначим сдтй(Т). Положим

Тц> t Т: салКТ) < М )
Ддд алгоритмом А приближенного решения уравнений из класса 

СЯ.Ф} Вддем понимать оператор, соцоо.. дошлций информации Т(Н,1) в 
качестйа. приближенного решения уравнения (0.1) элемент А(Т,Н,Г) € X. 
Мы буде» првдгоалвгать.что каждый алгоритм А связан с параметрическим 
семейством элементов ?А, определяемых значениями некоторого количес­
тва числовых параметров, т.е.

?ж “ { ф{г { ф*,.«2....»п еХ* V * ’ '*1,г....п )
При є-, эм A(I,H,f)= <р, , . , где значения 1-І ,2,...,п. зави-

*1 ‘*г. “ .‘п 1
сят от компонентов вектора T(H,f) и для вычисления этих значений
требуется выполнить лишь арифметические операции над компонентами
T(H,f). Чероз ^,(Т) обозначим множество алгоритмов А, которые ис­
пользуют информацию Т(Н,1) и требуют для построения приближенного 
решения A(T,H,f) є ? выполнения не более чем N арифметических O' J- 

раций над компонентами вектора T(H,f). Рассматривая алгоритмы из 
^,(Т) естественно предполагать, что ТеТм, К < N. Как обычно, погреш­
ность ех^(И,Ф), aJ алгоритма А на классе 1М,Ф1 в пространстве X оп­
ределяется соотношением

, а] - аир I z - А(Т,Н,Г) I
1 z=Hz+f І «X

H€W.f€®
Пуоть Т - некоторое множество способов задания .^формации, a Tv 

-множество всевозможных способов задания информации. Тогда положим
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КІЇН.Ф), X, ТІ = • inf m x  e few,®], a] , .
> Tf/nr„ a€.4h(T) j

и <; n

іЦіи.ф], x] = еД ія.ф і, X. rj
Величина 1̂, показывает чакую минимальную погрешность можно получить 
на классе 1И.Ф), выполнив не более чем N елемента, ,шх. Таким обра­
зом, эта величина характеризует информационную сложность уравнений 
из класса (Я,®1.

В §?, приведены примеры, иллюстрирующие на практике способы за­
дания информации об уравнениях (0.1 ) и алгоритма нахождения прибли- 
жечннх решений уравнений (0.!), а также приведены известные ранее 
результаты по оптимизации алгоритмов приближенных решений в смысле 
сложности реализации.

'Пусть е1 ,е.,,...,е . - некоторая ортонормированная система 
глеминтов гильбертова пространства X. Как известно, по методу Галер-

Г)
кина приближенное решение zn= \ 'ец Уравнения (0.1 ) определяет-

)х-У
ся из уравнения zn= РпНг-п+ Р f, где Рп ортопроектар из X на яод- 
прос ранство Fn= sparse,,e2,...,en), являющееся линейной оболочкой 
потгаых п лементов базиса {е^}. При этом неизвестные корфХициентн 
«1с, находятся из системы линейных уравнений

XI

°k я + У  V (ek*Hei>' i-1 ,2,.;.,n
1*1 г

гае (•,■) - скалярное произведение в Z.

Таким образом; для реализации метода Гздеркина нужно распола­
гать значениями функционалов вида (Г,вк), (ek,HeJ). Способы задания 
янфорушцга, определяемые наборами таких функционалов, будем называть 
гялерюшекой информацией.

В §3 приведены никоторые известные фонты из функционального 
анализа и теории аппроксимации, чоторые используются в дальнейшем.-В 
частности, приведено важное: для дальнейшего определение предтабдич- 
ногя поперечника.

, Вздачикэ
Д..Г И, X 1 =» іпI вир cHamla"""•u>(x)|,

} (ОтИ-*!?н xf® I J
гд? IB некоторый компакт в X, в точная нижняя грань берется по все-
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возможным отображениям К в N-мерноа евклидово пространство назы­
вается првдгабличным поперечником.

В четвёртом параграфе дается определенна прямих методов, указы­
ваются основные их тиш, а также приводятся примеры различных прямых 
методов.

В §5 доказана общая теорема о точном степенном порядка величины 
Ej( в гильбертовом пространства.

Пусть X - гильбертово пространство, Xі'- вложенное в X нормиро­
ванное подпространство, для которого в X найдётся ортг'нормиров энный 
базио 1е±> такой,, что для любого п

ІІ-Р I , < с.п'г,
■ п*х -»х

где постоянная с не зависит от п, а Рп - ортопроектор нв
врап(е1,ег....еп).

Обозначим через 4(г,н= Шг‘а(а( ,а2,р,7) класс операторных уравнений 
(0.1) о операторами

Н€Иг,а= ПГ‘в(а,р) = { Н: Не£(Х-Хг), Н*е£(Х-Хв),

< V  |Н*1х-х- I d - е  Г 1! х.х < р } .
и свободными членами

f e * T “ { і: 1 € *Г' Н хг ^  }
Отметим, что в силу рефлексивности гильбертова пространствь X можно 
считать, что Н*е £(Х,Х). Мы »е дополнительно требуем, чтобы Н* дей
отвовап в і даространства Xs с X, т.е. н'е £(Х,ХИ).

Пусть

0m= {1 >»[l ,22mJ ЇЇ [2k“1,2kj « [l,22m~k] U

U [ і , 2 гт] « (1) U [ l , 2 Zm_kJ « [2k_1,2kJ

Рассмотрим галеркипскую информации Tm об уравнениях (0.1) из класса
®г,а определяемый набором функционалов ^ •

Tm(H,I) = [(e1,HeJ),(f,ek);(i,3)€Qm, k=1.22m).

Поставим теперь в соответствие каждому оператору Н(НГ,В конеч­
номерный оператор

v  w -1 + p,ffi>4



и рассмотрим алгоритм А е^СГ,,). N я т-г2”1, при котором каждому урав- 
наниг. (0.1) из клаоса ® ,3 в качестве приближенного решения сопос­
тавляется елемент •

№ * > * >  - г 4
гДе z4 находится из итерационного процесса

Zk  “ 2k -1+ (I-HmP 2n)’1 , (H »Zk - r ek-1+P22» f)

р, а, - решение уравнения с конечномерным оператором

Ч  - v y * + V»r* п ’ 1 Is 1
В дальнейшем соотношение аи « &ю Судет означать, что нвчинвя о 

некоторого mQ, выполняется неравенство аи * с*Ът, где постоянная с 
не зависит от т. Кроме того,. ап * bm озввчает, что одновременно вы­
полняются соотношения ат « Ьщ и bm « am.

Теорела 5.1.я Если для предтабличного поперечника Д^ІХ'Д) 
имеет место оценка

^(Х^Х) » К г,
то при 2 < а < г

К"г « « 1Гг.1о^+,н.

При етом оптимальный порядок ЕЯ(ФГ,3,Х) в степенной школа доставляют 
гэлёркинская информация Тт и алгоритм Ат при т>2гт х N.* 

в заключение §5 доказано следствие из этой теореми. 0 
Пусть Н - произвольное подмножество Нг,в. Через обозначим 

класс уравнений (0.1) с операторами Н € И с НГшВ и свободными члена­
ми 1сХ̂ .

. Следствие Б.І. я Пусть выполнены условия теоремы 5.1. Для 
любого V. с

г * .  х) « Ц-^.го^+1к.
При этом оптимальный порядок Е^Ф^Д) в степенной шкале доставляют 
алгоритм Ат и галйркинская информация Tm(H,f), К х m*26m. ■

Результаты 85 опубликованы в работе (51.
В }6 с помощью следствия из теоремы 5.1 найден точный степенной 

порядок информационной сложности уравнений Фредгольма

б



z(t) - Hz(t) + h(t,a)>z(T)ciT *• f(t) (0.2)

о ядрами из соболевских классов.
Через 7i£,e обозначим класс интегральных операторов Н из (0.2)

частные производные
, , i+j 1 

^  f f г, о h(t,T),a 1 г

Ц р - ї н з Н —  <а
г •

к рассмотрим класс »£*" интегральных уравнений (0.2) со свободными 
Членами f из шара l£ ^(0.1) радиуса 7 в пространстве l£(0,1) функций

f(t), У которых абсолютно непрерывна на 10,15» а Г<г) € Ь2?
■■ Ьа(0,1) и операторами Н £ Я£'".

Теорела 6.1,а При - < s < г г,з -1,2,...

При этом оптимальный порядок в степенной шкале на классе 0^'“ реали­
зует алгоритм Ал и галбркинская информация Tm(H,I), т>2г,а я N, пос­
троенные на бвзе ортонормирований системы полиномов Лежандра."

Зал&чание.и Пусть TQ- множество способов задания информации об 
уравнениях из класса ї£,а, при которых в качестве функционалов 
0t(H), Oj(Г) используются значения ядер h(t,x) и свободных члі эв 
f(t) в некоторых точках. Отметим, что способы задания і [формации из 
7"0 традиционно используются при приближенном решении инт01^альных 

> уравнений Фредгольма второго рода. Из результатов К.В.Емельянова и 
А.И.Ильина следует, что при г=а

Сравнение этого соотношения с теоремой 6.1 показывает, что тради­
ционные способа задания информации об.уравнениях Фредгольма второго 
рода не позволяют строить оптимвльные по информационной сложности 
алгоритмы приближённого решения."

Результаты §6 опубликованы н риииїв £БЗ.
В {V пригодится прівіенение теоремы 5.1 к оценке сложности

для которых ІИГ L, < <>•а ядра h(t,a) имеют непрерывные

Н-г  Г E ^ M ^ O . I ) ]  « 1Гг . ^ +,Ц

Г

^•".^(O.D.rJ »н" 2
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некоторых классов интегро-даМеренциалышх уравнений.- 
Результаты §? опубликованы в работе [41.
Восьмой параграф посвящен применению теоремы 5.1 для оценки 

информационной сложности слабо Сингулярных уравнений Пайерлса:

z(t) - Hba(t> + X(t) S J*K(It-*n:j) »b(x)*z(t)rfT + f(t) (0.3)

о
где

oo ці
E(u) — с_- Inn + У (-1)1"1* ---  , 0n« 0,5772.

° 1.11 u1*1
рассматриваемо. в пространстве L., (0,1).

. ' Z . 1 / 2  
Пусть Wg(0 1) есть пространство Соболева, И2 (0,1) - простран­

ство функций 'eL (0,1), для котор'х.
Я I I I  1 ( Т , ї ї )

ІІІ , ,  := Г , і л р  - т / г -  '<
1 *і*„, г (о .і>  * ' L ’ ( o . i )  осв <1 h '2 2

где ш2(f,h) - интегральный модуль непрерывности функции feL2(Q,1), а 
31,k(d) - есть множество функций b(t), которые имеют не болое чем V 

точек разрыва первого рода
t 0= 0 < t j<  \г < . . .  < tr < t r+1= 1, Г=Г(Ь) < К,

И ДЛЯ t Є tj), і*1,г,...,ЇЧІ,

jb ( t )|  + j b ( t )  j S й

Обозначил через ’ip'1/z класс уравнений.Пайерлса (0.3) для которых 
b ( t )  € В1, k (d ) ,

ІГі- Н^] '1 ] < р,
І*- «L2 ( o . n - L 2 ( o . i )

а свободны* члены f(t) принадлежат шару я’ радиуса 7 в простран­
стве #’(0,1).

Теорем 8.1. я

І  « L2(0,1) ] « N~ -loB|N.
При гом для класса vj, •1 /г оптимальный порядок ияформсиионной слож­
ности в степеяноЯ шкаля доставляет алгоритм Ат и галйркинская инфор­
мация Tm(Hb,f), N х п)'2гт, построенные на базе системы Хвара."

Зал чате. На симпозиуме по методам решения сингулярных уравне­
ний (Тарту. 19в9г.) Г.М.Baft кко поставил вопрос о точном степенном 
порядке шформщионной сложности. Теорема 8.1 даёт ответ на вопрос

f
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Г.М.Вайникко для уравнений Пайерлс , возникают* в рвсрив переноса 
изучения.

Результаты §8 опубликованы в работе (51.
В §9 рассмотрена задача об опише в9Л5гш”ч дот уравнений 

Фредгольма, ядра которых принадлежат классу функций с "доминирушей 
смешанной производной", в пространстве С « 0 (0 ,2%) непрерывных на 
t0,2ic] гх-периодических фГККЦИЙ.

Пусть Сг= Сг (0 ,2х), г * і , 2 , . . .  .-пространство г  ^аз непрерывно 
диффэренцируеиих 2г-шриодачбских дакдаж <с иормой |f|cr  = j r j c  +
♦ ! г<г5*С’ * г ' * -  линейное пространство '2іс-периодачаских по каздой 
ігеременкой функций h ( t . r ) ,  у которых частные ггаоизводные 

и -З
, ,  О i i ( t . l )

It •* ------ з— 4 і 1 - 0 , 1 , 3 = 0 , 1 , . • . , э,
■0tl 0xs

непрерывны на квадрата Q * 10,2*] «10*2x1; ^
Г  S

*£•“ -  (h : ЗД Г*В, У  У  max |h{1- J ' ( t ,D I  4 a }
•  ̂ « n -TF! (t.t)eQ '1=0 j*Q

Обозначим чероз я £ ,г  *= ?<£’г (а ,а ! класс интегральных операторі"?
г%

Hz(t) « J  h (t,T ) •zfajeft
О

для которых h (t,T ; f  * c ' a  и |{Х_Й]' ic Kj!accu Уравнений (0-1)
со овободныш плинами f  ( t)  из пгара 0^ радиуса у в простраг тве СГ и 
операторами Н < Л^'т обозначим через ®£'г .

Пусть
гп-1

S 'fl) *  Jo ,2 " - l J « [o , l ]  U~ jo ,2p<n,'-l]*{m ,im -l],

где p(m)=l §  »(n-tH Jog2m1)l, пк1, 2 , „ , 2 n-1 , Ш  -  целая часть x .
Рассяотрпи способ задания информации T3(H»f) об уравнениях 

(0.1 і из класга ®£'г , определяемый набором функционалов

ТЛЯ,Г) » | £h(u,v) 'Сов(гаи— Щ  )*соз(Ки- ^  )ФШ , 

f  ш ь с о з к и -  )cto, ва,Ыс 2 К ,  V < \ i ; . . .  r2l --1. i . i - 0 , 1  |
О  )

а аягоратя Agt' А Л Ї^), ттри котором каждому уравнению (0 . ! )  ис класса
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в качестве приближенного решения сопоставляется елемент 

Z(An) - An(Tj.H.f) - zn+ (l-HnS2J "1 + Hn V  zj.

где z - решение уравнения с конечномерным оператором

V  HnS2, V  V 1"' 4=1 5 *•
V и S - соответственно суммы Залле Пуссена и Фурье, а Н - некото-га го п
рый конечномерный оператор который ставится в соответст: :е оператору 
Н £ ®£*Г и для построения которого используетоя информация Tg(H.f). 

Teopeja 9.1. г При г^1,2,...

2^( ̂ - г, 0 ) X !Гг

При этом точный порядок ®£,г, Т ] реализует информации Tg(H,f) и

алгоритм Ag, 3 -- 2(п), где п определяется из соотношения 2 х N ■

В 1986 г. Х.Вожьняковский поставил вопрос о точном порядке ин­
формационной сложности уравнений Фредгольма второго рода с ядрами и 
свободными пленами из определенных функциональных классов. Теорема
9.1 дае ответ на вопрос Х.Вокьняковского для случая уравнений из 
класса s£‘r.

Результаты §9 опубликованы в работе СП.
В последнем параграфе рассмотрена задача об оценке информацион­

ной сложности многомерных уравньлий Фредгольма с ядрами из классов 
функций Соболева в пространстве Lg(Cf) суммируемых в квадрате на О"5» 
»[0,2тс]т.
Пусть *̂ ((3°) - пространство Соболева гтс-париодических функций от п 
переменных, l т(0”) - шар радиуса 7 в атом пространстве.

Обозначим через w!j m= m(a,p) класс интегральных операторов

....tm) - J h(t,.... tm,t,............... V ^ V - ^ V
-1

у которых h € ГГ (Q*m) и ifl-н] I < P,
г,“ 11 } bg (Q )**Iig (Q )

в через ®2 и - класс уравнений(0.1 ) о операторами Н е  Щ  m и
свободными членами f € *Г _(tf").Z 1 7 -

Рас котрим способ задания информации об уравнениях (0.1) из 
класса m

10



ї£ “ <н,і) -  f I  h(3)-гп м а ( і )иг  ^  )du, г € Г^ О і),
gZm

J 1 ($)'П  сов(У.^±- ̂  )dT, It € D̂ > V^ . 1  j, 

tf" 1=1
где Гв(п):- |(т1Р..,та): Jx,••'ав* < n }> D”-f0,q-1], q-l У n ),

а к и Z - векторы с целочислепными координатами и поставим в 
соответствие каждому оператору Н є m конечномерный оператор

HnZ( “*/ hn(t1,1;2....tain)'Z('tnn.1»','*T2B,l3ta+1*"CltZin’
- ‘ 0” 

где (

W ' a ....W  T ^ 2m * I  2Mt,‘

г 2m
* J ....’t2m>\niC0ali(ti-’li№ 1” -dT2« •
QZm

a \L(l) - число компонентов вектора l, отличных от нуля.
Рассмотрим ещё алгоритм А“ є ЛК(Т̂ !П), при котором каздому

уравнению (0 .1) из класса m в качестве приближенного решения со­
поставляется элемент

Z(A“) - An<Tf,H,f) - V  [l-Ĥ S»)"1 [S™f + HnZp- zp] 

где 2p - решение уравнения

z .HS"z + Smf, p - l3m4n J, q - 1,p n p p q

S“l(t) - — ■—  •[ У  г?1**’ П coak. (t.-t.)*r(t)dtt
(2x) J 1=1 1 1 1

Q”1 k€D£
-*
k - вектор с целочисленными коорданвтами.

Теорема 10.1.т Прй г. в=1,2,... имеет место соотношение
г г 2ш-1

N " « Е„[ »| и; L, ) «• н” “ .(logs; га

Оптимальякй порядок E,,f т, ] реализует способ задания инфор­

мации Т^т(Н,Г) и алгоритм А®. ■
Результаты §10 опубликованы в работах [2,31.
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