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З А ГА Л ЬН А  Х А РА К ТЕ РИ С ТИ К А  РОБОТИ

А к туа льн ість  тем и . Дослідження систем о ронринними траєкторія­
ми е оарагі одним о найбільш важливих і цікавих напрямків у теорії ди­
ференціальних рівнянь і онаходять оастосування при створенні віброу- 
дарних мсхапіимін, імпульсних систем автоматичного регулювання, об­
числювальних систси, а також у біології та  медицині.

У  київській школі нелінійної механіки роогорнуто широку дослідницьку 
програму оастосуваннн методів якісної теорії овичайних диференціаль­
них рівнянь, еволюційних рівнянь, теорії оптимального керування, сто- 
хастичних рівнянь до систем о рооривними траєкторіями. Ріпні аспекти 
цієї програми риоглядалися у роботах А.М.Самойленка, М.О.Иерестюка 
та їх учнів А.А.Асланяна, М.М.Астаф’євої, О.В.Вишенської, С.І.ГУргули, 
М.ілолова, В.В.(щука, К.К.Єлгондиєва, І.Каркинбасва, В.ІІ.Лісовської, 
К.Ю.Мамси, ІО.В.Роговченка, В.Г.Самойленка, О.М.Станжиц«,»ого, Ю.В. 
Таїтянського, В.І.Ткаченка, С.І.Т^офимчуіа, В.Н.Шовкопляса, О.С.Черии- 
кової.

Поряд о вкаоашім підходам відомі і роовиваються інші методи. Так, 
в роботах А.А.Андронова, Н.Н.Баутіна, Ю.П.Неймарка та їх учнів ди­
намічні системи випчалися оа допомогою методу точкових відображень.

Як один о основних при вивченні руху у віброударних системах 
І.І.Вяезсмап, А.Е.Кобринський, М.З.Коловський, Р.Ф.Нагаев пастосоиу 
вали метод припасування.

Як математичну модель імпульсних систем, а також для опису і ке­
рування дискретними динамічними системами успішно оас. тосовували 
рівняння в скінченних ризницях В.Б.Ларін, В.Є.Слюсарчук, Я.З.Ципкін.

Під керівництвом ІО.В.Покорного рооробляеться теорія механічних мо- 
делей, в яких ртриви  відбуваються оа просторовою сміпною.

Імпульсні системи можпа рооглядати як рівняшія оі обуреннями типу 
рооподілів. Такий підхід вионачае дослідження С.Т.Завалшцина, А.Н.Сеее- 
кіпа, Р.Ф.Нагаєва, Д.Векслер?.

Роботи Є.А.Барбашина, Я.Курцвейля, С.Швабіка сприяли тому, т о  
у вивченні процесів о роориаами онаюнли оастосувапня поняття м ір», 
апарат інтегралів Стільт’сса, ІІсроаа, функції обмеженої варіації.

Задачі імпульЬіого керування присвячено баг ато робіт ніколи М .М.Кра 
совського, дослідження під керівництвом В.Б.Ларіна, а також роботи 
М.Х.Рооова, А.С.Ковальової, Т.Р.ІЛпепа.

З численними оастосувапнями пов’яоаипй роовяток диференціальних 
рівнянь о рооривною правою частішою, який буя мдійгигяпй в /іг.юіід
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женпях А.А.Лпдронопа, М.А.Аиоермана, Н.ІІ.Баутіпа, Ф.РГантмахера,
В.І.Благодатських, б.А.Леонтович, С.В.Ємельянова, Ю.І.Неймарка, В.1. 
Уткіпа, А.Ф.Філіпова.

Серед великої ріопоманітпості диференціальних рівнянь о імпульсною 
дією та методів їх дослідження виділимо клас систем, в яких роой’яоки 
оаонають рооривів при досягненні поверхні в рооширеному фасовому про­
сторі або на множині у фаоовому просторі. 'Ракі системи паонвають си­
стемами з імпульсною дією у нефіксовані моменти часу. Якрао до таких 
рівнянь приводить більшість оадач віброударної техніки. Важливість їх 
дослідження ще в 1967 роді підкреслювали А.Д.Мшнкіс і А .М .Самойленко 
(Мыютпс А.Д., Самойленко А.М. Системы с толчками в оадаиные мо­
менты времепи// Мат. сб. - 1967. - Т . 74, вып. 2. - С. 202 - 208.). 
Але систематичного, о використанням досить оагального методичного 
підходу дослідження не проводилося.

М ета  р оботи . Розвиток методів дослідження диференціальних 
рівнянь о імпульсною дією у нефіксовані моменти часу, дпференціальпих 
рівнянь о рооривною правою частиною та оастосування їх для вивчення 
оадачі про періодичні, майже періодичні і рекурентні роов’яоки та інте- 
гральпі поверхні.

М етодика  дослідж ення. Застосовуються методи якісної теорії ови- 
чайннх диференціальних рівнянь, диференціальних рівнянь о рооривною 
правою частиною та теорія диференціальних рівнянь о імпульсною дією.

Наукова ноаиона. Практична та теоретична цінність. Робота має 
теоретичний характер.

Відмітимо основні реоультати та положепня, які вионачають наукову 
новиону і виносяться на оахист:

Зведенім до вивчення систем рівнянь, в яких імпульсні обурення прохо­
дять у фіксовані, попередньо вибрані належним чином моменти часу. Таке 
пведения відбувається оа допомогою локальної (в околі поверхні роориву) 
деформації інтегральних кривих.

Представлення системи диферепціальних рівнянь о імпульсною дією на 
поверхнях як елемента топологічного або метричного простору-добутку, 
співмножниками якого є простори, які вионачаються 1) правими части­
нами диференціальних рівнянь імпульсної системи; 2) відображеннями, 
які вионачають стрибок роов’яоку при імпульсній дії; 3) функціями, які 
надають поверхні роориву. На основі такого представлення стало можли­
вим оастосування методів та прийомів теорії динамічних систем.

1. У миожині кусково-неперервних функцій, які, воагалі кажучи, не ма-
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ють спільних точок роориву, спеціальним чипом оонаЧена топологія. На 
її основі вивчені оагальні властивості нелінійних імпульсних систем: існу­
в а ти  та єдиність роов'яоків, непер<. нна оалсжність від початкових да­
них та параметрів. Введене оонаяешш стійкості оа Ляпуновым роив’яиків 
диференціальних рівнянь о імпульсною дією у нефіксовані моменти часу.

2. Вионачені дос" ітні умови існування обмежених, періодичних та 
майже періодичних роов’яоків слабонелінійпих імпульсних систем, права 
частина яких оадовольняє умову Ліпшиця. Досліджується стійкіст ь таких 
систем.

3. Вводиться ооначепня диференціальної оалежності довільного скін- 
чецного порядку та аналітичної оалежності роов’яоків диференціальних 
рівнянь о імпульсною дією у нефіксовані моменти часу. Встановлені до­
статні умови, оа яких існують похідні скінченного порядку і можливе ро- 
овиненна роов’яоків в ряд о а початковими даними та парамеї ,>амл. По­
будовано алгоритм вноначення коефіцієнтів роовинення в ряд.

4. Метод малого параметра Пуанкаре-Ляпунова, оастосовано для вста­
новлення необхідних та достатніх умов існування періодичних та майже 
періодичпих роов'яоків нелінійних систем. Рооглядаються критичний та 
некритичний випадки. Вионачені умови, оа яких можливий асимпто­
тичний роовиток оа малим параметром періодичних роов’яоків слабо- 
нелінійних рівнянь та навздеио спосіб побудови такого роовитку. Уоагаль- 
нено теорему Ляпунова-Пуанкаре про стійкість періодичного роов’яоку 
нелінійної імнульспої системи та теорему про умовну стійкість такого 
роов’яоку. Вивчено оадачу про існуваппя та стійкість періодичного та 
майже періодичного роов’яоків системи о імпульсною дією на поверхнях, 
блиоької до довільної нелінійної.

5. Доведено твердження про існуваппя інтегральних та локально 
інтегральних поверхонь слабонелішйпих імпульсних систем, відповідна 
однорідна система для яких є експоненціально дихотомічною (ед ,). До­
водиться уоаг&льиення теореми Ляпунова-ІІерона про умовну стійкість 
точки спокою. Досліджуються диференціальні властивості інтегральних 
поверхонь. На слабконєліншні импульсні системи поширюється принцип 
введення.

6. Досліджуються диференціальні властивості роов’яоків та ковпак*- 
чих режимів диференціальних рівнянь о рооривною правою частиною. 
Наведено оопачення диференціальної оалежності довільного скінченного 
порядку і аналітичної оалежності роов’яоків від початкових даних та i iv  
раметрів. Даються достатні умови гладкості роов'яоків. Вивчено оадачу
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про існування періодичних роов’яоків нелінійних систем о рооривною пра­
вою частиною в критичному випадку та для рівняння, блноького до до­
вільного нелінійпого.

7. Введено ооиаченпя метричного та топологічного просторів кусково- 
неперервних функцій, па основі яких вионачаються та вивчаються вла­
стивості рооривних майже періодичних (м.п.) функцій. Доведено уоа- 
гальнення теорем Амсріо та Фавара, одійснено перевірку справедливості 
уоагальпення теореми Е.Мухамадіева, теореми В.М.Міліошцикова про 
існування граничних рекурентного та майже періодичного роов’яоків 
для неавтономної системи о імпульсною дісю на поверхнях, досліджено 
оадачу про регулярність лінійного диференціального оператора о умо­
вою роориву, встановлено ов’яоок цієї властивості о експоненціальною 
дихотомією.

Ропроблені в дисертації методи дослідження диференціальних рівняігь
о імпульсною дією в нефіксовані моменти часу, диференціальних рівнянь
о рооривпою правою частиною можна оастосовурати до широкого класу 
нелінійних диференціальних рівнянь. Реоультати можуть бути вико­
ристані при створенні віброударних механіомів, в теорії імпульсного керу­
вання, при роов’яоанні оадачі синтеоу керування оа допомогою ковоаючих 
режимів.

А пробац ія  роботи . Реоультати, включені в дисертацію, допо­
відалися на Всесоюоній науковій конференції ’’ Нелінійні проблеми ди­
ференціальних рівнянь та математичної фіоики” (м.Тернопіль, 1989), 
Республіканських школах-семінарах "Рооривні динамічні системи” (м. 
Київ, 1989; м.Івано-Франківськ, 1990; м.Ужгород, 1991), Ропширеіюму 
семіпарі по теорії машин та механіомів "Механіка віброударних систем” 
(м.Москва, 1988, 1992), Республіканських міжвуоівських конференціях по 
математиці та механіці (м.Алма-Ата, 1984, 1989), Воронеоьких матема­
тичних школах (1992, 1993), Першій українсько-американській матема­
тичній школі (м. Судак, 1993), Міжнародній конференції "Нелінійні про­
блеми диференціальних рівнянь та математичної фіоики - другі боголюбо- 
вські читання" (м.Київ, 1993), па семінарах: МДУ під керівництвом про­
фесорів В.М.Міліошцикова, М.Х.Рооова, В.А.Кондрат’ева (1984, 1992), 
ІМ A ll України під керівництвом академіка Ю . О . М и троп ольського (1993), 
ІММ Уральського відділення РАН під керівництвом проф. С.ТЛавалііцина 
(1991), "Механобрі” під керівництвом проф. І.І.Нлехмана (1992), НДІ ма 
темат ики Воронезького університету під керівництвом проф. ІО.В.Покор­
ного, Інституті механіки АН України під керівництвом проф. В.Б.Ларіна,



а також семінарах ио диференціальній рівняннях у Київському універси­
теті.

П ублікац ії. Основні реоудьтати цисертації опубліковані в работах |1 
- 31]. Іо спільних публікацій в дисертацію включені тільки результати, 
отримані дисертантом самостійно.

О б ’єм та  струк тура . Дисертаційна робота складається о вступу, 
шести рооділів та списку літератури о 196 наов і викладена на 237 сторін­
ках.

Основний вм іст  р о б о т и
У вступі наводиться короткий огляд методів, які використовуються 

рісшими авторами в теорії систем о рооривними роов’яоками. Опису­
ються дві модельні механічні оадачі, дослідження яких можна овести до 
диференціальних рівнянь о імпульсною дісю в нефіксовані моменти часу. 
Дано опис основних наукових результатів роботи.

У  першому рооділі дано оагальний опис методу введення для рівнянь 
о імпульсною дією у нефіксовані моменти часу. Наведено достатні умови 
існування обмеженого роов’яоку, існувати та стійкості періодичного 
та майже періодичного роов’шзків слабконелінійної імпульсної системи, 
права частина якої оадовольняе умову Ліпшиця.

У  §1 викладені оаганьні питання теорії диференціальних рівнянь о ім­
пульсною дією на поверхнях.

Нехай І  - числовий проміжок in R. Рооглянемо множину Е/ неперер­
вних оліва о рооривами першого роду фуяхцій, вионачепиих на /, які 
приймають оначепоя в /їп. Припускається, що множина точок роориву 
кожної о цих функцій не більш, ніж олічевна і не має скінченних гранич­
них точок в Я 1,

Нехай е >  0 - фіксоване число. Будемо говорити, що функція y( t )  Є S ; 
знаходиться в с околі функції x ( t )  Є S/, якщо 1) точкй роориву функції 
y(t )  рооміщені в е-околах точок роориву функції *(1 ); 2) для всіх t Є І ,  які 
не лежать в е-околах точок р гриву функції x ( t ) ,  справедлива поріттігть 

ІІ*(0 -  »(0ІІ <«•
Сукупність е-околів, е Є (0,оо), всіх елементів множини а/ утворю* 

б any топології, яку наовемо В-тонологіею.
Нехай дана система диференціальних рівняні, о імпульсною дігві на 

поверхнях, що має вигляд

~ ~ F { t , x ) ,  t ф Ті ( х ) , ~  0 )

5



е
в якій х Є /?", функції F  і Ф визначені та неперервні для всіх і  Є й, 
*  Є Я ", «' Є Z (Z  - множина цілих чисел), поверхні роориву такі, що 
7і(х ) < Ті+і(.х), i £ Z .

Далі під правою частиною імпульсної системи виду (1) будемо рооуміти 
трійку {^ , {Ф ( } , { Г ;} } .

Нехай x (t )  - роов’яоок системи (1), і =  Ті - впорядкована послідовність 
точок роориву цього роов’яоку.

Будемо говорити, що роов’яоок x {t) оадовольпяе e -умову, якщо існує 
число в Є R ] ,в  >  0, таке, що для » сіх г;+і ~  Ь  >  0: (З-уиову, якщо 
опайдеться ціле число к >  0 таке, що кожний одиничний відріоок дійсної 
прямої R  МІСТИТЬ не більше, НІЖ к  ТОЧОК ПОСЛІДОВНОСТІ Ті.

Якщо кожний роов’яоок системи (1) оадовольняє а-умову (0  -умову) о 
одним і тим же числом в (відповідно к), то будемо говорити, що система 
( І )  оадовольняє «-умову (/?-умову).

Припустимо, що x (t )  оадовольняє хоча б одну о умов а  чи ft і вп- 
оначений на проміжку І  =  (в,оо) при деякому а Є R. Тоді роов’яоок 
напивається нескінченно продовжуваним вправо.

О оначеїш я 1.1. Р озв ’язок x (t )  системи (1 ) називається Н-стійким 
за Ляпуновым (просто В-стійким), якщо для довільних є та to >  а 
існує дійсне число 6 > 0 таке, що розв’язок у(1) ц ієї системи, який 
задовольняє умову ||ж(*о) -  г/(іо)|| <  зммо^итьсл в е-околі розв’язку 
x (t )  на проміжку І  =  [<о,+оо). Точка t0 не повинна бути точкою ро­
зриву розв ’язків x (t )  та y{t).

Ооначення 1.2. Р озв ’язок x (t )  рівнями (1 ) називається нестійким, 
якщо для деяких є >  0 і to Є / та довільного 6 > 0 існує такий розв ’язок 

що ||x(t0) -  v(to)|| < 6, точка to не є точкою розриву розв’язків і 
i/lt) не належить Е -о к о л у  х ( і )  на проміжку І  =  (t0,+ oo ).

Ооначення 1.3. В-стійкий розв’язок x (t ) системи (1 ) називається 
II аги.иптотично стійким, якщо він В-стійкий і існує таке дійсне число 
fi > П, що для всіх е >  0, to >  а та розв’язку y (t), ||*(to) -  у(<о)|| <  6 
інайдппьгя дійсне число в >  to таке, що y (t) належить е-околу x (t ) при 
І = [в,-too).

Загальна характеристика м етоду  введення. Застосування ме- 
юду оведення до системи ( І )  полягає в тому, що деякі її властивості до­
сліджуються па основі вивчення відповідних властивостей рівняння

- J 7 — t ї  r„ (2)
(it

де Ті ■ деяка впорядкована послідовність дійсних чисел, W, : Я* -+ R" -
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спеціальним чипом побудовані відображення.
Нехай О, С Я* - обмежена область, ft ( - обмежений інтервал і j  > 0, 

к >  0 - цілі числа. Пооначимо ______
ft =  { ( t , * , i )  11 € f t „ x  Є ft ,,»  =  T J + T }

Нехай Г,- - поверхні роориву для (1). Припустимо, що їх можна оапв- 
сати у вигляді t =  ту 4- 0 ;(г ), | 0і ( х ) |< v  <  +оо, і Є Z .

Далі символом (а,6| будемо пооначати відріооі [а, 6), якщо а <  6 і відрі 
оок (6, а], якщо Ь <  а. Зафіксуємо і. Нехай *о (0  - роов’яоок оадачі Коші

~  =  f ' ( t , x ) ,  x (t i )  =  x. (3)

Пооначимо ( =  0, - момент оустрічі роов’яоку x0( t )  о Г (. Вважа­
ючи, що роов’яоок Х і(і) рівняння (3 ) о початковою умовою х \(6і ) ■-

V

*о(^і) +  Ф»(*о(в»)) визначений на проміжку |т;,0,-], побудуємо відображення
W i : *  - »  * i(J () -  *

або

Щ х )  =  ґ ( и , ї 0(и)М и +  Ф,(ж +  ^  F (u ,x 0(u ))d u ) +  j f  F (u ,*i(u ))rfu .

Будемо говорити, що системи (1 ) і (2) i f -еквівалентні в області <7 С ft*, 
якщо для довільного роов’яоку х(1) рівняння (1), вионаченого на проміжку 
U  С Я, який має точки роориву t =  в( і такого, що * ( t )  € G , і € U , існує 
роов’яоок y (t) рівняній (2), який визначений на U  і оадовольняе умови

l/(t) =  *(< ), t І  (0,',Ті). (4)

Навпаки, для кожного роов’яоку у(<) системи (2), y (t) Є <7,1 Є V (снує 
роов’яоок x ( t ) , t  Є U  системи (1), який оадовольняе умову (3).

Припустимо, що функції F , Ф;, 71 рівномірно оа х в ft  оядовольнятть 
умову Ліпшиця оі сталою К  і

eup||F|| вирЦФЦ =  М  <  +оо 
п п

Нехай також Ті : ft ,  - »  ft(. Зафіксуємо деакі х0 Є ft* і Й Є R ,t t  >  0 так, 
щоб Н >  M ( l  +  2v) і множина {х  Є Я* : ||* -  *ol| < Н ]  була включен» в
II,. Пооначимо також Л =  Й -  М ( І  +  21/), Н -  Н -  М ( 1 4 і-).

Т еорем а 1.1. І )  Для кож ного  і =  j , j  V fc  ф ункції W( існує і  «и-іноч» не 
ч «  множ пні Пн =  { ?  Є Я ”  : |(ас -  а ;,|| <  h ) ;  2 ) для do о м  нііт х ,Я  Є П * 

та кож ного ц 'лого  чилло і справедлива нерівність -  IV .fаг>(J <

i d ,  fs ) ffx  -  yjj, k ( t , K )  * в Л н езгп ів  <£уикч«»; S j р івнянн і ( ! )  і (9 ) «



області Пл В-еквівалентні, причому, мкщо розв 'ляок системи (1 ) або (В) 
приймає значенні в П/t, то відповідний йому в силу В-еквівалентності 
розв ’і з о к  приймає значенні в Пн-

На основі теореми 1.1 доводяться теореми про існування та единість 
роов’яоків, неперервну оалежність роов’яоків під початкових даних та па­
раметрів.

У  §2 рооглядаеться система диференціальних рівнянь о імпульсною 
дією на поверхнях вигляду

^  =  A (t )x  +  / (I, х ), t ф Ті +  0,(л:),

( 5)
Д*||-г.+#,(*) =  В іХ  +  І і (х ) ,

в якій *  Є Я*, матриці v4(t), t Є R, В і , і Є Z  рооміру п х п, функція f ( t , x )  
неперервна при t Є R, матриці (Е  4- В і ) ,  і  Є Z , невироджені.

Поряд о системою (5 ) будемо рооглядати відполідну лінійну систему

~  =  A (t )x , і  ф п , Дж|*.п =  В іх . (6)

Припускаємо, що функції /, 0, рівномірно оа х  оадовольняють умову
Ліпшиця оі сталою І, а система (5 ) періодична о періодом ш >  0. Це 
ооначає, що A (t 4- ш) =  Л(1), / (t +  ш ,х) =  J (t ,x ) ,  t Є R  і існує ціле число 
р >  0, для якого Ті+Г =  п  +  а», 0і +р ( х )  =  9,(х), Ві+р =  В,, /і+р( * )  =  /,(*), 
» 6 Z . Рівняння (б ) не має характеристичних показників о нульовою 
дійсною частиною.

Доведено теорему про достатні умови для існування єдиного періодич­
ного роов'яоку, який буде В  - стійким, якщо дійсні частини всіх характе­
ристичних покаоників системи (6 ) від’ємні.

У  §3 припускається, що система є майже періодичною (м.п.), тобто А
і / м.п. оа Бором оа оміїгаою і, послідовності В і і /, м.п. оа і рівномірно 
оа ї ,  послідовності т/, » € Z , ті =  n+j -  Ті, j  Є Z , одностайно майже 
періодичні (о.м.п ).

Роов’яоок *(4) системи (5) напивається м.п., якщо для довільного дій­
сного числа є >  0 існує відносно щільна на дійспій осі Я множина чисел Т  
така, що для кожного т g  Т  функція x (t  +  т) належить є - околу роов’яоку 
z ( t )  при І  =  R.

У припущенні, що матриця Коші системи (6) оадовольняє нерівність

8

||Л'(<,т)|| <  К схр (~ о (*  — т)), -о о  < г <  < <  -t oo, ( 7 )
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де К  >  1 і в >  0 - дійсні сталі, доведено, що при досить малій 
сталій Лішииця І рівняння (5 ) має єдиний Я-асимптотично стійкий м.п. 
роов’яоок. Рооглянуто також винадь*:, коли система (в ) періодична і не 
має характеристичних показників о нульовою дійсною частиною.

Питаній про достатні умови існування обмежених роов’яоків слабко- 
нелінійної системи о експоненціально дихотомічною (е.д.) лінійною ча­
стиною досліджується у четвертому параграфі.

Друїий рооділ присв’ячено вивченню диференціальних властивостей 
риов’яоіів систем рівнянь о нефіксованими моментами імпульсвої дії.

Нехай fl( х ft* С Я .х  Л* - обмежена область, x ( t )  =  x (t,to ,го), *о =  
(x j, . . . ,* * ) - роов’яоок рівняння (1) о точками роориву t =  т;,і =  І7 Ї. 
Пооначимо h0 =  Д і, (/»і, ...,/»„) =  Дх, h =  (h 0,...,h n).

Будемо говорити, що роов’яоок х ( і )  має В-похідні оа початковими да­
ними to і Ха до 1-го (І  >  1) порядку включно, якщо при досить >‘ здому ||/»|| 
існує роов’яоок £ (t) =  х(1, to +  Л і, хо +  Л х )  і для нього виховуються умови

1) * ( < ) - * ( t )  =  Pi{t, to, Хо) +  <К||/»||'), t 0 (n“e,]( і = 171; (8)

2) ві — г; =  Q i(lu ,x0) +  <К||Л||(), » =  TJc-, (9)

де ві - точка роориву роов’яоку t ( l ) ,  Р , Q - поліноми порядку І відносно /», 
коефіцієнти яких симетричні відносно перестановки індексів і неперервно 
залежать від t0,x 0.

Відповідні коефіцієнти поліномів Pi, Q{, і  =  TjE, утворюють к + 1-ки, 
які напвемо 0 -похідними роов’япку * ( t )  оа початковими даними.

Роов’яоок x (t ) називається 0-аналітичиим оа х«, якщо розв'язок 
x(t,tfl,x ), де х воято о досить малого околу Хо, оадоволькяє умови:
1) для всіх t І  [г,,<?,], де ві - точки роориву роов’яоку * (t ,lo ,*o ), МОЖЛИВІ! 
роовинення цього роов’яоку в ряд оа степенями коордиііат вектора х -  т,п\
2) ріониці в, ~  ті при кожному і також роовнваеться в ряд оа степенями 
координат вектора х -  х«.

Ооначення гладкості роов’яоку імпульсної системи оа параметром ана- 
логічні наведепим вище опначенвям гладкості оа початковими даними.

В даному рооділі визначені умови, при яких рівняння о імпульсною дігю 
на поверхнях припускають В  похідні довільного порядку оа початковими 
даними та параметрами. Доведено також теореми про умови, при яких 
ми* місце /f-аналітична залежність рі «в 'язків від початкових даних та па­
раметрів. Побудовано асимптотичне представлення рогш’ямкія регулярно 
обурених систем.
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В рооділі 3 рооглядається оадача про існування періодичних та майже 
періодичних роов’яоків імпульсних систем о гладкою правою части­
ною. На такі системи поширюється метод малого параметра Пуанкаре- 
Лянунова.

Предметом дослідження перших двох параграфів є система, яка має 
вигляд

dx
—  =  A (t )x  +  / (« )  +  w (t , x ,n ) ,  t ї  Ті +  ц в і(х ,ц ),

=  Пі*  +  Ь  +  Р ф<(*.м ). (10)

в якій х Є Я", /1(1), t 6 Я, - неперервна рооміру п х п матриця, В і , і  Є Z  - 
квадратні порядку п сталі матриці, d e t (E + В ,) ф 0, функція / неперервна 
для всіх ( Є Я. Система (10) е w-періодичпою, тобто іспують числа ш Є Я, 
w > 0, та р Є Z , р >  0, для яких yl(t +  w ) =  Л (І ),  <p{t +  ш ,х ,р ) =  tp (t,x ,n ), 
/ (( +  ш) — / ( I ) , Ві+р — Bj, Ф|+р(*,/<) — Ф і(*,/і), ві+р (х ,ц ) —
в і(х ,ц )} Ті4.р =  п +и> рівномірно оа і Є Z, І Є Я.

Припустимо, що породжуюче рівняння має єдиний «-періодичний 
роов’яоок Зо(0 і поопачимо П* =  {ж Є Я" : Ця -  ж0|| <  (1,0 <  t <  и>} ,  
де d >  0 - фіксоване число, П( - деякий окіл для [0,ш] в Я, Пм =  (-р<,,/іо), 
де Цо >  0 - фіксоване число. Нехай П =  П< х П* х П,,, ір Є C<0,1,1)(ft ), 
0 „ * ,Є С < 1-1> (П ,х П м) , і  =  ї ^ .

Теорем а 3.1. При достатньо малому |/<| система (10) має єдиний 
о)-періодичний розв ’і з  о к х (1 ,ц ), який при р —» 0 в В -т опології прямує до 
розв 'язку xQ(t )  породжуючого рівняння.

Якщо всі мультиплікатори відповідної для (10) системи (6 ) розмі­
щені всередині одиничного круга, то розв’язок z(t,/ j) при достатньо 
малому |р| В-асимптотично стійкий.

Зафіксуємо є >  0 так, що Пг - об’єднання є-околів точок т,-,і =  1 ,р, 
міститься в [0,wj. Рооглянемо систему (10), припускаючи додатково, що 
функції <р ,0і ,Ф і голоморфні оа £ в області fic x f i , x  П^.

Теорем а 3.2.Яри достатньо малому |р| система (10) припускає 
єдиний розв ’язок x (t ,n )  періоду ц>, який В-аналітично залежить від ц в 
точці ц =  0 і при /і —► 0 прямує в В -т опології на проміжку ]  =  [0,и») до 
породжуючого розв ’язку xa(t ).

Рооглянемо систему (10) при умові, що відповідна однорідна система 
(6 ) ма« k (1 <  k <  п ) періодичних о періодом ш роов’яоків (f>i,i =  l,k , які 
утворюють максимальну лінійно пеоалежну систему. Припускаємо, що 
-уи» дрлкоро цілого / >  1:

А 'Т К №  € П С ‘( П<), ві, Фі Є х П Д



• Г '

V Є C<'-llW)(ft , X П, х П „)

Спряжена до (6 ) система

^  =  -/1Т(0і/. =  - ( E  +  O f ) - lD fy  . (11)

( T  - опак транспонування) також мае к ліпійпо пеоалежних и>- періодичних 
роов’яоків. Складемо о них матрицю H (t )  рооміру г» х к і припустимо, 
що виховується рівність

H (t ) f ( t )d t  +  £  Н (ті) і і  =  0,
1st

тоді породжуюче для (10) рівшшпя припускає fc-параметричне сімейство 
ш-періодичиих роов’яоків х ( і ,а )  =  аі^>і +  — +  <**¥>*+  v>o, де a  =  (a i,...,a * ), 
¥>0 - частковий роов’яоок цього рівпяння.

Теорем а 3.3. Нехай рівняти и (а ) =  0, де

j/ (a )=  [  H T(t ) 'p (t ,x { t ,a ),0 )d t+  V  Я т (гі)[Ф (х (т11а ) , 0 ) -
.=1

- Л ( г ()(Д х (г ,- ,а ) +  /,)^»(яе(тї, or), 0)J,

припускає розе ’язок а  =  a Q, &иг якого det(i/^Q) ф 0. Тоді при достатньо 
малому \ц\ система (10) мае розе 'язок x (t ,n ) періоду ш, жкий при ц —*0  
прямує в В -т опології до розв’язку z (t,oo ), і  зображення

х(і,/л) =  * ( t ,a 0) +  #i*t (0  +  -  +

справедливе для всіх t g  (т;,!^), де і/і - точка розриву розв’язку x(t,/ i). 
Для кожного і :  |т,- — і/,-| —♦ 0 при ц  —̂  0.

Наведено приклад, який ілюструє теореми 3.1 і 3.2.
Аналогічно до неавтономних систем в §3 рооглядається оадача існу­

вання асимптотичного оображенпя оа малим параметром періодичних, 
роов’яоків автономної кваоілішшюї імпульсної системи в критичному ви­
падку.

Уоагальпення теореми Ляпунова-Пуанкаре про стійкість ̂ -періодичного 
роов’яоку системи о імпульсною дією (1) доведено в §4.

Рооглянемо систему диференціальвих рівнянь о імпульсною дією вигляду

^  =  f ( t , x )  +  n g (t ,x ,n ), t ф т»(а;) +  і і9і ( х ,ц ),

I I

(12)



12

Нехай ft* х ftM С Я* х Я 1 - обмежена область, ft„ - окіл нуля, О =  
{(x ,t ,/ i,i) : х Є ft*,< Є Я,/х Є Пм,і Є 2 } .  Припускаємо, що систе' а 
(12) визначена в ft. Нехай рівняння, що породжує ^12), є и-иеріодичпим і 
припускає єдиний ^-періодичний роов’яоок * 0( і )  о точками роориву І — в,,
0 <  0| <  ... <  9f  <  w, причому в '«(*о (в .))/ (^ ,*д (в<,т)) ^  І.

У §5 доведено дві теореми, що наводяться нижче. Припустимо сно 
чатку, іцо система (12) е w-иеріодичиою.

Теорем а 3.4. Нехай мультиплікатори системи рівнянь у варіаціях 
відносно розв’язку хо (і) не рівні одиниці. Тоді при досить малому 
|/і| рівняння (1S) припускає ш-періодичний розв’язок x (t , f i ) ,  який при 
ц —» 0 прямус в В -т опологіі до Xo(t). Якщо крім того всі мульти­
плікатори розміщені всередині одиничного круга, то розв’язок x(t,/ i) 
В-асимптотично стійкий.

Нехай тепер в (12) функція g м .і і . оа Бором оа t , W; і 0, м.п. послідо­
вності рівпомірно в ft.

Теорем а 3.5. Якщо система рівнянь у варіа ;iz  відносно розв’язку 
хо(і) не має мультиплікаторів на одиничному колі, то при достатньо 
малому |/і| система (IS ) припускає єдиний м. п. розв’язок, який при 
|ft| —* 0 прямує в В -т опологіі до х0(1).

Крім того, в §5 проведено аналіо оадачі про існування періодичних 
роов’яоків системи (12) у випадку, коли породжуюче рівняная має неі- 
оольований w- періодичний роов’яоок. Вионачені умови, при яких система 
(12) має періодичний о періодом и> роов’яоок, який прямус в Л-топології 
до одного о періодичних роов’яоків породжуючого рівняння.

Наведено приклад однієї віброударної системи, для якої на основі тео­
рем 3.4 та 3.5 доведено існування коливних роов’яоків.

У  §0 ш-періодична система виду (1 ) рооглядається при умові, що вона 
припускає ^-параметричне сімействои>-періодичних роов’яоків x (trA), А Є 
Я*. Доведено теорему про умовну 0-асимптотичну стійкість роов’яоку 
x(t, А) відносно деякого (n  -  ifc) - вимірного многовиду.

У  §7 досліджено питання про існування періодичних роов’япків неліній­
ного імпульсного рівняння в малим параметром. При умові, що породжу­
юче рівняння має неіоольований періодичний роов’яоок, отримані умови, 
при яких сама система припускає в околі породжуючого ропв'япку періо­
дичний роов’яоок.

У  рооділі 4 досліджепо питання існування інтегральних поверхонь 
слабонел і пінної системи виду (5). Додатком до умов §2 розділу І 
припускаємо, що початок координат «  точкою спокою гипемп.



У §1 доведепо аналог теореми Ляпупова-Перона, покаоаио, що при 
умові експоненціальної дихотомічлості дня відповідної системи (6) рівшт- 
пя (о ) припуская локальні інтегральні поверхні Ф+ та Ф_. Роов’яоки, які 
починаються на поверхнях Ф+ та Ф_, прямують до початку координат 
відповідно при t —» +оо, і  —* -оо . Далі, в §5, оа рахунок посилення умов 
на поверхнях роориву вдається оастосувати метод оведепня уже у всьому 
просторі Я* та довести узагальнення теореми Ляпунова-Перропа.

У  §2 досліджено диференціальні властивості інтегральних поверхонь, 
існування яких доведено у попередньому параграфі. Покаоано, що якщо 
права частина рівняння (5 ) має деяку властивість гладкості, то аналогічну 
властивість мають поверхні Ф+ та ф_,

У  §3 рооглядаеться імпульсна система вигляду

^  =  A ( t )x + f , ( t ,w ) ,

^  =  Су +  f i ( t ,w ),  t ф ті +  0і(ш), (13)

=  ВіХ +  7*(и)), Ду||«г;+й(ш) =  Л (w)«

w =  (*>!/)і х Є I Iя, у Є Я™. Припускаємо, що відповідна система (6) така, 
що викопується умова (7), власні числа матриці С  мають невід’ємні дійсні 
частини і справедлива умова Лішпиця

II/ / (* ,») -  /,(<,«0)11 +  І| / Р М  -  /{0>(<8)|| +
(14)

+  |0;(ш) -  0і(ш)| <  /||и» -  ш||, j  =  1,2.

Доведепо теорему про пеобхідні та достатні умови іспування локальних 
інтегральних поверхонь Ф+ та Ф_ для системи (13).

У  §4 наведені умови на поверхні роориву, при яких метод введення 
можна оастосувати у всьому просторі Я".

У  §6 принцип оведепня поширюється на імпульсні слабкопеліпійні си­
стеми о сталими коефіцієнтами при частині оміпних.

Нехай імпульсна система (1) визначена на множині Я" х Я  і Т  - інте­
гральна поверхня цієї системи. Нехай т 'Є Я, пооначимо Т г =  {х  Є Я" : 
(т,х) 6 Т } .

Ооначення 4.1. Р о зв ’язок x (t ) знахооиться в є-околі поверхні Т  на 
проміжку І  С Я, якщо і ( ( )  визначений на цьому проміжку і для всіх 
т Є /, розміщених поза е-околами точок розриву розв 'язку х ( і ) ,  точка 
х(т) належить е-околу множини Т г, тобто справедлива нерівність

infI€Tr ||х(г) -  х|| <  є.

ІЗ



Ооначення 4.2. Інтегральна поверхні Т  В-стійка, якщо для кож­
ного є Є R , е >  0 знайдеться дійсне число 6 >  0 таке, що довільний 
розв'язок x (t )  =  х (М а,£о), для якого to не с точкою розриву і х0 ро­
зміщена в є-околі множини Т і,, знаходиться в є-околі поверхні Т  при
І  =  [to,+оо).

Ооначення 4.3. Інтегральна поверхня Т  В-асимптотично стійко, 
якщо існує число Д  Є Я ,Д  >  0 таке, що для кожного дійсного числа 
є >  0 т а  розв’язку x (t )  =  x (t , tn,xo), для якого t =  to нее точкою розриву
і Хо належить А-околу множини Т <0, знайдеться дійсне число в >  to 
таке, що х ( і )  належить є-околу поверхні Т  при І  =  [в, +оо).

Ооначення 4.4. Інтегральна поверхня Т  називається В-стійкою в 
цілому, якщо для неї число Д  в попередньому означенні можна вибрати 
довільним.

Нехай інтегральна поверхня Ф_ системи (13) надається рівнянням х =  
Q (t, у). Тоді на цій поверхні си гема вводиться до рівняння

^  =  Cy +  f j ( t ,Q (V lt ),y ),  t j t  Ti +  e i (Q (y ,t ) ,v),

( 15)
Ду|і»п+^(<?(уіі)л)=  A- \Q (v< 0»  у)1

Теорем а 4.1. При досить малій сталій Ліпшиця І інтегральна по­
верхня Ф - системи (13) В-стійка в цілому.

Теорем а 4.2. Я к що система рівнянь (13) критична і в (Ц )  І - *  0 при 
||ш||+||й)|| —» 0, то стійкість, асимптотична стійкість та нестійкість 
нульового розо ’язку ц»‘е« системи мають місце тоді і тільки тоді, коли 
нульовий розв’язок системи (15) буде стійкіш, асимптотично стійким 
чи нестійким.

У  рооділі 5 досліджується гладкість роов'яоків та ковоних режимів ди­
ференціальних рівнянь о рооривною правою частиною.

Нехай ft =  ft» х ft , С ft1 х ft* - обмежена область, Г (,» =  1, р - поверхні 
в Л 1 х ft*, оопачепі рівняннями і =  п (х ).  Припускаємо, що поверхні Г,- мо­
жуть перетинатися по (п  -  1)-вимірній гіперповерхпі або не мати жодної 
спільної точки і рообивають ft на області П*, k =  17m. На об’єднанні ft0 
множив ft* означимо кусково-неперсрвпу функцію / ( і ,* ) .  Припустимо, 
іцо вона раоом сіі своїми похідними неперервна на кожній о множин П*.

Рооглянемо систему диференціальних рівнянь виду

14
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Дослідимо диференціальні властивості копаних режимів рівняння (16).
Ковоішми режимами навиваються роов’яаки, що рухаються по повер­

хні роориву і оадовольняють на цій поверхні рівняння, отримане на цін 
поверхиі оа допомогою довионачешія оа А.Ф.Філіиовим.

У  вступі наведено загальний опис рівпянь, що вивчаються. Впділепо 
чотири класи рівнянь в оалежності від поведінки роов’яоків відносно по­
верхонь роорпву: 1) системи, роов’яоки яких перетинають поверхню ро­
ориву; 2) системи, роов’яоки яких, потрапляючи на поверхню роориву, пе­
реходять у ковоний режим; 3) рівняння, роов’яоки яких с ковопими режи­
мами, які потрапляючи на (п -  1)-вимірну поверхню, переходять о однієї 
поверхні роориву на другу; 4) системи, роов’яоки яких спочатку ковоають 
по поверхні роориву, а потім сходять о поверхиі при досягненні деякої 
кривої. Сформульовано теореми про ненерервпу оалежність роов’яоків 
від початкових даних та правої частини рівняння. Під правою частиною 
рівнянім о роорнвною правою частішою рооумісмо сукупність функції 
f ( t , x ) і функцій, які визначають поверхні роориву цієї фупкції.

У  §1 дається оопапеппя диференціальної оалежпості поов’яоків від по­
чаткових даних та параметрів довільного скінченного порядку. Для кож­
ного типу рівшшь, що рооглядаються, будується система введення і па її 
ослові по аналогії о імпульсними системами формулюються теореми про 
достатні умови існування похідних оа початковими даними та оа параме­
тром.

У  §2 узагальнена теорема Пуанкаре про роовинешія в ряд оа коорди­
натами по аткових олачепь та оа параметром.

§3 присвячено дослідженню оа допомогою методу малого параметра 
питання про періодичні роов’яоки ріваяппя о рооривною правою части­
ною. Рооподасться рійпянпя виду

^  =  / («,* ,* »), * Є Я \  (17)

права частина якого w-періодичва оа t. У  припущенні, що породжуюче 
рівняння припускає Лг-параметрігчне сімейство w-періодичних роов’яоків 
V?(t, А), А Є й \  даються достатні умови Для існування у системи (17) при 
достатньо малому \ц\ роов’яоку періоду ш, який при ц - *  0 прямує до 
</>(*, А0), де А =  Ао визначається як роов’яоок алгебраїчного рівняння.

Уоагальпено теорему І.Г.Малкіна про існування періодичного роов’яоку 
системи, близької до довільної нелінійної, в критичному випадку. Наве­
дено приклад оастосувапня даної теореми.



Рооділ б присвячено дослідженпю питания про існування рооривних 
м.п. роов’яоків систем диференціальних рівнянь о імпульсною дією.

У §1 вводиться ооначешія рооршшої м.п. функції. Для цього в просторі 
кусково-неперервних функцій вводиться метрика, основана на реоульта- 
тах А.М.Колмогорова та А.В.Скорохода.

Ііооначимо черео ї ї  мпожииу кусково-ненерервиих функцій, ооначених 
па ДІЙСНІЙ ОСІ Я, ВИКЛЮЧІШЧИ ояічепну множину точок роориву першого 
роду (для ріаних функцій іо R точки роориву не обов’яоково співпада­
ють). Множина точок роориву функції іо St ве має скінченних граничних 
елементів і пеобмежепа оліва та справа.

Функції / і д іо 3? папвсмо є-еквівалеитпимн і пооначимо / ~ г д, 
якщо: а) точки роориву цих функцій можна оанумерувати к Є Z , 
припускаючи скінченну кратність в порядку рооміщення на осі Я так, 
що |<£ -  t'k\ <  є; б) іспують послідовності строго вростаючих чисел t*, 
t'k, |t*|,|4| - »  +оо при Iк\ —♦ і оо, д м  яких справедливі співвідношення

8UP<€(<»,l»+,)/e(<i.lU.) <  ** <  Є' к € Z
Нехай p (f ,g )  =  i n f є - число, яке вионачає відстань між функціями 

/ і д. Зафіксуємо <р Є St і пооначимо черео St*, множину функцій / іо St, 
для яких pv( f , g )  =  p (f ,g )  - скінченне число.

Л ем а  6.1. Ну - метричний простір.
Означення 6.1. Функції <р Є St називається л.п., якщо для довіль­

ного є >  О знайдеться відносно щільна множина дійсних чисел Г, для 
кожного елемента т якої справедлива нерівність p(<p(t +  r),<p (t)) <  є.

Доведено, що м.п. функція y?(f) обмежена раоом о послідовністю 
ві+ї -  ві, і Є Z , де ві - точки роориву функції ір (і), рівномірно неперер­
вна на сукупності інтервалів неперервності. Доводиться аналог теореми 
Бохпера.

Введено простір D  оліченних множип дійсних чисел на дійсній прямій 
Я 1 та вивчені їх властивості.

Нехай St/ - множина кусково-неперервних функцій о рооривами першого 
роду у скінченній множині точок, оопачених на відріоку/ Є Я. Аналогічно 
відсталі p (f ,g )  для функцій іо St вводиться відстань р і(/ ,д ) для функцій 
множини Stf. Доводиться, що 3?/ - метричний простір.

У  другому параграфі вивчається нитанпя про існування единого асим­
птотично стійкого м.п. роов’яоку системи інтогро-диференціальних 
рівнянь о імпульсною дією у фіксовані моменти часу
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Д*|<-Т; =  ВіХ +  Іі(х ,

Припускаемо, що yt(t) - м.п. оа Бором функція, / - м.и. оа ( функція, 
В і , /і - м.п. послідошіості і відповідна (18) однорідна система (G) - експо­
ненціально дихотомічна, фупкція и> - м.п. оа t і в, а функція"Ф - м.п. 
оа я, послідовності т/ - одностайно м.п. Права частіша рівняти (18) 
оадовольпяе умову Лінптця.

У  третьому параграфі для імпульсних систем уоагальнепо теореми 
Амеріо та Фавара. Використовується Я-клас, побудований як оамиканпя 
в метричпому просторі-добутку, ооиачепому по правій частині імпульсної 
системи.

У §4 досліджується регулярність лінійного диференціального опера­
тора о умовою роориву. Встановлено ов’яоок цієї властивості о експо­
ненціальною дихотомією. Доведено уоагальнення теореми Е.Мухамадісва 
про регулярність м.п. лінійного диферепціальпого оператора о умовою 
роориву.

Пооначимо черео Ы простір функцій іо J? о топологігю обіжпості в ме­
триці кожного простору SR/, де І  - відріоок іо Я.

Нехай також <р‘ =  ip (t+s ),s  Є Я, - осув оа часом функції <p(t). Ооначимо 
абстрактну динамічну систему, траєкторіями якої є осуви функції ір Є К 
уодовж числової прямої Я.

Функція у? Є Зї наоивається рекурентною, якщо рекурентною є траєкто­
рія <ра у топології

Роогляьомо імпульсну систему

§  =  / (* .« ) ,  <9 *П (*), A * U ( . )  */ « (* ); .  (19)

в якій х  Є Я \  функції Є [*0,+ °о ) =  Я+',і =  0,1,2,... неперервні
оа х на деякому компахті К  Є Я". При довільному х  Є К  вірно, що 
/(і, я ) Є 3?/!+, послідовність U обмежена рівномірно в К  у система (19) 
оадовольпяе /7-умову.

Ооначення 0.2. Фупкція x ’ ( t )  називається граничним розв’язком 
рівняння (19), якщо для деякої послідовності розв’язків х * (і) си­
стеми і послідовності зсувів Ok,Ok —* +оо при k —> +оо, послідовність 
Xk(t +  Ok) збігається до x ’ ( t )  в кожному просторі К і , І  С Я.

Наступні теореми є уоагальнепнями для імпульсних систем реоуль- 
татів В.М.Міліонщпюва.

Теорем а 6.1. Якщо система (10) припускає розв’язок хо(t ) Є 
то існує граничний рекурентний розв 'язок ц ієї системи.

ім- В. Стефаника

.  17

f
А - І

Ф(.«,х)«Іл). ( 18)
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Ооначення 0.3. Розв ’язок x0(t )  системи (19) називається устале­
ним, якщо для довільних чисел є > 0 і Т  < 0 знайдуться дійсні v%- 
сла 6 >  0 і 0 такі, що якщо т" >  т >  9 і Цхо(г') — xq( t ' )|| <  6, то 
Р[г,+оі} (хо(т ' +  і ) , х а(г "  + <)) <  є.

Теорем а 6.2. Нехай х0(і),х о  Є 8?я+ * усталений розв'язок рівняти 
(19). Тоді граничний рекурентний розв’язок х ‘ ( і )  ц ієї системи майже 
періодичний.
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