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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность теш. В начальный период развития теории диф­

ференциальных уравнений одна из основных задач состояла в разра­

ботке аналитических методов интегрирования дифференциальных 

уравнений в замкнутой форме, когда для описания решения требова­

лось вывести аналитическую формулу, предполагающую действие ко­

нечного числа известных операций над элементарными функциями. 

Важность асимптотических методов в теории дифференциальных урав­

нений была ясно осознана математиками во второй половине XIX ве­

ка после того, как французский математик Ж.Лиувилль доказал,
• S1

что в замкнутой форме дифференциальные уравнения интегрируются 

лишь в редких случаях. Число физических задач, при решении кото­

рых такие методы используются или могут быть использованы, весь­

ма велико и непрерывно возрастает. Сюда относятся многие вопросы 

механики, теории течения вязкой жидкости, упругости, теории 

электромагнетизма и других областей фізики.

Кругле достижения в развитии теории асимптотических мето­

дов связаны с именами Л.Эйлера, Ж.Лагранжа, Ж.Лиувилля, Я.Бер­

нулли, А.Пуанкаре, Р.Беллмана, Н.М.Крылорэ, Н.Н. Боголюбова, 

D.А.Митропольского, И.З.Штокало, А.М.Самойленко, В.И.Зубова, 

А.А.Мартышка, А.Н.Филатова, А.Н.Панченкова и многих других за­

рубежных и отечественных математиков.

• Один из таких методов, берущих свое начало с работ А.Пуанка- 

ре, состоит в замене независимой переменной некоторым функциона­

льным параметром, и решение исследуемой задачи ищется в виде ря­

да по степеням этого параметра. Разрабатывая данный метод, А.Пу­

анкаре отмечал [Лис.79]: "Ничто не доказывает, что решение, дан-



нов мною,- самое удачное; как раз весьма мало вероятно, что одно 

и, то же решение этой задачи одинаково ц е л е с о о б р а з н о  во всех 

частных случаях. Поэтому для всякого уравнения, которое нужно 

будет интегрировать, Следует искать решение, аналогичное тому, 

которое дано мною, но вообще не совпадающее о ним, стремясь 

всегда выбрать это решение, учитывая специальные особенности 

данной задета.* Таким образом, задача построения решений диффе­

ренциальных уравнений в виде рядов по степеням различных функци­

ональных параметров с целью нахождения оптимального в некотором 

смысле фуншщонального параметра является актуальной. В настоя­

щей работе критерием оптимальности служит скорость сходимости 

ряде, показателем которой служит число N членов ряда, сумма ко­

торых на заданном отрезке изменения функционального параметра 

обеспечивает требуемую точность приближенного решения.

В диссертации рассматриваются линейные системы дифференци­

альных уравнений различной структуры: о аналитическими или ку­

сочно-аналитическими коэффициентами, а также некоторые линейные 

системы функционально-дифференциальных уравнений. Применение 

метода функциональных параметров к линейным системам функцио­

нально-дифференциальных уравнений потребовало исследования воп­

росов разрешимости задачи Коши для таких уравнений в классе ана­

литических функций. Эти вопросы представляют самостоятельный 

интерео в качественной теорий функционально дифференциальных 

уравнений и, поскольку линейные еисївмн функционально- 

дифференциальных уравнений «меют большое теоретическое и при­

кладное значение і нахождение условий существования литимескюг 

решений представляет собой актуальную задачу.

Цель работа. Применительно к линейным системам обнкнопенннк 

дифференциальных уравнений с анялнттческимн йл* кусочно-яналмти
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ческими коэффициентами на основе асимптотического методе функци­

ональных параметров исследовать вопросы представления решения 

задрчи Коши в пространстве функциональных паріметров.

Для некоторых линейных систем функционально-дифференциаль­

ных уравнений запаздывающего и нейтрального типов с аналитичес­

кой структурой запаздывания установить условия разрешимости на­

чальной задачи в классе аналитических функций в окрестности как 

обыкновенной, так и регулярной особой точки и уквзать способы 

получения решений таких задач в пространстве функциональных па­

раметров.

Разработать метод оценки точности приближенных решений, 

возникающих при обрыве рядов по степеням функциональных парамет­

ров, которыми представляются решения указанных выыэ систем диф­

ференциальных уравнений.

Научная новизна. Для линейных систем дифференциальных урав­

нений с аналитическими или кусочно-аналитическими коэффициента­

ми, а также для некоторых линейных систем функционально-диффе- 

ренциальн ;• уравнений запаздывающего и нейтрального типов с ана­

литической структурой запаздывания обоснован и разработан асимп­

тотический метод функциональных параметров,. При атом, для рас­

смотренных линейных систем функционально-дифферетдаальных урав­

нений исследованы вопросы разрешимости задачи Коши в классе ана­

литических функций как в окрестности обыкновенной, так и регу­

лярной особой точек.

Применительно к задаче Коши для указанных выше линейных 

систем дифференциальных уравнений разработан метод оценки точ­

ности приближенных решений, возникающие при обрыве рядов по сте­

пеням функциональных параметров, представляющих собой решения 

исследуемых задач. Оценки получены для широкого класса функцио-



налышх параметров, обобщающего ряд ранее известных функциональ­

ных параметров.

достоверность приведенных научных результатов достигается 

за счет использования стандартных математических методов и рас- 

суждений при изучении поставленных задач.

Теоретическая и практическая ценность. Проведенные исследо­

вания позволили распространить метод функциональных параметров 

на указанные выше системы дифференциальных уравнений. На этом 

пути для линейных систем функционально-дифференциальных уравне­

ний получены новые результаты о разрешимости задачи Коши в клас­

се аналитических функций. В совокупности с разработанным методом 

оценки точности приближенных решений полученные в работе ре­

зультаты позволяют использовать асимптотический метод функцио­

нальных параметров для решения конкретных прикладных задач, ма­

тематические модели которых описываются упомянутыми выше линей­

ными системами дифференциальных уравнений.

Основные результаты диссертации используются в ИрВЦ СО РАН 

при выполнении плановых тем (N 0 1.9 .10 010132, N 0 1.9 .10 013193) 

и могут быть испольвованы научными и отраслевыми организациями, 

а также при чтении специальных курсов по теория дифференциаль­

ных уравнений и прикладной математика.

Апробация работы. Материалы диссертации докладывались и об 

сувдались на Иркутском городском семинаре по асимптотическим ме­

тодам (1970-1992), на математическом семинйре Ленинградского го­

сударственного педагогического института и математических конфе­

ренциях Герцвновекие чтения ЛГПИ (1980-1908), на республиканском 

семинаре по дифференциальным и интегральным уравнениям к ГУ 

(Киев, 1937), яа Пермском городском семинаре по функционально- 

гпкЙЕвронциалмтем уравнениям М989-1992- >99*)- на семинарах по
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дифференциальным уравнениям (1990) и прикладной математике (1991) 

МГУ, на семинаре по дифференциальным уравнениям Института мате­

матики АН Украины (Киев, 1994), на Уральских региональных конфе­

ренциях "Функционально-дифференциальные уравнения" (Уфа, 1986] 

Челябинск,1987; Пер: , 1988), на XXIV Воронежской зимней матема­

тической школе (1991), на II Всесоюзной конференции "Лаврентьев- 

скле чтения по математике, механике и физике" (Киев 1985), на IV 

Всесоюзной конференции по качественной теории дифференциальных 

уравнений (Иркутск, 1986), на Всесоюзной конференции "Новые под­

хода к решению дифференциальных уравнений" (Дрогобич, 1987), на 

Всесоюзной конференции "Актуальные проблемі вычислите;; юй и 

прикладной математики" (Новосибирск, 1987), на XI Международной 

конференции то нелинейным колебаниям (Венгрия, 1987), на Между­

народной научной школе "Метод функций Ляпунова и его приложения" 

(Иркутск, 1989), на І-ИІ Международных коллоквиумах по диффе­

ренциальным уравнениям (Болгария, 1990-1992), на I Международном 

коллоквиуме по численным методам (Болгария, 1992).

Публикации. По материалам диссертации опубликовано 35 ра­

бот. Основные результаты изложены в дву* монографиях ((,6) и ра~ 

Cotax [2-5,7-22].

Структура и объ&м работы. Диссертация состоит из введения. 

Пяти глав, выводов и списка литературы. Изложена на 301 страни­

це* машинописного текста. С'чсок литературы шигочает 144 найме 

йований.

Краткое содержание диссертация

Во введении дается краткий обзор асимптотических методов,

' основанных на представлении решений дифференциальных уравнений в 

виде степеннчх рядов, обосновывается актуальность темы.
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формулируется цель работы. Здесь же приводятся основные 

сведения по предельной корректности, основные определения я 

обозначения и краткий обзор полученных результатов.

Первая глава посвящена вопросам решения задачи Коши для 

линейных систем обыкновенных дифференциальных уравнений с анали­

тическими или кусочно-аналитическими правыми частями на оонове 

асимптотического метода функциональных параметров (МФП).'

В #1.1 доказывается теорема о существовании в пространства 

функциональных параметров корректного в предельном смысле отно­

сительно начального значения функционального параметра решения 

задачи Коши для линейных систем обыкновенных дифференциальных 

уравнений с аналитическими коэффициентами.

Пуоть в пространстве физического времени J задана следуотая 

’еляча Коши:

tЫ. J-IO.T), i(0)-х0, (1)

Л

где x ( t ) , ? ( t ) :  J-*Я1, ЯС*): J - R 1" 1, х ^ Я 1.

рассмотрим метод МФП как аппарат для решения искомой задачи 

Коши. При переходе в пространство функционального параметра <7Т и 

нахождения в корректного в предельном смысле решения в виде 

ряда по функциональному параметру неизбежно встает вопрос о су­

ществовании единственного решения рассматриваемой задачи. В 

связи с этим показана следующая

Теорема 1.1. Пусть Л(1) u P(t) - аналитические на J функции

и

am- £ anfn. а,«я1*\ ?«>- s тпг, V*1.
пяО  4 п * 0

JW fla ,  есл*і г ЯункшюналъныЛ гитралетр, такой, что
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t

t-дх, s v"'
n* t

0 - еалеолоріний аналитический на J % оператор u

( О при t=О, 
т>Л t ,  i - J

I npu t -Г,

тг задача Доши (1 ) корректна в предельна* алыеде относительно 

t * 0  - и полу групповой шкалы сравнения {г а }“ ]_0 и, следовательно, 

илевт единственное решение в M e  ряда

х (1 )= £ х х п, X„еЯ* c m ) - / r ' i ( t > ) ,  (2)
« о  ”

равномерно сходящегося на J%.

Результат теореми 1.1 распространяется на класс функциоа&яь 

них параметров о дробно-рациональной производной. Показано, что 

в этот класс входят ранее известные ■ широко применяемые в прик 

ладных задачах функциональные параметры. Например, x t*qt- линей 

ное преобразование переменной, i g= i-e x p (-q t)-"малов время" [Дио, 

51,68,34,102.1, X3~qt/ i,uqt) [Дис,1 1 ], х4* (е ч*-\ )/(еч*+і) (Дно.

791, x5=(/*Ttqf -1)/(/ i+qt +1 ) ІДмс. зо J. Здесь q>0-oonnt,- па­

раметр отображения, играющий важную роль в методе функциональных 

параметров. Его основное назначение - регулировать (улучшать) 

качество асимптотических разложений в конкретных задачах.

Для нахождения решения рассматриваемой задач’! Коши в про­

странстве функционального параметра в виде ряда по степеням фун­

кционального параметра используется метод неопределенных коаФ?м 

циентов, позволяющий получить р*. уррентные формулы ДЛЯ не ИРЫ» с т 

них коэффициентов ряда. С другой стороны, провдданные исслздовч 

НИЯ ПОЗВОЛИЛИ получить формулу, ьыражчювдю зичисипсть прок?



вольного коэффициента ряда от начального условия. Так, для ре- 

куррентной формулы хп‘ Z ^ x n_ t^gn 1 , Vn?i, где матрица и

векторы gn определяются правой частью задачи (1), справедлива 

Теорема 1.2. Пусть завала последовательность векторов 

( I  }“=0, порождаемая укаваннш. соотпошекиел . Тогда общий чдеч 

последовательности определятся формулой

s j ,  <•>

о
Здесь £ во, £ ві, а знак £ распространяется на все решения

fc=f о в
в целых неотрицательных числах уравнения

а(+аг+...+а{=а, (**)

причем если некоторые из afc=o, то это уравнение теряет столько 

слагаемых, сколько равных нулю afc, т.е. уменьшается число t в

{♦) и (**).

В §1.2 рассматривается задача Коши для линейных систем 

обыкновенных дифференциальных уравнений о кусочно-аналитическими 

правыми частями. Решение этой задачи потребовало введения класса 

псевло дифференцируемых функций. Пусть на сегменте < M t 0,te) ва-

двиа скалярная функция /(() в виде

8

/ft)=

f'it), Ш , .  в ______
, - ' и J.n J , .,=0.

fit), ш г, u i  1 * *и (э)

/"(t), Шт, Jk~ltk^ , t k ), е7в=[1в_,,1я1.

Будем считать, что функции 1«1,а, аналитические на

соответствующих множествах, т.е.
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(4 )

Введем ступенчатую функцию ХевиоаР-а соотношениями

Зададим на множестве J некоторую функцию q>(t).

00
Определение 1.Т. Функцию ф(1>= £ фпЕ”, сиюммичвощро на J ,

Обозначим через J ' cJ дискретное множество точек, в которых 

функция f ( t )  меняет свои значения скачкообразно или некоторые ее 

производные терпят разрывы первого рода и . Из (5) выте-

того, функция 7 { t )  непрерывно дифференцируема на множестае J0, а 

на J ’ T ( t )  имеет определенную одностороннюю производную.

Определение 1.2. Функцию f i t )  о указанными вше своОсяРаяч 

будел называть псевдовифферекцируелоа на множестве J и обозна­

чать (.J), а ряд, ее представляющий- псевОораОол.

Проводя аналогичные рассуждения для второй, третьей и т.д. про­

изводных, приходам к выводу, что определенная фзрмулой (5) функ­

ция

Рассмотрим, например, функцию /(t>, валянную в виде

будел называть супинатора* функции f ( t ) .

Построим функцию T ( t )  следующим образом:

(5)

I * I
кает, что для любого teJ. и JT(t)* £ J  (t-t*)"»/ (t). Кролю

і ♦» n п о

f 0, ttJ., ___
V 1* Ч  1. tC JV j  ’ ,вИ

їй
» т } .А <+’ ;  А » . / '- * »  :

Л  «  * n  ' n  v n '  п ' п
, Й=2,8.
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ut<t+1,

/<t>H . ,
t+1<t<l+2, t=0,2,4,..•

Тогда

ь
r { t ) ~ T  = Z I L H r .  *€[0,8],

u I»=0 *

здесь <p(t)*o, a ]a(- целвя часть в.

Представление кусочно-аналитических функций в виде (5) поз- 

позволяет оперировать с псевдорядами как с классическими рядами 

в рассматривать их как решения зэдачи Коши с кусочно-аналити- 

ческимя коэффициентами. Основной результат данного параграфа 

сформулирован в следующей теореме.

Теорема 1.3. Пусть Оля забачи Кот (1) выполнятся условия: 

А1. Элементы матрицы A ( t )  и вектора b i t )  удовлетворяет со- 

соотношениям О);

А2. В силу теорем 1.1 су'лествует обратный аналитический 

омратор П~', отображающий <Щ) и ВЦ ) в пространство • V

AJ. Согласно определению 1.1 выбрана аналитическая на J

функция (pi t ) -  супинатор функции x i t ) ,  и ф<х>=/Г*ф(t).

(W ^ И
Ф<1)= £  Ф т\ т€«7,.

п=0

Тогда в пространстве функционального параметра задана Kourt 

(1 ) корректна в предельном смысле относительно т=о и полуеруппо- 

вой шкалы сравнения {т“}”_0 и имеет в классе функций ff°iJ4) 

единственное решение в виде псевдораба

*<х>« 5 V " .  V V % * » +,V
п=0 <=0

Во второ* главе рассматриваются линейные системы функцио­

нально дифференциальных уравнений с такой . структурой функцио-



нального аргумента, при которой он но имьет пъ р вон а ч ял ьно го сме­

щения. В такой постановке при і 0-о начальное множество состоит 

из одной точки.

В §2.1 приводится краткий обзор функционально-дифференци­

альных уравнений и "'остановка задачи оО аналитических решениях 

задачи Коши для линейных систем функционально-дифференциальных 

у.эвнений упомянутого типа.

Рассматривается следующая задача Коши:

X(t)+C(t).T(g(t))=M°<t)Z(t)f | і1*(І)Т(П.(І)) + ї'(І), (6)
*«»

1(0)<Г0; g(t)- £ gnt", n ((t). E \  „t ;
ПвІ П»! '

04 (£(t),ft((t)]<t, t>0, 1«ї7р.

Здесь x ( t ) ,  l*6Tp; c(t) s J V ,

Будем считать, что указанные функции являются аналитическими на 

соответствующих множествах, т.в.

4 * ( * ) - 5 < »П. 1-^Р-
л«0

F(t)- £ Fntn, f «Я*. t < / S C(t)- 2 Cntn, 
tv*  3 n * 0

Пусть

■r(t) - Z x  tn , x  tR*, (7)
n«0 П n

- формальное решение зада'ш (6).

Итвк, необходимо выяснить условия, при которых данная вядч- 

чя разрешима в классе аналитических функций.

Аяалитаче.кие рчияния линейных сигт»м функшкталіно

II



ренциальных уравнений с линейным отклонением аргумента рассмат­

риваются в 52.2. В разделе г.г.1 исследуются линейные системы 

функционально-дифференциальных уравнений запаздыващего типа. 

Будем рассматривать задачу Коши

x(t)« § X*(t)ar(t/e,)+F(t), teJcJ*, x {0)<r , (8)
i-t

где r< t), Al ( t )  и P ( t ) соответствуют обозначениям, принятым в 

звдече (6); 1<в?<аг<...<вр, а{- const.

Теорема 2.1. Пусть Оля забачи Кот (в) <4*(t) u F(t)- анали­

тические на функции. Тогда Оля кахбого x0tR* данная

ааОача илет в пространстве R*«J единстве} мое аналитическое ре­

шение, которое лояет быть предствлено б виде рада (7).

Раздел 2.2.г посвящен линейным системам функционально-диф­

ференциальных уравнений нейтрального типа. В этом случае будем 

исследовать задачу Коши, представленную в виде

x(t)+ £ cJ ( t ) x { t / r . ) ~ £ Al ( t ) x ( t/ a . )+ F { t ) , (9)
j * t  J i«r

ttJzJ*, X(0)-X0, 1 <rf<r2<...<rm , 

i«s(<e2<...<ep; r l ,eJ-conat,

cJ.[t.)~ £ cJt n, /-ТТІ, t (J ,
n*0

, а остальные обозначения соответствуют принятым в за­

даче (6). На основе метода неопределенных коэф$ициентов приходим 

к рекуррентным формулам для нахождения неизвестных векторов хп.

ряда (7).

12



ІЗ

< I I C 0 > >t» ) J*1

" Г 1 £  < і  6 ( 1 1 - 2 )
»

k (  ( .  c x u
ГД0 П І М '  _

V

v'l*2• *,i3)

0<Ufc,

Исследование вопросов руществования аиа діє гиче ск л і решений 

веде чи Кощ (9) проводится ев основе анализа ракуррентных оооі- 

ношений (Ю ). Обозначим

q (n ) « i+  2 Qnr \~n ' (і I >
j » t  *

Определение г . 1. Вода q ( n ) / 0  Ш Н '  ( r * . { t V * ( ) ,  ко щичЩ  

оиучап нааовел регулярны».

Определение 2.2, Ваш гл*е»*, н*>0, e « r j i ,  шкив, ч»щ 

q (n * )* ° ,  но этот случай бу<Эел кааыбготь йингудярньи.

Первы* случай научается б пункте 2 .2 .Р ..1 , где доказываете» 

Творена 8 .2 .  Пусть для  вейочи Коши (9) 4 * ( t ) ,  o*f ( t ) и 

ансиитичеокш  на j c j * » |0 ,« )  функции, Тогда в регулярна* а.іу%»б 

Оля, каждого данная задача илеет в пространстве B ^ J  евіїНч 

сіввекнсе аналитическое ремешке, капоров лажєа дт ъ  прзСстсівлті 

в виде ряда  (7 ) , о •

Исследованию сингулярного случая уделено внимание в пучкгц

8 ,2 , 2 .2 этого разд ела . Пусть в соответствии о (11) <j(n)*o при 

rje ft* , S*=(n*}* определенно палоіательное совершенно упорядо­

ченное множество, т . е .  Jf*cV . Анализ формули (Ю ) показывает, 

что определить на ее основе Бначениь векторов х п , щ К * , не пр«д-

IV



ставляется возможным. Следовательно, задача Коши (9) в атом слу­

чае не оОлааает предельной корректностью относителъяо начального 

шмента t«0, так как издание только начального вектора xgf.Fk не 

гарантирует существования решений исследуемой яалачи в классе 

аналитических функций.

Обозначим

[4

Р(п,*)=

1 е 7 J * I

іY  | n,,V ( - rJ*0 і * I 1 ' "  3

п

в{Г"<«-і-1> I  с* /[n{u v  c ^ ;  n )] ,' V««,
f * 0  h « f  ' 1 Jrfl

(12)

я m b  u«n о учетом (11) перепишем МО) так:

Поскольку множитель при х равен нулю, eto равенство имеет

пр
cm  с» vr „їЯ*. веди равна нулю его правая часть.

П
Р

Справедлива следу тая

Теорема 2.3. (Тусть Ом шЮсгш Япш (9) 4 ' ( t ) ,  с ! i t )  u F ( t ) - 
амамттескип ка Jsj*«lo,<e) фучихі/лі и гг̂ /сть tj(n)»0, nt.lt*, Тогда 

донная задача илгея Я пространстве H*»J бесконечное мюжеатво 

a » i  vmu'ufcmT pew?v!,ifl, если
At: при заданна* начальна* усдодим т,'Н* ветор- функция 

РИп*,, ) -о;
«г: Эля на«®ого последующего п^п*, М “.а~Т, б пространстве



R* нсШЮуяая вторы х  > mama, т о  ■ )*0,

ц не цлвет ни обнова пи а л ы л е м сно а о  р з іш п 'р і. если in*tV*. 

t t h , * ] ,  nfxi испорол

С л е д с т в и е  8 .1 . Так как азнтир г  может быть пред­

ставлен в виде

18

множество решений вадачи (9) сі эедамшм начальник вектором х 0 ( 1Г* 

образуют в пространстве /?*>./ пучзк траекторий, чоходяивх ка точ­

ки (Хо ,0) И ИМЄЩИХ при t«О не МСНвО n*-1 ОДИНЬКОВЫХ ОООЛ6ДОЄІІ- 

тельных производных.

Из теоремы 8 .3  и следствия 1.\1 вытекает справедливость еле - 

дующей теоремы существования единственного аналигичоокого рече ­

ния исследуемой задачи Кош:

Теорема С.4, В условия! пворалы. a .J  шбепа Кеш (9) іш гія Л 

пространстве йk >J вдинстЬокнчв аналитическое реьнт а , y0o0jis*idc - 

ряичее фмоированнолу нсгШънолу г.ектору і 0(Н*. ю ли  при t o о;*-
« *И. П. __

позначко опр&Уе.ієни экачеых* проазЬодных d t ( t  ) /d t ,

В }a.3 исследуются вопроси существования аналитических рЬ - 

шений задачи Коши для линейных систем функционально-отффербвім- 

альных уравнений запаздывающего іипа с аналитической ст р у й н о й  

функционального аргумента.

Рассмотрим следующую гь?.ьчу Коши:

i ( t ) - § N . t a A i c . t . l ,  t , o ,  (1Э>
t  _  I



іе

ї(0)*го» h , ( n « s n 4 tHI c X h t(t)<t, t>o, l»iTp,

гпч X[ t ) ,Fi t ) tJ^R*f Al <* t-TTpi x0tfi** ПоЛагеем, 4t!

/Iі (t) и F(t) - аналитические не J* функция, т.в.

x*(t)- E Alt \  t-r,pt P(t)« E f / ,  ttJ* (14)
tv»0 n * 0

В дальнейшем нам понадобится следующий результат. Пусть
ш ,

П(П» Е h,r - аналитическая ив *7 функция. Тог» 
і. і '

1*0 1*0

гне При П>3

» 7 * < V n. >v^ ‘я*0

і»
Лемме 2.1. вс.-U 6.W фуніїицп h i t ) Е t̂l. I <i • №5»

со -  I*» *
a) E ^I<1 ,Yn£S4 0) первый m  нулевой Нояффмрлвт h ( в

Je?
гюмеОоваталькосш ОолъШ нуля.

Основно# результат параграфе содержит 

Теорем* 2.6. Пусть дм  яаОачи Іоши (13) выполнены условия 

>ял*ы 2.1 и (14). ТогПа Ом нпябово х0«Я* Аоннсш ваПача илет 4 

прыуфонстве P**J вОтстбенное анплхат&чпкт pewewіе, олреОмл- 

c*ne ря&м (7). 1

1 СледунгаиЯ і ?. 4 посвящен линейным системам функционально- 

ЛРфВРреИЦИЯЛЬНШС уравнений нейтрального типе г аналитической 

стр̂турой эяпв̂лнватю.

Kvягм рассматривать задачу Котой

i/ tJ*e (tfi< e fn M (t)*< 't)+ F (t) , (15)



t , < ( 1 + C * r \  д?(0)чг0 5 e ( t ) - S g n t"t 0< <f(t)<t, t>0.
Л" 1

Вдеоь y ifD jJ-H * . a{t)t'J-*R’~ аналитические на qoot

ветствугаих множествах функции, т . е .  '

Ь / .  V * * * * »  t ( J *i ? U > - i F ntn. І?П€ЙЬ. te«T*| ( 16 )

O(t)» £ о/, t€J4Q,t], Ы. 0*- E |0_|. H 7 )
n - o  ; n = p  *

Рекуррентная формула для коаффйцюнтов формального ряда (7) 

ш м ат вид

п(Н0о1вГ'>*«^-, >* <1а>
гда

Fn - r  n*1*  ,

17

. Р (П .-)‘
: і’ч- ■;*

»-о

іг-( n-f _ n~J

Аналиа втих формул, опре делящих решение задачи Коши (15), пока - 

вывеет, что имеют место регулярный и сингулярный случаи, Регу­

лярные решения расомртриг-эются ь разделе г . 4.1. Здесі,. основной 

результат о существовании единственного аналитического решения 

сформулирован в следующей теореме.

; ;> Теорема 2.8. Пусть для ваванц Кот (15) выполнены условия 

мшы 8.1, (16) и (17). Тогда в регулярно* случае для каждого 

Ж0€Й* эта еавача илвт в пространстве FpiJ единственное анали­

тическое решение, определяемое рядам (7).

Содержание раадвла 8.4.2 посвящено сингулярному случаю, 

Здесь доказаны две теоремы.

АН Україна



Теорема 2.9. Пусть для задачи Коши (15) выполнены условия

леХт 2.1, (16), (17), 0о<0 и существует п*еії+ таков, что

1 Iсо I 'Г • Тогда данная задача имеет в пространстве

бесконечное множество аналитических решений, если при заданном

нансиьнол условии ветор-4ункция Р(п*,* )=о, и не имеет ни

одного аналитического решения, если Р(п*,-)*о.

Следствие 2.2. Поскольку вектор хп* может сыть

приставлен в виде

x  »*(dn x(t)/dtn )| /п*|,
" |t=o

множество решений задачи Коши (15) с заданным начальным вектором

xQf Rh образуют в пространстве /?**•? пучок траекторий, исходящих

из точки (х0,0) и имеющих при t -о п* -1 одинаковых последователь­

ных производных.

Опираясь на результат теоремы 2.9 и следствие 2.2, сформу­

лируем теорему существования единственного аналитического реше­

ния задачи (15) в сингулярном случае.

Теорема 2.10. Пусть для задачи Кеш (15) выполнены условия 

теоремы 2.9. Тогда при изданном начальном условии х0£(Р ванная 

подача имеет в пространстве Р**</ единственное аналитическое ре- 

тение, асли при пг-п* веитор-функция Р (п* , - )~0 и при t-О овнов-
v •* ' г 4 , 0

чтяо определено значение производной (f~x(t)/dtn.

Раздел 2.4.3 данной главы связан с изучением аналитических 

решений линейных систем функционально-дифференциальных уравнений 

нейтрального типа с матричным козффщиентом при производной. 

Ялейь также рассматриваются регулярный и сингулярный случаи. 

Первому лосвяіпен пункт 2.4.3.1, где приводится теорема 2.11 э
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существовании единственного аналитического решения данной зада 

чи. С ингулярный случай изучаетоя в пункте г.4.3.2 раздела. Ос 

повной результат содержится в теореме 2 . 12 об условиях разреши 

мости исследуемой задачи Коши в классе аналитических функций.

Раздел г.4.4 обобщает результаты §2.3 и разделов 2.4.1, 

2.4.2. В пункте 2.4.4.1 рассматривается регулярный случай и до­

казывается теорема о существовании единственного аналитического 

решения исоледуемой задачи Коши, а в пункте 2.4.4.2 для сингу­

лярного случая приводятся теоремы г. 14 и 2.15 об условиях разре­

шимости задачи Коши в классе аналитических Функций и условия* 

выделения из пучка аналитических решений единственного аналити­

ческого решения.

Содержание §2.5 посвящено аналитическим решениям линейных 

систем функционально-дифференциальных уравнений в пространстве 

функциональных параметров. Целесообразность применения метода 

функциональных параметров (МФП) для решения линейных систем 

обыкновенных дифференциальных уравнений обсуждалась в главе 1 , 

но распространение идей ММ1 на линейные системы функционально- 

дифференциальных уравнений встречается со значительными труднос­

тями в вопросе отображения иоходной задачи & пространство функ­

ционального параметра. В этом параграфе показано, что каждой за­

даче Коши для линейных систем функционально-дифференциальных 

уравнений, имеющей единственное аналитическое решение, сьответ 

ствует модельная задача Коши для линейных систем обыкновенны? 

дифференциальных уравнений, имеющая тождественное решений. При­

менение теперь МФО к модэлъной задаче позволяет получить ре­

шение искомой задачи Кеши для линейных систем функционально диф­

ференциальных уравнения в пространстве Функциональногб парамет­
р а
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Третья главе диссертации содержит результаты исследований 

решений линейных систем функционально-дифференциальных уравнений 

в окрестности регулярной особой точки. Результаты, подученные в 

8той области для обыкновенных дифференциальных уравнений, отра­

жены во многих публикациях. Для функционально-дифференциальных 

уравнений вопросы существования и поведения решений в окрестнос­

ти особой точки до сих пор оставались открытыми.

В 63.1 приводится постановка аадв’ш об аналитических реше­

ниях задачи Коши для линейных систем функционально-дифференци­

альных уравнений запаздываодего типа с аналитической структурой 

запаздывания, при которой функциональный аргумент не имеет пер­

воначального смещения.

Рассмотрим задачу Кови для следующей линейной системы, функ­

ционально- дифференциальных уравнений:

ti(tM<t)*<n(t))+f>(t), t€/cJ^CO,t,l, t,<1, (19)

x{0)~ x -i h(t). 2 M " t  <* M t ) < t , t>o.
ПШІ

Здесь J f x^ R *. Будем считать, 

что A{t)  я F ( t ) ~ аналитические на J* функции, т.в,
• • ’ •; / '

M t ) *  ЕД ГП. AntB**k, tiJ *, Тm -  i v * .  ?П€Й*, t (J * . (20)

Пусть

(21>їй n n

формальное решение исследуемой задачи. Методом неопределенных 

коэффициентов приходим к формулам для нахождения неизвестных 

векторов Хп.
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» • і'

°= V o+?o-

J Д "5Л— * n -ti:Js*n’ vr*2-
Здеоь ЕеЯ^-единичная матрица.

Анализ первого равенства показывает, что оно верно, если: 

А1 : 40»?0-о. При этом равенство справедливо Чх^Н*. Кроме 

того, оОглвсно (20) особая точка в задаче (19 ) устраняется, по­

скольку в правой части независимая переменная t как множитель 

выносится аа скобки и сокращается о множителем t в левой части 

этого равенства. В такой постановке вопрос об аналитических ре­

шениях задачи (19) исследован в главе 2 ;

A2S W V
Будем считать, что условие А2 выполняется. При решении 

задачи Коши (19) будем рассматривать два случая.

Определение 3.1. Вели det(En-AJi*)iK ), Vneff*, то ткой слу­

чай назоввл регулярны.

Определение 3.2. Воли 3п*еЯ*, п*ю , 8-1 ,т, тешив, что 
• 9 9 

* л
det )“0, то этот случай сингулярный.

„  і..
В регулярном случае исследование вопросов разрешимости за­

дачи Коши (19) в классе аналитических функций составляет содер­

жание 93.2. В разделе э.2.1 доказывается

Теорема 3.1. Пусть Ом задачи Коши (19) выполнены условия: 

а ' .4(t) и Ш ) -  аналитические на У* функици;

О) d e tlE n -A J ifW , Ш К * ;  *

в ) функция M t) удовлетворяет лелле 2.1.

Тогда в сечении пространства при t*0 существует

единственная пачка {xQ,0 ),  х0-Л"'Р0,' через которую проходил 

воинственное аналитическое решение данной ваОачи, и это решени
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определяемся рявОЛ (21).

Материалы раздела 3.2.2 посвящены сингулярному случаю. 

Здесь В пунктах 3.2.2.1-3.2.2.4 изучены условия, при которых 

последовательность, составленная из коэффициентов ряда, предота- 

вляпцего собой формальное решение, определяется однозначно. Это 

в свою очередь позволило доказать следующую теорему.

Теорема 3.2. Пусть Оля эаОачи Кот (19) выполнены условия:

а ) M t) ы P ( t )~  аналитические но J* функции;

б ) функция h i t )  удовлетворяет лелле 2.1;

в ) существует х0ей* такое, что последовательность 

определяется однозначно и ряд (21) фсрлаїьно удовлетворяет 

задаче (19).

ТогОа этот ряд сходится равнолерио VttJaJ* и представляет 

содой единственное аналитическое решение датой задачи, проходя­

щее б сечении пространства й*««Г при t=0 через точку {х0,С}.

В }3.3 рассматривается задачи Коши для линейных систем 

Фзгнкционаяьно-дифференциальных уравнений . нейтрального типа d 

линейной структурой запаздывания и с постоянной матрицей в ок­

рестности регулярной особой точки

tx(t)+ar(t/a)>=i4x(t)+F(t), t ( Js lО.оо), я(0)аЗГ0. (28)

Здесь x ( t ) ,  P ( t ) t J - I& , і€ДЬхк-«остйяннай вещественная невырож­

денная матрица; с и а>1~ const, x^ R *. Будем считать, что F(i)=

* ь
* £ *  €fr^ аналнтн шекая на J функция,
п* о n n

Содержание S3.4 связаноb исследованием аналитически* рейв 

ний задачи Коши для однородных линейых гчетем фупкшюнально-

-дифференциальных уравнений указанного в 83.3 типй. .Результат», 

полученга» в рйвделч 3.4И*отражает
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Теорема 3.3. Пусть латрица AeRk*k однородной задачи К спа і 

( г г )  толова, что det (А-пЕ)їО, ЧпЖ). Тогда в пространнее R**J 

для любого не нулевого начального вектора xQtRb эта задача не­

разрешим! в классе аналитических функций.

Таким образом, единственным аналитическим решением данной 

задачи будет тривиальное решение x( t ) so.

В разделах 3.4.2 - 3.4.4 изучены условия, при которых одно­

родная задача Коши разрешима в классе аналитических функций. 

Здесь приводятся доказательства теорем существования для следую­

щих случаев: простой опектр матрицы состоит из целых положитель­

ных чисел (теорема э .4 ) ;  простой вещественный спектр содержит 
* .s: 

целые положительные характеристические числа (теорема 3.5);

спектр матрицы состоит из вещественных кратных характеристичес­

ких чисел, среди которых имеются целые положительные (теорема 

3.6).

В случае произвольного спектра справедлива 

їеорека 3.7. Пусть латрица Лей*** илеет произвольный спектр 

о(Д), среди характеристических чисел которого илеются целые по­

ложительные. Треда в сечении пространства Rk*J при t=0 существу- 
г +г

era многообразие ІГсЯ , где г( u r g-  соответственно числа про­

стых и кратных целых положительных чисел а {А), такое, что <5ля 

каждого начального вектора х0ей однородная задача Кот (22) иле- 

ет в пространстве R*-J единственное аналитическое решение в виде

полином степени не выше X , где К - наибольшее целое поло­тая !Цсиг

гтелыюе характеристическое число а (А).

Последний §3.5 этой главы посвящен вопросам существования 

аналитических решений неоднородной задачи Коши для линейных сис­

тем функционально-дифференциальных уравнений нейтрального типа в 

окрестности регулярной особой точки. В разделе Э-5.1 рассмотри-
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ваются общие случаи, анализ которых проводится без учета свойств 

спектра матрицы изучаемой оистемы, В том случае, когда неодно­

родная часть представляет ообой полином, в пунктах 3.5.1.1 и

3.5.1 .2  доказаны две теоремы.

Теорема 3.8. Пусть AtЯ*х* и вектор лакрица и

полинол степени ж задачи Коши (22), Тогда если 

А1. (Jet(A-nE)tO, Vr£№2;

Аг., при заданном начальної векторе x0tR*

F^(КЇМ)! -S-* П и-<»-лт0+
" ( *10 0

л " 1 ї'~  \ ■ ■ ■

т и ч  > -  І И - >  )
W* І 7,_ * «-1-І 1

+ 2 І ,й. --------- п til-(« -/ )* ]? ,[.
1.0 *10 * Jot ‘J >‘

то в пространство fP*J данная задана неразрешима 0 класое ана­

литических функций.

Теорема 3.9. Пусть А (8 ***- произвольная лакрица задачи go- 

ш  (?2 ) и пусть 4>м-  множество векторных полиномов степени If, 

Тседа ¥х0<Я* в пространстве существует веоконечное лно- 

жество векторов F ( t ) & M таких, что каждому автору ?(») ооответ- 

отвует единственное решение вадачи (28> в виде починала

24

Содержание пункта 3.5.1.3 связано о вопросом существова- 

ния решения в виде бесконечного ряда. Показано, что для каждой 

аналитической функции, удовлетворяющей при t*o начальному усло­

вию данной в адата Кош, найдется такая аналитическая функция, 

предотавлявдая собой неоднородную чаоть задачи, что иакомаа

*<П - !ПтО
їж,:



функция будет аналитическим решением этой задачи.

Материалы раздела 3.5.2 освещают специальные случаи. Иссле­

дование существования аналитических решений опирается на анализ 

структуры спектра матрицы. В пунктах 3.5.2.1-3.5.2.3 изучены ус­

ловия разрешимости неоднородной задачи Коши в классе аналитичес­

ких функций. С оответствую щ ие теоремы существования доказаны для 

следующих случаьпростой вещественный спектр содержит целые по­

ложительные характеристические числа (теоремы з.ю-з.12): спектр 

матрицы соотоит из вещественных крятных характеристических чи­

сел, среди которых имеются целые положительные (теорема ЭНЭ).

В более общем случае справедлива

Теорема 3.14. Пусть матрица AtR*** идеей произвольный 

спектр о (/О, среди характеристических чі'лел которого имется це­

лые положительные \ , p.etl.fc], J=T7e, acfe, и пусть ®, -
Pl J том ’

множество векторных полиномов степени не выше X -1 (X *тая max

«max \ , 1-Ї7І). Тогда существуют подмножество Ус®, . и в
Р Р1

сеченш пространства R *'J  при t -О -  многообразие *сЯ° такие, что 

Оля каждого вектора F( t )eV и каждого начального вектора х0tM за­

дача Коши (22) идеет в пространстве единственное аналити­

ческое решение в виОе полинома степени не выше ^таз-

В четвертой главе иследуютоя вопросы оценки точности при­

ближенных решений линейных систем обыкновенных дифференциальных 

уравнений в пространстве функциональных параметров.

В 54.1 приводится анализ погрешностей, возникепцих в про­

цессе решения задач. Основное внимание в данной главе уделяется 

погрешностям IV группы- погрешностям ь.етода. Причина появления 

втах погрешностей состоит в том, что многие математические урав­

нения можно решить, описав бесконечные процессы, пределы которых
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и являются искомыми решениями. Поскольку бесконечный процесс не 

может быть завершен, возникает необходимость его остановки. По­

лученный при втом результат рассматривается как приближение к 

искомому решению.

Итак, пусть

00

*<*>• Б і Tn , « { 6 , 0 ,  (23)
t ги* О

И

w‘ Jf
i(a)« J, «IO,ttl, V V t » t *  * (e4)

- соответственно точное и приближенное решения в пространстве 

функционального параметра задачи Коши для любой из рассмотренных 

выше линейных систем дифференциальных урайений.

Введем норму вектора |х| ■ согласованную с ней норму мат­

рицы |Л( известным способом: |4(=шх |Дх).

Тогда в качестве основной сформулируем следующую вадвчу:

Основная задач». Определить (или оценить) число Н членов 

ряба (23), превстбляацвго собой решение иоплебуелой вабани, 

сулла которых на ржсжщмВаелол сееленте излечения функциональ­

ного паралеща <7 sJ обеспечивает тоебуелую чючнсст є при-
*

алижпчнога решения (24), я.в.

|*(4Hr(t)t*| £ • (25)
n= S+t Xi

Исследование авдечи о точности приближенных решений, воз­

никающих при обрыве раде, основано на изучении введенных специ- 

ялышм образом скаляргаих последовательностей, мажорирующих нор­

мированную последовательность векторних коэффициентов ряда пс 

степеням функционального параметра. Методы построении мпшориру- 

тжх последовательностей в целом одинаковы для всех типов даф5я-

26



ренциальных уравнений, рассмотренных в главах 1-3. Поэтому в ка­

честве исходной возьмем задачу Коши для линейной системы обыкно­

венных дифференциальных уравнений о аналитическими коэффициента­

ми . Выделим класс функциональных параметров, где p(T)=dt(i)/ctt-

- дробно-рациональная функция, т.е.

p(i)«ffl(D/t>(-); и (т)- £ «  Л  t»(t)- £ Ъ tn, b(t)^o, xtJ -
n*0 u=»0 к

полиномы о постоянными коэффициентами т_, Ъ .
( ТІ TV

Тогда в пространстве функционального параметра задача Коши 

(1) запишется в виде

( | И ") dr(t)Aft-( £ « / ) [ (  £ A xn) t i x ) *
ПтО ПшО П*0

t J f / l H t f . K O K .  (26)
пшО

Здесь х - конечные или бесконечные пределы.

Как показано в главе 1, для определяемых коэффициентов ряда 

(23) справедлива формула

в°(п) .
V Л  AnXn -t * «n - r <87>I» г

где
ц+\+1 , если

27

• 4  ій*
1  е. если ц+Х<р.

Прямые мажорируюдие последовательности. Введем последова-

п 'п =0  '■^п’ пшО

|х |,

тчльности (С°)" и {{’}” „ следующим образом:

»и
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t°  , o<n<n,i
f  a  n
s n  e  In )

S, an t
(a f «

В этих формулах

■« ««• /„={
1«п1. o<n«e+̂ +ij 

о, Vn>ж+ц+1,
(28)

1г и nt некоторые целые константы.
«

Леша 4.2. Между элелетсш последовательности {|х J )“iQ ц 

элелетали последовательностей ,0 (t=0,1) справедливо соот­

ношение

К 1 « ,
___ Li.
Определение 4.3. ПоследоЬате..ьностъ (Ц}“_0 дудел натвтъ 

прялой мажорирующей последовательностью (ПМП),

Укороченные мажорирующие последовательности. При исследова­

нии оценок точности приближенных решений дифференциальных урав­

нений о помощью кажорируицих последовательностей последние можно 

конструировать так, чтобы они, учитывая специфику конкретной за­

дачи, обладали достаточно простой структурой.

Пусть при ц+Х>р В (26) mar|y)(|=o<o>, 1=П*. Принимая во вни­

мание (28), обозначим

С(>=max а‘ , Ы ,р ,

й^пах о‘ , t*pfiTT

G^max  а* , І=и+1 ,ц+*.+1. 

Определим последовательность Ц*}“1(5 формулами

(29)
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ef- t " .

+ОтО(Ц+\)^_,«+ f )+/n_f.vn*,,+i.

Здесь

min(A.+H+1 -U,n,), если X<m,
0(ц+Х)= _

Є С ЛИ A.—O'-.

Леша 4.3. Яусть тахМ |=ск®, і«ТД, ц+\>р и О определены 
і м

согласно (29). ГогЗа если

1) а >̂1, Уп>1;

[ тах(/г+и+1,0+1) при А.=®,
2) п,>|

I mar(fe+i Д+ц) при *<•;

3) £* _jmax 1°, (-T7S,

то

К »1<?п' УпЖ)-

Определение 4.4. Яослеаовашедьность (5^)“=0 Оудел называть 

укороченной лааорирукюей последовательностью (УМП).

Мвкориругоие последовательности на основе производящих функ­

ций. Пусть в (26) Х»ш« Перепишем (27) следующим образом:

ШГ0 { j V e- <r,- 8- 1>b. + tS]zn— ( Ч - » } '  W  

тг0 { [ у г. ' (|,' в‘ 1)|,.*>г 11» - . - 1+ Ь л - . - (+вп-»}'

(ЗО)

где с учетом (26) г €Н!»Я1, g ей5 имеют вид



зо
er(i)
£тЛ ,

j=o J J
+ u.-{

Д **-^ Л  - у

er(o
S * л  I. o t̂^ae,

j=o - J
(31)

Леша 4.4. Последовательность {?n>”_0. порождаемая произ­

водящей функцией {(г|), которая удовлетворяет задаче Кот

b*(T))d{(T))/drj=»i*(i))a*(Tj)f(rj)+g*(Ti), (тЦ ,̂ £<0)-Ц,|, (32)

лпжорхрует последовательность О? -} 0, определенную соотношени­

ем (30), w.e. |£n|<tn. Ч"Ю,при этом функция £ (т)) яб.*ябтеся берг- 

ней границей решения задачи (1 ) на сеемнф 0<т<ги.

Здесь согласно (31)

b*(ri)-b*- £ b V ;  £ n iV ;
w і -  < » і  —/•> *і*/ 1=0

а* СП)- Е a V ;  g*0n)« Е вТл* • С-аиц, 
i*o u o

где b(-|bt|, «,-1*1,1 . a,= |a,|.

»>*<«>
E Iя

j*o J J

a -i
S o  * « « •

Полагая 5(f)» E ?„*"« ■* 02) методом нпопределоніт коаф-
n»0

фицибтов получаем



Определение 4.5. Последовательность fCn)* =0. определенную 

формулой (33), буЗел нааывшь мажорирующей последовательностью 

на основе производящих функций (МГШФ)!?

Целесообразность введения МШИ связана с тем, что для широ­

кого класса задач удается снять ряд ограничения, существушит 

при построении ПЫЛ и УМП, что в конечном счете приводит к более 

точным оценкам приближенного решения исследуемых задач.

Третий параграф этой главы посвящен оценкам точности при­

ближенных решений задачи Коши для линейных систем дифференциаль­

ных урввненй в пространстве функциональных параметров.

Из результатов предыдущего параграфе следует

К К Ч С , •  ***>♦. М П .

где постоянные коэффициенты Dj и g* находятся в зависимости от 

применяемого способа построения мажорируших последовательнос­

тей. Опуская верхние индексы, для п>п,>с получим

_ _________ (Э4)

В этом разделе построена также (£1П4> порождаемая
формулами типа (33)в но о постоянными кооф4мциентвми, и доказана 
лемма А .6 о том, что Vn^O.

ТІ т і  ’  f l

0^(0, „
2 т а. o«ta. 
j=o J J

ГГ' X+u-i * „

. 2 ni-\ * ja\ - j '

ЗІ

^  )b « + » ]e n - e - J +8 n - ( } -

£n~  0 ° ( 0 3 )

j, gir:.c«ic,ii— *c,}. «чв.'



Здесь параметр с определяется типом мажорирупцей последователь­

ности

В силу применяемых приемов построения мажорирующих последо­

вательностей уравнение (34) всегда имеет конечное число слага­

емых, при этом |£>(|«». Таким образом, уравнение (34) можно рас­

сматривать как однородное разностное уравнениэ порядка а.

Как известно, единственность решения уравнения (34) зада­

ется начальными условиями, которые для п,эд можно найти по фор­

муле

* ‘ -Т75- (35)

Решение разностного „ равнения (34) связано с нахождением 

корней характеристического уравнения

ke-D lke- 1-D ^ e- 2- . . . -D B-0 . (36)

В разделах 4.3.1, 4.3.2 и 4.3.3 рассматриваются соответ­

ственно случаи простых, комплексных и кратных корней характерис­

тического уравнения. Полученные здесь результаты оформлены в 

виде локальных теорем об оценках согласно сформулированной ос­

новной задаче. Так, например, случаю комплексных корней характе­

ристического уравнения, которое при этом перепишется в видч

(й^Л+о,) (кг+Ь^г+сг ) . . .  (ft2+br ft+or )=0 , г г * о .  

соответствует ,

Теорема 4.3. Пусть выполняются условия:

Г. Корни характеристического уравнения комплексные;

2. В силу (34) п„>тг{а,с);

3. p,tt< v i s  P,J»wr pt, {=57172; 0tV “o,, pt>0.

Тоеда Оля числа К (К>п,) членов ряба (23), сулла которых 

е<іеепечивает требуемую точность є приближенного решенья забачи
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Коши (гб) на сведению J% с справедлива следующая оценка:

И-п +в+1
п -в  в/г ( P J V 1 КРп1» >
Т* S (ЦІГ. ,|+|1Г I) — E_1----------------- ЯЛ ... -------- в..
t гр-r zp ’♦ * p V < W

Здесь fft- константы, определяемые из начальных данных для раз­

ностного уравнения (35).

Для предварительного анализа числа Н полезна следующая 

Теорема 4.4. Бели выполнятся условия теорелы 4.3, тс для 

числа N (ti>nt ) членов ряда (23), сулла которых обеспечивает яре-  

Оуелую точность в приближенного решения задачи Кош (26) на сег­

менте J =J , илеет место оценка 
xt х

l O H m p . t . ) } -’їгкєа. *| Е — ^ ---- ?р - f t ----
' * * 1 р» '  1+ V * +(fW

*(Pp/P,)et2]',>I+n,-a.

где ]а[ - целая часть числа а.

Опираясь на полученные результаты, в разделе 4.3.4 приво­

дится теорема об оценках в случве произвольных корней хвракте- 

теристического уравнения.

Теорема 4.6. Пусть выполнятся условия:

1 . В соответствии с (34) п,>гааг{э,е);

max t щ

атах=тах{ |а( |. .̂|ТЬ1 >, (t» !  1 :т(,1 *лг,1 :т3).

Тогда для числа N (N>n,) членов, ряд а (23). сулла котори 

обеспечивает требуелую точность Є приближенного решения задачи

Кош (26) на сеглете J s j , справедлива оценка 
x t
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n -а і m» , W„

V  { 15 , <1‘а ‘т*) v e . v  +

“ a (pD'i t+ i)<pDxt )M*+ E U|*r_ , I+ I» 2dD —E-i ---------E- i ~5- +
p", 2p-* i+ b p V ^ p V

V

* »  17,1*j * »  r ‘ ~ ’ i *  _  o l| 7 . t .| °  k - o  \

*  E -r V g  ^ Ів і ї  E u j -— *-1» n
i-, ] * fc-o o*o * <p«, ;

Здесь , a V{ , ІГ( , В*- константы, определяемые из на­

чальных данных для разностного уравнения 05).

Изложенные выше способы построения ценок точности прибли­

женных решений для линейных систем обыкновенных дифференциальных 

уравнений с аналитическими коэффициентами йогут быть перенесены 

на исследование приближенных решений линейных систем дифференци­

альных уравнений иного вида. Раздел 4.3.5 посвящен особенностям 

построения оценок точности приближенных решений задачи Коши для 

линейных систем обыкновенных дифференциальных уравнений с ку- 

оочно-аналитическими коэффициентами (п.4.3.5.1) и для некото­

рых линейных сиотем функционально-дифференциальных уравнений 

(п.4.3.5.2 ).

Пятая глава диссертации носит прикладной характер. На осно­

ве асимптотического метода пространства малого времени (ПМВ), 

являющегося одним из вариантов метода функциональных параметров, 

иследуются приближенные решения задачи Коши для линейных систем 

обыкновенных дифференциальных уравнений с аналитическими кбэф 

фициентами.

В первом параграфе главы оператор П, осуществляющий отобра­

жение временного полусегмента Jc[o,«) в полусегмент J e[o,D,
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( 35

вводит малое время соотношением х=1 -exp{-qt ) ,  q>о- oonst, 

Отмечается обоснованность такого функционального параметра для 

решения задач, описывавших асимптотически устойчивые процессы. '

Построению решения исходной задачи в виде-ряда по степеням 

малого времени уделено внимание в 55.2. Здесь рассматривются 

линейные системы обыкновенных дифференциальных уравнений с пос­

тоянными (раздел 5.2.1) и переменными (раздел 5.2.2) коэффициен­

тами. Приводятся конкретные рекуррентные формулы для данного 

функционального параметра. Поскольку постановка исходной задачи 

в ПМВ предполагает отображение заданных функций времени в ПМВ, в 

разделе 5.2.3 рассматриваются некоторые подходы к решению этого 

вопроса и приведены примеры.

В 55.3, основываясь на результатах главы 4, строятся оценки 

точности приближенных решений эадачи Коши для линейных систем 

обыкновенных дифференциальных уравнений в пространстве малого 

времени. Раздел 5.3.1 посвящен оценкам точности приближенных 

решений задачи Коши с постоянными коэффициентами. Используются 

два подхо/n: прямой и спектральный. Последний связан со спектром 

постоянной мат; лцы. Основные результаты об оценках сформулирова­

ны здесь в виде теорем 5.1-5.4. В разделе 5,3.2. для метода ПМВ 

вводятся мажорирующие последовательности, соответствуйте рас­

смотрена «  в 54.2 (в пункте 5.3.2.1- прямые и укороченные мажо­

рирующие последовательности, а в пункте 5С3.2.2- мажорирующие 

последовательности на основе производящих- функций).При построе­

нии мажорирующих последовательностей на основе производящих 

функций показано, что в некоторых случаях существенные затрудне­

ния возникают в силу неоднородной задачи Коши для производящей 

функции. В ряде случаев эти трудности удается преодолеть путем 

приведения неоднородной задачи Коши для производящей функции к



однородной форме. Этому вопросу уделяется внимание в пункте 

5.3.2.3. Последний раздел б.3.3 параграфа посвящен построен:ю 

оценок точности приближенных решений задачи Коши для некоторых 

нестационарных линейных систем обыкновенных дифференциальных 

уравнений в пространстве малого времени. Здесь на конкретных 

йримерях иллюстрируется техника применения предложенного метода 

оценок точности приближенных решений.

Вывода

1. Обосновано применение метода функциональных параметров 

для исследования линейных систем дифференциальных уравнений с 

аналитическими или кусочно-аналитическими правыми частями,а так­

же для некоторых линейных сиотем функционально-дифференциальных 

уравнений.

2. Доказана теорема разрешимости задачи Коши для линейных 

систем обыкновенных дифференциальных уравнений с аналитическими 

правыми частями в пространстве функциональных параметров в виде 

ряда по степеням функционального параметра.

3. Введен класс псевдодифференцируемых функций, что позво­

лило исследовать решения задачи Коши для линейных систем диффе­

ренциальных уравнений с кусочно-аналитическими правыми частями. 

Доквзана теорема о существовании единственного решения указанной 

задачи в пространстве функциональных параметров в виде псевлор- 

яда по степеням функционального параметра.

4. Получена условия однозначной разрешимости ь классе ана­

литических функций задачи Коши для линейнух систем функциональ­

но- дифференциальных уравнений эаттаздыЕзтеего типа с линейной 

структурой функционального аргумента. Результати с̂рмулировэни 

в виде теорем существования и единственности.
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5. Установлены условия существования аналитических решений 

вйдачи Коши для линейных систем функционально -дифференциальных 

уравнений нейтрального типа с лине иной структурой функционально­

го аргумента. Приведены теоремы существования как пучка аналити­

ческих решений, так и единственного аналитического решения дан­

ной задачи.

6. Для линейных.систем функционально-дифференциальных урав­

нений запаздывающего типа с аналитической структурой запаздыва­

ния при отсутствии начального смещения функционального аргумента 

изучена задача Коши. В виде теорем существования приводятся ус­

ловия разрешимости этой задачи в классе аналитических фуь дий.

7. Исследована задача Коши для линейных систем функциональ­

но- дифференциальных уравнений нейтрального типа с указанной в 

п.6 структурой функционального аргумента. В регулярном случае 

получена теорема существования единственного аналитического ре­

шения этой задачи. В сингулярном случае доказаны теоремы сущест­

вования пучка аналитических решений и теоремы о внделеіши иа 

пучка единственного аналитического решения.

8. Найдены условия существования аналитических решений за­

дачи Коши для линейных систем функционально -дифференциальных 

уравнений запаздывающего типа в окрестности регулярной особой 

точки с указанной в п.6 структурой запаздывания.

9. Рассмотрена задаче Г ши для линейных систем функциональ­

но -дифференциальных уравнений нейтрального типа в окрестности 

регулярной особой точки с линейной структурой запаздывания. Изу 

чеин однородная и неоднородная задача. Доказана твором» сущзст 

воеаийя аналитических ре пічний различной структуры (тривиальных, 

далантияльннг или в виде ряда).

Ю. Решена Зс1ДЯ4Р| об" оценка#- точности приближенны к решений
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задачи Коши для линейных систем обыкновенных дифференциальных 

уравнений с аналитическими правыми частями в пространстве функ­

циональных параметров. Основные результаты, сформулированные в 

виде теорем, представлены формулами, допускающими реализацию не 

ЭВМ. Рассмотрены вопросы применения разработанного метода оценок 

для исследования приближенных решений линейных систем с кусочно­

аналитическими правыми частями, а также для некоторых линейных 

'’ЯПтем функционально-дифференциальных уравнений.
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