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Диссертация «Многолистные функции и разделенные разности» 
в основном посвящ ена исследованию  различны х классов 
аналитических многолистных в области D функций F(z), выделяемых

Одно из многих представлений n-fi разделенной разности имеет
вид

где Г - простой замкнутый контур, лежащий в области D и 
охватывающий все точки z0,...,zn е D .

Если п = 0, то имеем дело с интегралом Коши. Если z0 =...= zn , 
то получим выражение для л-й производной функции . Это означает, 
что л-я разделенная разность в некотором смысле является 
обобщенным аналогом интеграла Коши, а также л-й производной.

Имеется много разделов в современной математике, в которых 
использование разделенных разностей является необходимым и 
полезным делом. Достаточно упомянуть теорию интерполирования 
и аппроксимации функций, имеющую важное значение как внутри 
самой математики, так и в ее приложениях. Можно сослаться на 
многих ученых, использовавших разделенные разности для решения 
ц елого  ряда п роблем , возникаю щ их в различны х областях 
м атем ати ки , н ап ри м ер , в тео р и и  функций ком плексного  
п ерем енного . О тметим, в частности, известные монографии 
А.О.Гельфонда, В.А.Гончарова, И.И.Ибрагимова, П.М.Тамразова, 
Д.Л.Уолша.

Однако несмотря на большое количество работ, в которых 
требовалось присутствие разделенных разностей, она сама почти не 
выступала в роли самостоятельного объекта исследования. К области 
А  точкам z0,...,z„ e D  и F(z) функции предъявлялись, как правило,

с помощью разного рода условий, налагаемых на л-ю разделенную 
разность

■ ы \  1 I f  F W d S

F{*h °.....г" ] - ^
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лишь т е  требования, которые о б е с п е ч и в а л и  с у щ е с т в о в а н и е  самой 
разделенной разности и давали возможность в о с п о л ь з о в а т ь с я  одним 
из многих ее представлений.

Предположим, что функция F(z) аналитична в области D и 
уравнение а + F(z) = 0 имеет в D не более одного корня при любом 
комплексном а. Такая функция обладает тем свойством, что 
F(z0) *  F{zx) при любых различны х z0 ,z, e D  и назы вается 

однолистной в области D. Назовем аналитическую в области D 
функция F(z) л-листной в D , если уравнение a + F(z) = 0 имеет при 
некотором а ровно л попарно различных корней в D  , а при 
остальных значениях а оно имеет в D не более л корней.

Пусть теперь аналитическая в области D функция F(z) такова, 
что уравнение Ря_і (z) + F(z) = О имеет в D не более л корней для 
лю бого м ногочлена / >l)_1(z) = a (I_1z"_1+...+a0. Ч то  тогд а можно 
сказать о функции F(z)? Оказывается, для того чтобы это уравнение 
имело в D не более л корней для любого многочлена степени не 
выше л - 1  необходимо и достаточно, чтобы 2 n JtO
П р и  A h o / оЫХ п о п а р н о  Р А З Л И Ч Н Ы Х  Zo j . . . , 2/1 е  25.

Т аким  образом , одним из качествен но  новых условий, 
налагаемы х на л-ю разделенную  разность, является условие 
[f(z);zo,...,z„]*0 при любых попарно различных z0,...,z„ e D  .

Класс аналитических в области D функций F(z), для которых 
[f(z);z0,...,z„]*0 при любых попарно различных z0,...,z„ e D , обозна­
чим через Kn(D). При л =1 имеем класс /^(D), совпадающий с клас­
сом всех однолистных в области D функций. Класс Kn(D), n > 1 явля­
ется собственным подклассом всего класса л - листных в D  функций.

Хорошо известна важная роль однолистных функций как аппа­
рата для реализации конформных отображений. В значительной сте­
пени это обьясняется знаменитой теоремой Римана о возможности 
взаимно однозначного отображения одной односвязной области, име­
ющей более одной граничной точки, на другую. И меется достаточно 
большое количество монографий, в каждой из которых, как правило, 
указывается метод и направление в исследовании свойств однолист­
ных функций. Отметим монографии И.А.Александрова, Г.М. Голу- 
зина, Д.Дженкинса, Н.А.Лебедева, И.М.Милина.

По многолистным функциям литература несколько беднее. 
Упомянем монографию В.К. Хеймана «Многолистные функции».

Общеизвестно основополагающее значение систем Чебышева в
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различных вопросах интерполяции и аппроксимации. Справедливо 
следующее указанное мною утверждение, связывающее л-ю разде­
ленную разность с одной из систем Чебышева: Для того чтобы 
F{z)eK„{D), л£1 необходим о и д остаточн о , чтобы функции 
1, z , ..., f " \  F(z) образовывали систему Чебышева в области D.

Мною создан новый подход к исследованию свойств многолист­
ных /в частности, однолистных/ функций благодаря естественному 
переходу от разделенной разности первого порядка к разделенным 
разностям более высоких порядков, налагая на них разного рода 
условия.

Эффективно применен аппарат разделенных разностей для р е­
шения многих классических задач геометрической теории аналити­
ческих функци а также для решения новых проблем, неизбежно воз­
никающих на стыке различных ветвей математики: исчисления раз­
деленных разностей, теории однолистных и многолистных функций, 
теории чебышевских систем.

По результатам, полученным в диссертации, опубликовано не­
сколько десятков научных статей и сделан ряд докладов на конфе­
ренциях различного уровня.

Диссертация «Многолистные функции и разделенные разности» 
состоит из предисловия, введения, оглавления, пяти глав, каждая из 
которых содержит определенное количество параграфов. В конце 
диссертации помещен список литературы.

Дадим краткий обзор полученных в диссертации результатов.
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Глива І. РАЗДЕЛЕННЫ Е РАЗНОСТИ

Глава I содержит семь параграфов и начинается с определе­
ния, основных свойств и различных представлений л-й разделенной 
разности. Этот материал изложен в первых трех параграфах. Он 
является классическим и с ним можно познакомиться также в из­
вестных монографиях Гельфонда А.О. и Гончарова В.А.

Д алее, даются оценки модуля л-й разделенной разности и оцен­
ки ее действительной и мнимой частей в зависимости от условий, 
налагаемых на функцию F(z) и расположение точек z0,...,z„ e D . 
Справедливо следующее утверждение, которое назовем теоремой 
переноса. Пусть F(z) аналитическая в единичном круге Е  функция 
и А/(х) - непрерывная на промежутке [0,1) функция, имеющая на 
этом промежутке непрерывную л-ю производную К^п\х).  Если при 
любом |z |= x< l выполняется неравенство

|f w (z)|<;a/ w (x) ,

то при любых Zo,.„,zB е Е  выполняется неравенство

Jf (z);z0,...,^ „ |^ [a/ ( х);г0>. , (1)

где (гщ|=/'Я1, /л=0,...,л . П у с т ь р ^ ^ #  const . Знак равенства в (1) при 
некоторых Zq,...,zk е Е  имеет место тогда и только тогда, когда суще­
ствуют такие постоянные вещественные а  и /7 , что точки z0,...,z„ 
лежат на радиусе круга Е, наклоненном под углом а  к веществен­
ной оси, т.е. zm =гя̂ а , т=0,...,п и выполняется равенство

F*H)(xeia) = M (n)(x)eifl

при любом х, взятом из наименьшего отрезка, содержащего точки
г0,...,гп ■

Дадим одно приложение теоремы переноса. Возьмем любую 
однолистную в Е  функцию /(z ) ,  / ( 0 )  = 0, / ' ( о ) —1. Тогда

[ / ( * Ь о  *»]*[■- i +  £ ( i - 0 I n C i - O " 1. n = 0 ,U ,~ . .
V. m=0 Jik̂ O

Знак равенства имеет место тогда и только тогда, когда все точки 
z0,...,z„ , расположены на радиусе круга Е, наклоненном под углом
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а  к вещественной оси, а функция Дг) имеет вид f { z ) - z \  1-е  iaz) 
Решается уравнение в разделенных разностях

a0f ( z )+  Z a m[F (zh>Cf■■•>£„] = «(*)
т= 1

относительно функции F(z), где а0,...,ап - фиксированные комплек­
сные коэффициенты, - комплексные параметры, и(z) - за­
данная аналитическая в области D функция. Это уравнение названо 
линеиным разделенно-разностным уравнением л-го порядка с по­
стоянными коэффициентами. Доказано, что общее решение такого 
уравнения имеет вид

 ̂ P{z)+(z- ^  )...(z -  £„)u(z)
"~1 v’

+ Л г -С п )
к=О

где P(z)- произвольный многочлен степени не выше л-1 .
В параграфе 7 рассматривается система аналитических и ли­

нейно независимых в области D функций u0(z),...,i/„(z) . Связь между 
этой системой и разделенными разностями обнаруживается благо­
даря введенному определителю

[ mo( z ) , z0 ]  . . .  [и я ( г Ь 0 ]

[и0(гУ,г0,г,] ... [i/n(z>,z0,z,]
...................... (2)

]uo(z>,z0,...,z„] ... [u„(z>,z0,...,z ,|

который назван разделенно-разностным определителем. В случае 
совпадения всех точек z0,...,z„ между собой, получается определи­
тель Вронского, снабженный множителем (l!2L./i!) 1 . Справедлива 
теорем а, утверждающая, что для того чтобы система функций 
ttQ(z),...,«„(z) была в D чебышевской необходимо и достаточно, чтобы
определитель (2) был отличен от нуля при любых попарно разичных
z0,...,z„ b D . Отметим, что, если определитель (2) не равен нулю при 
любых попарно различных z0,...yz „ e D , то он не равен нулю при 
любых zg,...,z„ e D .

Определитель (2) имеет особенно простую конструкцию, если мы 
имеем дело С системой функций U o ^ s l ,  M|(z) = Z,...,Mn_|(z) = z"-1, 
un(z) =  F ( z ) . В э т о м  случае он представляет собой л-ю разделен­

ную разность [F(z);z0,...,zn] функции F(z).
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Глава П. КЛАСС K B(D).

Эта глава содержит 8 параграфов. В ней изучается класс Kn(D) 
ан али ти чески х  в области  D  функций F(z),  для которых 
[/r(z);z0,...,z „ ]* 0  при любых попарно различных z0,...,zn e D .  Оче­

видно, АГ,(£)) представляет собой класс аналитических в области D 
функций F(z), для которых

[ f ( z ) ; z 0 ,Z i ] =  F̂   ̂ *  О, zo^zi.zo .zj є £ >z0 -z ,

и поэтому он полностью совпадает с классом всех аналитических и 
однолистных в области D  функций. ’ ' '

Основываясь на результатах из параграфа 7 главы I ,1 можно 
получить многие свойства функций, принадлежащих классу Kn(D), 

п £ 1. В самом деле, как было отмечено раньше, функция F(z) при­
надлежит классу Kn(D), nZ. 1 тогда и только тогда, когда функции
l,z,...,zn~l,F{z) образуют систему Чебышева в D.

Естественно, что многие утверждения, полученные в классе 
АГ[(£)), т.е. в классе однолистных в D  функций, распространяются и 
на классы Kn(D), п > 1. Например, если последовательность функций 
Fm(z), т=  1,2,... из класса АГЯ(Г>), п ^  1 равномерно сходится внутри 
области D к некоторой функции F(z), то она принадлежит классу 
Kn(D) или является многочленом P(z) степени не выше /1- І Й  
P { z ) t K „ { D ) .

Другим примером может служит признак принадлежности фун­
кции F(z) классу Kn{D), п £  1 , основанный на поведении этой фун­
кции в граничных точках области D. Пусть Г - замкнутая гладкая 
кривая, ограничивающая внутри себя область D  и функция F(z) ана- 
литична во всех точках замкнутой области D  . Если [/r(z);zo,...,znj*0  
при любых z0,...,z„ є  Г , то F(z)  g K„{D) .

Доказан ряд теорем  о взаимозависимости классов K n(D), 
п = 0,1,2,... с различными номерами. Такие теоремы названы теоре­
мами понижения. Одна из них гласит, что если Pn(z)<p(z) eK„(D ) , 
где Pn(z) - многочлен степени п И  и <p(z) - аналитическая в обла­
сти D функция и если P„(z) = Pm{z)Q„_m(z) ,где  PJz) ,  Q ^ J z )  - мно­
гочлены соответственно степеней т, п - т, то функция
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Pm^ ) [ Q ^ m{z)<p{z},zXx.......Cn-m ] є А : я (Г>)

для любых параметров ,...,£„_я  є  D .
Из этой теоремы легко получается следующее утверждение: 

Если Pn(z)<p(z) є  K„(D) , п S I  и все корни многочлена Pn(z) лежат 
в области D, то для любого многочлена Pm(z), являющегося делите­
лем многочлена Pn(z), справедливо соотношение Pm(z)«p(z) e K m(D) .

Отсюда следует признак однолистности. Если fiz) - аналити­
ческая в области D функция и Pn̂ ( z ) f ( z )  є  Kn(D) , n ^ l  , то 
f { z ) e K , { D ) .

Заметим, что признак принадлежности классу Kn(D), п>  2 
часто влечет за собой признак однолистности. Таким образом было 
найдено целое семейство многочленов, однолистных в угловой об­
ласти D(2x/k),  к S 1 , т.е. в области, ограниченной сторонами угла 
с вершиной в начале координат и раствора, равного 2л/к . Именно, 
многочлен

3 ( * ) =  (3)
іи=0

является однолистной функцией в угловой области D(lfc/k)  при 
любых фиксированных z0,...,zn є  й ( 2 я / к )  . Раствор угла увеличить 
нельзя, так как в противном случае можно указать многочлен вида 
(3), который не будет однолистной функцией в расширенной обла­
сти.

Показано также, что

\ e K n{D{2 Klk) \  „ ,*  = 1,2,3,... 
z

Последнее утверждение дает полную информацию о распределе­
нии корней неполного многочлена вида

P(z)  = a0 + alz+...+an_lz n~l + z n+k, к >  1. (4)
Именно, любой многочлен вида (4) имеет не более п корней в 

угловой области D{ltcj{k  + l)) . Раствор угла увеличить нельзя.
С увеличением номера п класса Kn(D) появляется возможность 

выявить некоторые предельные свойства функций, взятых из классов 
с различными номерами. Имеет место следующая предельная те ­
орема.

Пусть fiz) - аналитическая в области D функция, Pn(z)- многоч­
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лен степени п с корнями, лежащими в D. Пусть также

К ^ ) =  P n - M f { z ) & K „ { D \  п = 1,2,3,... (5 )

и множество корней всех многочленов P,(z), п = 1,2,... не имеет 
п редельн ы х  точек на границе области D. Тогда 
f ( z )  = {az+b)j[,(cz + d )

Заметим, что если отбросить требование отсутствия на границе 
области D предельных точек множества корней многочленов Pn(z), 
п = 1,2,... то сформулированное выше утверждение становится, вооб­
ще говоря, неверным. По этому поводу приводится следующий при­
мер. Пусть Е  - круг |z| < 1 и

,   ̂ (  п(а - 1 )-2  Y  t  ̂ z ( l - a  z)

■ / ( z ) ~ ( 7 ^ p 0 > 1

Тогда можно показать, что условие (5) выполняется, однако функция 
J{z) не является дробно-линейной.

В заключение обзора главы II отметим следующий факт: Если 
F{ z)eK„(D)  , то [ f ( z ) ; z 0 , . . . , z „ ]  * 0 при любых z0,...,z„ e D  . В 

частности, если F{z)eK„{D)  , то ,P " '( z )* 0  в D. Обратно, если 
л> 1  и F"n\ z ) * О в D, то функция F(z) принадлежит классу Кп ло­

кально в D , т.е. для любой точки f  e D  найдется такая ее окрест­
ность 0(C ) ,  что F (z)eK ,(o (C ))
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Глава ПІ. КЛАССЫ ФУНКЦИЙ С ОТЛИЧНОЙ ОТ НУЛЯ 
п-й РАЗДЕЛЕННОЙ РАЗНОСТЬЮ В ЕДИНИЧНОМ

КРУГЕ.

В этой главе рассматриваются свойства функций из определя­
емых ниже классов КЯ(Е), Kn(E) ,Knj E ) , K rn{E), Rnj E ) X { E ) .

Кп(Е) - класс аналитических в единичном круге Е  функций, для 
которых [f (z );zo ,...,z„]*0 при любых попарно различных z0,...,zn є Е  .

Аналитическая в £ функция F(z) называется п - нормированной 
в Е, если ее разложение в ряд Маклорена имеет вид

торых все коэффициенты разложения являются вещественными чис­
лами.

где г є Е  и f j - произвольно фиксированные параметры из Е.

F(z)=z"+ iak/,z^-\
k=2

Кп(е ) - подкласс класса Кп(Е), состоящий из п- нормированных 
в Е функций.

К І Е )  - подкласс класса К„(е ) , состоящий из функций, у ко-

К р(е ) - класс п- нормированных в Е функций F(z)y для кото­
рых одновремено выполняются условия

F(z)eK n(E) и zp~"F{z)ekp(E), р>п  .

Введем символ

і  г ч \  г  г  \ И  * h £ u ~ £ k ]  
г - ы ' ....

К М )  - класс п- нормированных в Е  функций 'F (z), для каж­
дой из которых существует своя функция F(z)eKp(E) и свои точки 
С\’->Ср-пе Е  такие, что имеет место представление

'P(z)= z"{z_"F(z);zXi,-,Cp-n\ ■

Z ( E \  n >1 , n - нечетное, - класс n - нормированных в E функ­
ций с вещественными коэффициентами, для которых

F i z l z ^ z ^ z ^ z ^  *0
2 2
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при любых zl ,...,zni_l є Е  .
2

К М )  - класс, являющийся замыканием класса R^p(E) отно­
сительно равномерной сходимости внутри Е.

Справедливы включения

Kr„(E)czKn( E l  Д ^ ( £ ) с а д ,  Knp(E )C R^p(E),

Класс Кх{е ) совпадает с классом S  всех однолистных нормиро­
ванных в Е функций. Классы К[(е ), K j i E ) ,  RtP{E) являются соб­
ственными подклассами класса К^(е ) .

Классы Кл(Е ) ,К гп{Е)  при л ^ і  й Классы К^р(е),  R^p(e )  , при 
л £ 0  являются компактными в.себе относительна равномерной схо­

димости внутри Е.
Введены и изучены свойства функций, называемых основными 

функциями, которые играют важную роль при решении различных 
экстремальных задач, причем многие из этих функций являются экс­
тремальными. Пусть t - комплексеое число, а и Ь - комплексные 
числа такие, что 0^ |л |^1 , 0 ^ |б |^ 1 . Основная функция обозначается 
через Ф^1а̂ ,(г) . Она считается л - нормированной в Е  и удовлетво­
ряющей однородному линейному дифференциальному уравнению

(1 -  az i\-  bz)z(n¥],\z )  -  (п + lXr - 5bz)z[n){z)=О
(л + 1)-го порядка. Если а = - ї , Ь  = \ ,  то для краткости полагаем 
Фщ,-и(2) £ Фц((2) • Отметим некоторые из основных функций.

Ф°-о(г)=7ЇГ? ’ ф1.о(г)=у1пуг7 .

В частности,

Фоз(г )= (1+гХ і-г )"2, <&u (z) = z(l-z)~ 2 .

Полностью решен вопрос о необходимых и достаточных усло­
виях принадлежности рациональных аналитических в Е  функций ви­
да /^z) = z"(l + azXl-Ciz)“1( l - c 2z)“1 классам К„(е ), R^p(E) . Зам е­
тим, что основные функции
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Фп,±(Л+3)(П+1)(г ) = г'’( 1± | ^ г )(1 + ^)_2

принадлежат классу К'„(е ) при любом п>  0 и классу Т*{Е) при 
любом нечетном п. Отметим, что только три функции z" и 

z”( l± z )  ' среди всех функции с целыми коэффициентами принад­
лежат классу К„{е ), п>2  .

Для класса Кп(е ), п > 1 справедлива теорема понижения. Если 
F(z)  є Кп(е ), п> 1 , то z mF { z ) e K n_m( E ) , где 0 < т £ п  .

В главе III оцениваются модули

argFW(z), F (ir)(*)|, |[F(z);z0,...,z t ]|, к = 0, 1,...,и

Доказано, например, что для любой фукнции F[Z) Є Н п (В)

ФІл)#(г)2  1 * % )  < Ф Й (г ) , |z| = г < 1,

где

6 =

и неравенство

|F (z ) |^ O n<5(r), |z| = r < l .

Как уже было отмечено, класс Кх {Е)  при любом натуральном 
р > I является компактным в себе и состоит из однолистных в Е  фун­
кций / ( z ) , / ( 0), / '(о )= 1  . Справедливо включение Кх p{E)z>КхtP+\(E) . 
Из предельной теоремы сразу следует, что пересечение классов 
KlP( E ) , p  = 2,3,.. . состоит только из функций вида / ( z )  = z(l-oz) 1 , 

где |я|^1 .
Класс Rlp(E) ,p>2  , также как и класс k Xp{ E ) ,p ^ 2  состоит из 

однолистных нормированных в Е функций. Справедливы включения 
Кх p(e ) czRx р( Е ) с  Кх{Е) при любом р > 1. Заметим, что функция Ке- 

бе Ф12(2) принадлежит всем классам Rx_р(е ) , р = 2,3,... в то время, 
как 6 x 2( z ) t k x р{е ), р  = 2,3,... .

Пусть 6, = 1, 62,63,... - последовательность вещественных чисел и

K { r r ) = i b k+m_xrk ]~ ^ - ,  г є [ 0,1), у є [ -л \л г ] . 
k=1 MI1'
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Имеет место следующая теорема сдвига. Пусть 

В ' ( г , у )> 0, г  є[0,1), у  є[-7Г,тг]

\ К ( г > г ) \
г  = sup L-—— "<>2 

r4o.fi %{r ,r )
ГЦгк-к\

Тогда

i . i  т - 1Л < ------ ®— ~<т, т>21 т| т„+т-2

На основании этого утверждения получены оценки коэффици­
ентов функций из различных классов. Приведем некоторые из этих 
оценок.

Для коэффициентов функций.

F(z) = z " + l a,.„z"+t-1 (6)
/ * = 2

из класса № )  , где п > \  и нечетное, справедливы неравенства

К .„ И —и У Г  1- к = 2,3,4,.. (7)

Знак равенства реализуется основными функциями

* = 2
принадлежащими классу Т ' ( Е )  .

Для коэффициентов функций вида (6) из класса К ' ( е ) , где 
л>1 и нечетное, справедливы оценки (7). Знак равенства реализу­

ется основными функциями (8), принадлежащим классу К ' (Е )  .
Для коэффициентов функций вида (6) из класса К ' (Е )  , где п >2 

и четное, справедливы оценки

где

I | j 2 * + » - 4 ) p w  - и  + 2 

| « и » | =  max
F(z)€^2(e )V̂  + */•

14



Если предположить, что

К 2| = ^ ,  *=2,3,4,... ,

то из (9) следует (7) при четных п > 2 со знаком равенства для 
основных функций (8), принадлежащих классу К*(е ) .

Представляет интерес класс Rq\(e ) , составленный из функций

<P(^) = {f{z)-,z,C} = \+ X A ( £ V 4  ,
к=2

где С, е Е  и f ( z ) e k ](E) . Здесь отметим результат, относящийся к 
коэффициентам функций из класса . При любом f  еЕ  спра­
ведливы неравенства

Ы < г ) - ^ +.(<г ) И ( і+ К і) 2, *= 1 ,2 ,з.....

Знак равенства при С =Со= Рое'Г° > где 0 < Л )< 1 и 0&уо <2/г , для 
каждого к > \  реализуется только функцией

^ . ( z)= ( i - C o 4 i+ *~'re* ) 2 є ^о,і(£ )
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Глава IV. КЛАССЫ  L„{e ) И Сп{е ) .

Эта глава содержит 8 параграфов. Через Ln(E) , п>0  обозна­
чается класс аналитических в Ё  функций вида (6), для которых вы­
полняется условие *

~ { п + к - 1)!) b l
*?2 п \ ( к - 1)! М  1 -

При п = 1 имеем класс L^(e) о д н о л и с т н ы х  нормированных в Е  фун­
кций.

Через Сп( Е ) , п>О обозначается класс аналитических в Е фун­
кций вида (6), для которых R e F ^ (z )> 0  в Е. При л = 1 имеем класс 
Сп(е )  однолистных нормированных в Е  функций. Классы L^{e) и 
с ,(£ )  достаточно подробно изучены в теории однолистных фун­
кций. Имеют место включения Еп(е )с :С п( е )  и  Сп{ е ) с К п(е )  . 
Классы L„(e) и С„(е) , л>1 являются компактными в себе относи­
тельно равномерной сходимости внутри E. Для классов L„{e) , 
С „ ( Е ) , п ї  1 справедливы теоремы понижения: Если z"<p(z) e L n(E ) , 

то z <p(z) еКт(Е)  при 0<т <п . Если z"<p(z) єСп( е )  , то zm<p(z) єСя{е)  
при 0 йт < п  .

Устанавливаются признаки принадлежности функций классам 
4 ( £ ) , С„(Е) , оцениваются модули

argF(':)(z)|, \F{z},z0,...,zk\, k=0,l, . . . ,n .

Решаются экстремальные задачи, вычисляются радиусы окруж­
ностей, отображаемых функциями классов L„(e ) , С„(е ) на выпук­
лые и звездообразные кривые. Кроме того, решены многие задачи, 
аналогичные задачам, которые ставились в предыдущих главах для 
введенных там классов.
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Глава V. КЛАССЫ ФУНКЦИЙ С Л О К А Л ЬН О  ОТЛИЧНОЙ
ОТ НУЛЯ п-й РАЗДЕЛЕННОЙ РА ЗН О СТЬЮ  В ЕДИ­

НИЧНОМ К РУ ГЕ.

Эта глава содержит 16 параграфов. В ней изучаются классы 
функций с локально отличной от нуля л-й разделенной разностью. 
Разделенную разность [f (z );z0 , . . . , z„J назовем локально отличной от 
нуля в Е, если для любой точки С е Е  найдется ее окрестность 0(£) 
так ая , что [f ( z) ; z0 , . . . , z„ ] * 0  при любых п опарно различных 
z0,...,z„ є 0 (£ ) .

Ч ерез А (Е)-обозначим класс аналитисеасих-в Е  функция F(z), 
для которых [f (z) ;z0, . . . ,z„ ] * 0  локально в Е. . . .  ; . ..

Для того чтобы функция F(z) є Ап(е )  необходимо и достаточ­
но, чтобы F '^ (z )*  0 в Е. Каждая функция из класса А п(Е) является 
локально не более п - листной в Е.

Через А„(е ) обозначим подкласс классаЛ п(Е), состоящий из л
- нормированных в Е функций.

Ч ер ез Л обозначается множество всех дробно-линейных 
функций

І0  Р
a  = (o(z) = y  Z- J - , £ є Е ,  6>е(-оо,оо)

1+£е z

Вводится оператор Q®[f (z)] следующим образом:

F \z\a)^X  

Пп ̂ " ( l + V ^ z J - f r ^ - ^ )  ''п\

Он называется омега-оператором л-го порядка. При л = 1 получаем 
омега-оператор

первого порядка, часто встречающийся в 
ций.

А Н  України
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Предположим, что a) = co(z)eЛ и £к -<v(zk), к =0, ,.,п . Тогда

п ( і+ ^ 'Ч К И 4 го-: ^л] •
*=о

Омега-оператор л-го порядка определен на классе А п(Е) и пе­
реводит функцию из Ал(е ) снова в функцию из А„(Ё) . 

Зафиксировав функцию «,

F(2) = z " + i atnz'-+t-1 єД Д е) 
к=2

и омега-преобразованйе co=co{z)-[e'ez + ̂ )  l { \  + ̂ e'ez) єЛ  , получим 
функцию /r(z ;^ ) = n ® [F (z )]6 4 (£ )  , разложение которой в ряд име­
ет вид

F M  = zn + Y.akn{co)2n+k-X ,
к=2

где jfc-й коэффициент выражается по формуле

*■" ^ о /и К А г-І-т )! ' ^ Г ) (w + / t - l - m ) ! F (',,(^) '

В частности,

Через ЗЙ„(Я) обозначим класс функций из Д Д і?), обладающий 
следующим свойством: если F{z) єШп( Е ) , то 0 ? [ / ф  € » , , ( £ )  при 
любом сое А . Такой класс назовем линейно-инвариантным классом 
л-го порядка. Высотой Класса 9Й„(.Е) назовем число

* = sup гтїїгК"+1)(0)і
Класс ІПп(е ) с высотой 5  обозначим через 9ЙЧ( £ ; £ ) . Установле­
но, что 1<<£^оо . Приведем примеры линейно-инвариантных клас­
сов.

Кл асс Я ,(£ ) является линейно-инвариантным классом с S  = оо . 
Класс К„(е ) является линейно-инвариантным классом.
Пусть F(z) - фиксированная функция из Ап(е ) . Множество фун-
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кций fl?[F(z)] , где со пробегает все омега-преобразования из Л 
обозначим через n „ (F ;F )  или через П„(Я) , если ясно какая фун­
кция образует это множество. Такое множество назовем простым 
классом. Простой класс является линейно-инвариантным классом.

Через Un(E,S)  обозначим класс, являющийся объединением 
всех линейно-инвариантных классов порядка п, высоты которых не 
превосходят числа S  . Этот класс является линейно-инвариантным 
классом.

Введем на классе А„(е ) функционал SF по формуле

. 5р = sup |д2-lt[F (r)J  (
геЯ

где

и обозначим

Vn[F(z)] = ln (і-н 2Г п\
Справедливо следующее утверждение, называемое теоремой 

сравнения. Для любой функции F(z) є  А„(е)  имеет место неравен­
ство

| v . [ F ( z ) | ^ V „ [ ® „ ^ ( P j ] ,  |г| = г < 1

Знак равенства при z -  г0е 'Го , где 0 < r0 < 1 , 0 ^  у0 < 2 к  реализу­
ется только функциями вида

е‘"п Ф„.,{e~ir°z), Jmt = 0, |/ |^1  , (10)

Приведем несколько результатов, вытекающих из теоремы срав­
нения.

1. Если F { z ) e A n{E)  , ТО

Знак равенства при z = r0e 'y° реализуется только функциями ви­
да (10).
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2. Если F {z)& A n{E)  , ТО

[ f ( z ) ]  ^  Ф и Л  ( г ) , |z |  =  r < l

Знак равенства при z  = r^e'ra * 0  реализуется только функци­
ями вида (10), где ґ ^ І  .

3. Если F ( z ) e A n(E ) У ТО

[F (2);z0>...,z ,]<  [<*>„'S,(r),ro,

при лю бых z0,...,zn e E  , где |zm| = rm< l ,  т = 0,...,п . Пусть 
Fin){z)4 const и не все z0,...,zn совпадают между собой. Тогда знак 
равенства имеет место только в том случае, когда точки zQ,...^n 
расположены на радиусе круга Е, наклоненном под углом у  к 
вещественной оси, т.е. zm - r m(fr , т = 0,...,п и функция F(z) имеет 
вид

F(z) = einrO nt[e-i7z), І Ї І

4. Если F(z) є Л п( е )  , ТО

arg / ^ М І  <; In ̂
I 2 1 — г

Имеет место разложение

Z = r <  1

* = i

где

( л  +  і ) ( л  +  2)б2 »  _ ^ 2\ С ) n + l t  ^ ( 0 ^

-e>e(i-\C\2f  ^ я)(<г) я+ч

Выражение

назовем оператором Шварца л-го порядка. Обозначим

\2
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Имеет место неравенство

Sp й1  + (n +  2)ff^

для любой функции F(z)  є  Ап( е )  . Знак равенства реализуется фун­
кцией вида Ф „,(г), Jm / = 0, |/|'г1  .

Приведем три признака принадлежности функций к клас­
су U„{E-,S).

1. Если 8Р <>5, то F(z) e U H( E , S ) .

2. Если Є'р й то F { z ) e U H(E;S)  .
п +  2

3. Если

п і„И Ф
ш

, z  е Е т о  F{z )eO„(E;S)  . '

Приводится следующая оценка для модуля аргумента п-й про­
изводной любой функции F(z) из класса U„(E,S) :

a rg F ^ (z )!^  - l l n ^ j^ j  +(n + l)arcsin|z|, z е Е2 l—И
В случае S  = 1 получается точная оценка

a r g F ^ ( z ) |£ (n + l)arcsin[z|, z e E .

Знак равенства реализуется функцией /7(z) = ei"r <I>„1(e~irz), 
принадлежащей классу t/„ (E ;l) .

Найдены области значений некоторых функционалов. Доказа­
но, например, что при фиксированном z0 є  Е  все значения функци­
онала

Н г ) е 0 М ! )
лежат в замкнутом круге

ы _W —
1-W2

S\Zf

1-hl2
и полностью заполняют его, а все значения функционала

21



- * +(н * % £ и < Ь '  f(’u o j e -s)
полностью заполняют круг |ж[ ^ «У .

Пусть

F(z)  = z" + i a kKz”+k- ' e m H(E,6) ,
к=2

F ( z , i )  = Cl“ [F{z)] = z" + Z o k, M h " +k- \
k=2

где

со -  co{z) = Z+-  e  Л 
1 + { z

Тогда функция F (z ,£ ) є8Я л(£ )  при любом £ є Я  . Для достаточно 
малых по модулю значениях £ имеют место формулы

/^z>C )= F (z )+ (F < z )-(« + l)a ^ F (z )-^ 1V - ( z 2F'(z)-(«-l)zF(z))c+0(lCp>

ак,я(С)=акгИ+((л+*К +ия -(и +l)a*,.A*k-(* " 0«*-ця£+о(|£|) ,
обобщающие известные вариационные формулы Марти, полученные 
им в классе однолистных функций.

Пусть г, и т2 - неподвижные точки омега-преобразования 
(o(z)eA , т.е. <y(r,) = r, и а>(т2) = т2 . Имеется бесконечно много 

омега-преобразований с фиксированными неподвижными точками 
^ * 0 ,  г2 * 0  . Обозначим через A ,(fj,r2) множество всех омега-пре­

образований, с фиксированными неподвижными точками г,, т2 - под­
чиненны ми условию  (Tj| = |r2| = l . Т о л ько  основны е функции 

у. [%)  обладают тем свойством, что

O ? [o ^ .r1.r,(z)] = ̂ . r 1.r1(z) .

при любом а>еЛ ,(г,,г2) .
Зафиксируем co{z) еЛ ,(г ,,г2) , где г ,* т 2 , *у{0)*0 и пусть D

- область значений функции
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u < z > -L n <  <1- t ^z > / < 1 - r ^ z i  >. Т о г д а  ф у н к ц и о н а л ь н о м у  у р а в н е н и ю

4'Cco<z>«'P<coC0>>4'Cz>, Ф С г ) є  A CE>, Cll>
о

u(z )

у д о в л е т в о р я ю т  т о л ь к о  ф у н к ц и и  f ( z ) * e x p  /h < { > < * J S  г д е
о

h < ^ ^ - п р о и з в о л ь н а я  а н а л и т и ч е с к а я  в  о б л а с т и  D ф у н к ц и я  с о  с в о й с т в о м

-*-u(oo<0>) >=h(£ >, £ eD.

З а ф и к с и р у е м  u>(z j >= Л Ст , г ^ > ,  г д е  г = т = т ,  а>С0>^0 и п у с т ь  D -  1 1 2 1 2

о б л а с т ь  з н а ч е н и й  ф у н к ц и и  w<z>—z / C 1 - t z >. Т о г д а  ф у н к ц и о н а л ь н о м у
u»<z > •“*

у р а в н е н и ю  С И )  у д о в л е т в о р я ю т  т о л ь к о  ф у н к ц и и  f ( z > - e x p  /  h<£  >d£ ,
о

г д е  h < ^ ) - п р о и з в о л ь н а я  а н а л и т и ч е с к а я  в  о б л а с т и  D ф у н к ц и я  с о  с в о й с т в о м

h(£+v<<A>(0>)>=h<£ >, £eD.

О с н о в н ы е  п о л о ж е н и я  , в ы н о с и м ы е  н а  з а щ и т у

I

Н а й д е н о  о б щ е е  р е ш е н и е  л и н е й н о г о  р а з д е л е н н о - р а з н о с т н о г о  у р а в н е н и я  
с  п о с т о я н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и ю .

У с т а н о в л е н а  с в я з ь  м е ж д у  Ч е б ы ш е в с к о й  с и с т е м о й  и р а з д е л е н н о - р а з -  
н о с г н ы м  о п р е д е л и т е л е м .

У с т а н о в л е н ы  р а з л и ч н ы е  п р и з н а к и  п р и н а д л е ж н о с т и  ф у н к ц и й  к л а с с у

KnCDX

П о л у ч е н а  п о л н а я  и н ф о р м а ц и я  о  р а с п р е д е л е н и и  к о р н е й  н е п о л н о г о  
м н о г о ч л е н а  в и д а

PCz >*»а + a z + . + a zn 1 ♦ zn*k. где к>1 .о 1 П-1

П р и в е д е н ы  о ц е н к и  к о э ф ф и ц и е н т о в  ф у н к ц и й  F C z ) » z ° +  a  z n+1>. . . . п р и -
Г~Т

н а д л е ж а щ и х  к л а с с у  КСЕ) и
eJe) ^

Н а й д е н ы  о ц е н к и  | F  <z> | , k - 0 ,  . . , n  ф у н к ц и й  и з  к л а с с а  К^СЕ )

У с т а н о в л е н ы  н е к о т о р ы е  в а р и а ц и о н н ы е  ф о р м у л ы  в л и н е й н о - и н в а р и а н т н ы х
к л а с с а х . со

Н а й д е н ы  н е п о д в и ж н ы е  т о ч к и  о п е р а т о р а  О
п

2 3
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К и р ь я ц к и й  Э.Г. М н о г о л и с г н ы е  ф у н к ц и и  и р а з д е л е н н ы е  р а з н о с т и .

Д и с с е р т а ц и я  н а  с о и с к а н и е  у ч е н о й  с т е п е н и  д о к т о р а  ф и з и к о -

м а т е м а т и ч е с к и х  н а у к  п о  с п е ц и а л ь н о с т и  0 1 . 0 1 . 0 1  -  М а т е м а т и ч е с к и й

а н а л и з .  И н с т и т у т  п р и к л а д н о й  м а т е м а т и к и  и м е х а н и к и  Н а ц и о н а л ь н о й  

А к а д е м и и  Н а у к  У к р а и н ы ,  Д о н е ц к /  1 9 9 4 .

З а щ и щ а е т с я  д и с с е р т а ц и я ,  к о т о р а я  п о с в я щ е н а  и с с л е д о в а н и ю  р а з л и ч ­

н ы х  к л а с с о в  а н а л и т и ч е с к и х  м н о г о л и с т н ы х  ф у н к ц и й ,  в ы д е л я е м ы х  с  п о ­

м о щ ь  р а з н о г о  р о д а  у с л о в и й ,  н а л а г а е м ы х  н а  n - ю  р а з д е л е н н у ю  

р а з н о с т ь

А п п а р а т  р а з д е л е н н ы х  р а з н о с т е й  п р и м е н е н  д л я  р е ш е н и я  к л а с с и ч е с к и х  

з а д а ч  г е о м е т р и ч е с к о й  т е о р и и  ф у н к ц и й  и с м е ж н ы х  в е т в е й  м а т е м а т и к и  

С т е о р и я  Ч е б ы ш е в с к и х  с и с т е м ,  о д н о л и с т н ы е  и м н о г о л и с т н ы е  ф у н к ц и й ,  

и с ч и с л е н и е  р а з д е л е н н ы х  р а з н о с т е й  >.

К л ю ч о в і  с л о в а  : м н о г о л и с т і  ф у н к Ц и ) п о д і л е  н і  р і з н и ц і
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