
Київський Університет імені Тараса Шевченка

На правах рукопису

Багро Сергій Володимирович

УДК 519.21

$

Умови обм еж еності та неперервності 
випадкових процесів о просторів  

Орлича в термінах мажорую чих мір

01.01.05 - теорія ймовірностей та математігіна статистика

А в т о р е ф е р а т  
дисертації на одо буття наукового ступеня 

кандидата фіаико-математичннх наук

Київ 1991



ЛННБ України ім.В.Стефаника

0 0 3 7 6 1 3 0  (К)

Дисертація е рукопис.
Робота виконана на кафедрі теорії ймовірностей та матема­

тичної статистики механіко-математичного факультету Київського 
університету .мені Тараса Шевченка.

Науковий керівник 

Офіційні опоненти

Провідна організація

доктор фіонко-мато мати чних 
наук, професор
Коваченко Dpt Я В в с я л ъ о м и

доктор фізико-математичних 
наук, професор
С вм о й л еи к о  Г р ій  С теф ан о в и ч
к а ид и дат фіои ко- матем а т т  ни х 
iiavs
Е ндкиргл і Нарине Володимир г«и*
Інститут кібернетики 
НЛН України

« З А У 1994р.•Захист дисертації відбудеться 
в . / їх .  ічгоп на насіданні спеціалізованої вченої ради К 01.01.14 
по присудженню вченого ступеня кандидата фгжко математичних 
наук у Київському університеті їм. Тараса Шевченка г»а адре­
сою: 252127, м. Київ, просп. академіка Піушкова, 6, механіко- 
математичний факультет.

З  Дисертаиіею можна ознайомитись у бібліотеці Київського 
університету ім. Тараса Шевченка, Київ, вуя. Володимирська,
58

Автореферат рошепани# J 094г.

Вчений секретар 
спеціалізованої вченої ради О О .К У Р Ч Е Н К О

Л Н Б  ім. В. С т єф ан и к в  
АЫ У к р аїн и



ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

А ктуальн ість тем и . Дисертація присвячена досліджений, 
методом мажоруючих мір аналітичних властивостей випадко­
вих процесів широких класів, а саме, процесів о класів Орлина 
(процесів о просторів Lp{П), просторів Орлича Д2, та інших)

Вивчення аналітпчгчх властивостей випадковії.* процесів та­
ких, наприклад, як неперервність або обмеженість з ймовір­
ністю одиниця їх траєкторій розпочате Колмогоровой А.Н., 
привело до створення самостійного напрямку в теорії випадко­
вих процесів.

До цього напрямку можна віднести дослідження локальних 
властивостей випадкових процесів, таї їх як супремум, варіації 
і т.д., вивчення слабої збіжності послідовностей випадкових 
процесів в функціональних просторах.

Дослідження в цьому напрямі найбільш інтенсньно розви­
вались останнім часом. Найбільше розповсюдження отримав 
ентропійшш метод, що був розроблений в роботах Дадлі, Фер- 
ніка та Судакова.

Цей метод ефективно використовувався для дослідження га 
уссових процесів. Випадковий гауссів процес X (t), І 6 Т можна 
розглядати як криву в гильбертовому просторі випадкових ве­
личин. Норма в цьому просторі породжує на Т  метрику d(t,a) —
( м т - ^ в )  р ) ,/г.

В и я в и л о с ь , щ о  в  термінах цієї метрики, а саме в термінах 
метричної ентропії простору (Т, d) можна адекватно описувати 
аналітичні та інші властивості гауссовпх процесів. Фервік, на­
приклад, в термінах метричної ентропії отримав необхідні і 
достатні умови неперервності з ймовірністю одиниця стаціо­
нарних гауссових процесів.
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У роботах Буядигіна В.В., Козаченка Ю.В., та Островсь- 
кого Є.П. була поставлена та розв'язана задача побудови ме­
трик асоційованих о випадковими процесами та адекватно від­
творюючих їх властивостей.

В цих роботах задача розв'язувалась шляхом занурення ви- 
падкоьих процесів у відповідні їм банахові простори -  субгаус- 
сові, типа субтауссових, просторів Орлпча класу Е.

До останнього часу енгропійнпй метод вважався найбільш 
ефективним методом для дослідження аналітичних властиво­
стей випадкових процесів. При дослідженні цих властивостей 
виявилось, що умови отримані в термінах метричної ентропії 
не можна покращити лише для стаціонарних процесів. В той 
час. як для процесів нестаціонарних ентропійні умови далекі 
від необхідних. К.Фернику та М.Талаграну пощастило розро­
бити вовпй метод - метод мажоруючих мір, яким, нарешті, Тїі- 
лаграи отримав необхідні і достатні умови неперервності гаусо- 
вих процесів. З умов, отриманих в термінах мажоруючих мір 
випливають ги і відомі умови в термінах метричної ентпропії.

Зауважимо, що до цього часу метод мажоруючих мір засто­
совувався тільки для гауссовпх процесів. Ліпне в роботі Ко- 
заче-чся та Рязанцевої цей метод був застосований (в деякому 
частинному випадку) до випадкових процесів простору Орлича 
з класу А2.

Розв’язку ціп задачі і присвячена дисертаційна робота.
М ета р о б о ти  полягає в тому, щоб в термінах метричної 

ентропії отримати умови обмеженості з ймовірністю одиниця 
випадкових процесів з простору Орлича, отримати оцінки ро­
зподілу супремуму них процесів, знайти умови неперервності 
з  ймовірністю одиниця їх траєкторії, а також застосувати ці 
результати для знаходження умов слабкої збіжності послідо-
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вності випадкових процес ів з класів Орлина в С(Т).
Наукова новизна. В дисертації
- доведено загальну теорему про вибіркову неперервність о 

ймовірністю одиниця випадкових процесів в термінах мажору- 
ючпх мір;

- знайдено умови в термінах мажоруючих мір обмеженості з 
ймовірністю одиниця випадкових процесів з просторів Орлича 
класу Д 2, £ Р(П) та інших;

- знайдено оцінки розподілу супремуму випадкових процесів 
о деяких класів просторів Орлича;

-отримані нерівності для норм сум незалежних випадкових 
величин, що належать просторам Орлича породженим фун­
кціями, які зростають не швидше степеневих;

- отримані умови в термінах мажоруючпх мір слабкої збіж­
ності для послідовності випадкових процесів з просторів Орли­
ча у просторі неперервних функцій;

- доведено центральну граипчну теорему у просторі непе­
рервних функцій для послідовності випадкових процесів з про­
сторів Орлича.

Т еоретична т а  практична цінність. Одержані в дисер­
тації резуЛ' тати можуть бути використані в різних розділах 
теорії випадкових процесів, наприклад при дослідженні числа 
виходів випадкових процесів за фіксований рівень, при рішенні 
задач статистики випадкових процесів, при побудові оцінок ко­
варіантних функцій випадкових процесів, в дослідженнях по­
в’язаних з методом Монте-Карло. Крім того, результати дан­
ного напрямку можуть бути використані в сучасній квантовій 
теорії поля, теорії автоматизованого управління, статистичній 
радіофізіці, фізиці атмосфери, метеорології.

А пробація та  публікації. Матеріали дисертації повідомлю-
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лпся на 40 та 47 науково-технічних студентських конферен­
ціях КДУ, на конференції молодих математиків України (Київ, 
1992), на науковому семінарі з теорії ймовірностей КПІ (1993), 
Міжнародній конференції пам’яті М.П.Кравчука (Київ, 1993). 
За матеріалами дисертації опубліковано 4 роботи.

С труктура т а  обсяг дисертації. Дисертація складається 
о восьми параграфів. Бібліографія містить 56 найменувань.

У першому параграфі обгрунтована актуальність теми дис­
ертації, сформульована мета роботи, міститься огляд літера­
тури щодо теми, коротко викладено зміст дисертації.

У §2 наведені необхідні означення. Наведемо деякі о них.

Ооначення 2.2. Функцію U(x), х Є R  назвемо N — функцією 
Орлича, якщо U(x) неперервна, парна, опукла функція така, що 
U(x) > 0 при X ф 0, 17(0) =  0 і виконуються властивості

Ооначення 2.4. N — функція Орлича U(x) належить класу 
Д 2, якщо існують такі константи zQ > 0 і В  > 1, що при х > Zq 
виконується нерівність и'г(х) < U(Bx).  Класу Д 2 належать, 
наприклад, всі функції вигляду U(x) — ехр{<^(ж)} -  1, де <р(х)- 
N -  функція Орлича.

простір вимірних функцій на (Т,Л,ц)  таких, що для /  Є Ly(T)

ЗМІСТ РОБОТИ

, Щх)Іп а -------- =  оо.
х-0 х І-.00 X

Означення 2.6. Простором Орлича Ьц(Т)  називається
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/ , « ( ? )

існує стала г/, для якої
/ т \ \

dp(t) < оо.

Відомо, що Lu(T) банаховий простір з нормою

ІІ/ІІм л  =  inf {г > 0 : J^U  < 1} .

В третьому параграфі в термінах мажоруючих мір знайдено 
умови обмеженості о ймовірністю 1 випадкових ьроцесів що 
належать просторам Орлича класу Д2.

Нехай Т — деяка параметрична множина, X  — {X (t) , t  6 71} 
вішадковнй процес о і), d(u,v) =  ||Аг(м) — A^tOH^n) псе­
вдометрика на Т. Нехай р— деяка псевдометрика на Т  така, що 
d(t,s) —» 0 при />(*,«) —» 0 і (Т,р)~  компакт. Розглянемо Л -  
борелевську а — алгебру на (Т, р) і /і— д яку ймовірнісну міру на 
А. Введемо деякі позначення. Нехай S — борелевська множина 
о (Т, р), B (t,s)~  відкрита куля з центром в точці t і радіуса є, 
{e t,k  > 1 } -  деяка монотонноспадаюча до нуля послідовність, 
B k(t) =  B(t,£k)n S ,  Pk(t) = n(Bk(t)), 0k(t) =  snp{u v)cB4{/)(i(u,t)). 
Основним результатом параграфу є така теорема.

Теорем а 3.1. Нехай X  — {X (t) , t  Є Т} це сепарабельяий в 
{Т,р) випадковий процес з простору L о(U), де U(x)— функція 
з класу Д2. Тоді при деяких припущеннях на пи)множину S  і 
при виконанні умови

ї ї р | > , < д о н > ( - у < оо
'))

з ймовірністю 1 має місце нерівність

sup
»€$
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< 2  X(U) ~ X{V) 
d{u,v) sup 2^

Lu(SxS) ‘Є5 (=j

Наведемо деякі приклади оастосування цієї теореми в більш 
частинних випадках. Ропглянемо простір (T,rf), d(t, s) — |jX(<)- 
Л'(в)||і(;(п), X  — {-¥(<),* Є Т} випадковий процес з простору 
Lv(Q),  де U Є Д 2. Нехай (T,d)~ компакт, А  -  о — алгебра 
бореясвськпх множин в (T,d ), £і — sup{f/(u,v) : и Є T,v  € ї 1}, 
г* »  f  і • р*~\ 0 < р < 1. ТЬбто мас місце ситуація попередньої 
теореми, де в ролі р виступає псевдометріка d.

Теорем а 3.2.Нехай випадковий процес X  сепарабельний в 
просторі (T,d), S — борелсвська множина з {T,d) така, v+o /іХ 
/»{(«,»') Є 5  х 5  : d(u,v) ф 0} > 0. Якщо в вимірному просторі 
(Т, ,4) існус ймовірнісній міра р. що виконується умова

»£^'ч(;еУ  *“•
то :* ймовірністю 1 виконується нерівність

< 2  *<"> ~ *(»)
d (u ' v ) II Lu(SxS) (_i

jr  *&<-»( -JL.)
ТҐ. 1 / %  i(<)/

З теореми 3.2 отримані умови обмеженості випадкового про­
цесу в термінах є— вимірності. Нехай N(e)~  мінімальне число 
відкритих куль радіуса є, що покривають Т  ( є -  {опірність )-
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Теорем а 3.3. Нехай процес Jf сепарабельний в (X, <і), де 
d(u,v) =  ||ЛГ(») -  Ar(?,’)|U„(U) U € Л'і і виконується умова

^ є , и (~1Щ є ш ))< о о ,
/=<

де {єі,1 > 1} визначена в теоремі 3.2. Тоді випадковий процес 
обмежений з ймовірністю t.

У теоремах 3.4 -3 8 отримані оцінки розподіл; супремумів 
випадкових процесів, що належать просторам Орлича класу Д2 
та квадраттногаусових процесів. Наведемо деякі о цих теорем 

Т еорем а ЗА.Якщо процес X  — € Т } задовольняє
умовам теореми 3.1 з U(x) — exp{v?(ar)} -  1, то при кожному 
0 < а  < 1,

52ЧЧмІ^)} +
+2,<2(S) exp In ( l  +  } .

де S -  будь тка борелевська множина з (Т ,р ), для якої викону­
ються обмеження теореми S.1,

&i(t) =  2 sup і).
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О оначення 3.1 [22]. Випадковий процес ,Y =  { X( t ) , t  € Т )  
навиватимемо квадратпчногауссоВим, якщо X (t) визначається 
так. 1

Нехай 0 , ( 0 1 * ^  її • - • і N  сімейство сумісно гауссових випад­
кових процесів, 0'(<) =  ( 0 t (<),0г(<)........0/v(O)< Л (0 ~  симе-
тричв матриця. Тоді або

або X( t )  =  l.i.m.j_,5Xiv(0> Де 1-і.ш. означає Границю в сере- 
дньоквадратйчному, a Xft ( t )  послідовність процесів, шо мають 
вигляд (1).

Т рорсм а 3 .7 .Нгхай X  — {J\T(<), < Є Т } квадратхічпогауссо- 
вськпй випадковий процес для якого викочуються умови тео­
реми S.1, Г/(г) — ехр{|а|} -  |т | -  1, 5 -  множина з Д Тоді при 
т > 1п( t 4 Г7( ")) + ^2 мпе иісче нерівність

X{t )  =  -  Е e' ( t )A( t )9( t ) ,  (1)

Р  |чпр Х{і)  > аЛ < 2 ґ і  +  РХр{--Д-т }
I IPS

ln ( l  -І- М2( » ) )

- ч м ю  -
•  ab Ц вт т т ш ,

г2 =  4 Slip ]Г  #К0 In ( — “ Гм )  ’
tf - S  fr f  \/*J4 l(<) /

де
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У §4 в термінах мажоруючих мір знайдено умови обмеже­
ності о ймовірністю 1 випадкових процесів з загальних про­
сторів Орлича, породжених Лг функціями Орлича, які мають 
властивість Vy > X q Vx > Л'о

де R(y) деяка мояотонноспадна функція.

Теорема 4.1. При виконанні деяких умов для процесу X( t )  
з простору Орлпча Lu(T) з ймовірністю 1 виконується нерів 
ність

де s— деяка вимірна підмножина Т  а константа С наведена 
у формулі (ІЗ) .

Умови теореми 4.1 можна посилити у випадку Lp(Q), тобто 
коли U(x) — |jr|r ,р > 1. Детально розглянуто приклад для Т  — 
[0, l]rf і /і— міра Лебега.

У теоремі 4.3 отримано оцінку розподілу супремуму процесу 
з простору Орлича Ly(T), де

1 випадкових процесів п просторів Орлича класу А2. Основним 
результатом с така теорема.

ТЬоремЯ 5.1. Пехай X  == {Х(#), < Є ї 1} сепарабельний на 
(Т ,р) випадковий процес з Ly(О), U € А 2. Якщо для деякого

U(x,  у) < и(х)Щу)

sup X( t )  -  f  < С
tes J /'(»)

Щху)  < U{x)R(y).

У §5 знайдено умови вибіркової неперервності з ймовірністю



є > 0 виконується умова

* )<«>,

то з ймовірністю одиниця випадковий процес X  =  {-Y(<), ( € 
Т} вибірково неперервний і виконується нерівність

Функція / \(є) та випадкова величина ?/ визначені у §5.
У§6 досліджено умови слабкої збіжності сімейств випадко­

вих процесів з просторів Орлича класу А 2. Наведемо осно­
вні поняття та твердження цього параграфу. Будемо вважати, 
шо процеси X„{t),n > 1,і Є Г індпппрують на просторі не­
перервних функцій С(Т) ймовірнісні міри /<„(•) таким чином 
/t„( А) = Р { Х п( ) Є Л}, де А борелевська множина о С(Т)

О оначення 6.1. Будемо казати, що послідовність випадко­
вих процесів {Ar„(0, t е Т , п >  1} слабко збігається до випадко­
вого процесу X (t) з С(Т) (або послідовність мір ц„(А) слабко 
збігається до міри ц(А)), якщо дг і будь-яких неперервних об­
межених функціоналів /(ж), х Є С(Т) виконується

У теоремі 6.1 знайдено умови слабкої збіжності послідовності 
мір /і„( ) в С'(Т) породженої послідовністю сепарабельних ви 
падкових на (Г,/>) процесів X„{t),t Є Т  таких, що X„(t) € 
L(i(П), U Є Д2- У теоремі 6.2 цей результат узагальнено на 
клас N -  функцій Орлича U(x) таких, що 3-г0 > 0 Уу,х > хо

sup |Х(г) — Х(ш)| < rjf\(s).

lim f f{x)n„(dx) =  I f(x)n(dx)  
n - ° °  Ja Ja
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виконується U(ху) < U(x)R(y), де R{y) деяка монотоннонес- 
падна функція.

У §7 отримано ряд нерівностей для норми сум неоалежних 
випадкових величин у просторах Орлича Ly{U), які породжу­
ються N — функціями Орлича, що зростають не швидше за сте­
пеневі. Основним результатом е така теорема.

Т зорем а 7.1. Нехай U(x) — N — функція Орлича така, що 
U(y/x) опукла та Зр > 2 таке, що U((x)l p̂) вгнута,
£„} — довільний набір незалежних центрованих випадкових ве­
личин з Ьц(ІІ). Тоді існують такі сталі с\ та с-і, що вірна 
нерівність

і/р

><=і

п 

і= 1

1/2

<<* £  ІИІЇ„
Lv \і=  1

У §8 знайдено умови, при яких для послідовності процесів 
з просторів Орлича класу виконується центральна гранична 
теорема.

О значення 8.1. Нехай X n(t) послідовність неоалежних одна­
ково розподілених випадкових процесів з С(Т), де Т — ком­
пакт у метричному просторі. Будемо казати, що послідовність 
{X„(t),n > 1} задовольняє центральній граничній теоремі, як­
що випадковий процес £„(<) =  Xk(t) слабко збігається
до гауссового вибірковонеперервної о процесу.

За результатами §6 та §7 доведено теорему.

Теорем а 8.1. Нехай X„(t), EA'"n(# =  0),n  >  1,( Є Т по­
слідовність незалежних однаково розподілених сепарабельних
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на (І ,р) випадкових процесів таких, що X n(t) € L\j(U), U  Є 
Д5.

Нехай для деякого є > 0 виконується умова

г->0

де

fv(e) — sup V 'a f  l) ( ----  —- t ,Vw+i iw)J
де /і— деяка ймовірнісна міра на (Т , А), А — борелевська а — 
алгебра на (Т,р), щ =  р(В(і,Єі)), {є/, / > 1}— деяка монотон­
но спадаюча, до нуля послідовність,

о \  ,,( г ) =  sup d(u, v) =  sup ЦА'і(м) -  Х і(«)||М п)
{u,i'}6J9(*,ei) {u,«>}eBi(*)

Якщо в просторі Lu(Q) для послідовності незалежних цен 
трованих випадкових величин {£„,« > 1} виконується нерів­
ність

п  ̂ п
У 'Л ” -  с У~! il^*nL(n)
*=1 Lv(tl) *=1

т о  послідовність X„(t) задовольняє ЦГТ.
Як і у §6 цю теоре? у узагальнено для класу функцій U(ж),

U(xy) < U{x) ■ R(y). ‘ .

Автор користується нагодою, щоб висловити щиру подяку 
своєму науковому корівнику доктору фізико-митематнчних наук, 
професору Козаченку Юрію Васильовичу па постановку задачі, 
постійну увагу та пінні зауваження при виконанні даної ро­
боти.
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