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Актуальность темы. Ортогональные полиномы бшш впервые 

введены ПДЛебышёвнм в середине прошлого века в связи с проб­

лемой параболического интерполирования. В раде своих мемуаров 

П.JI.Чебышев не только рассматривает известные до него частные 

случаи - так называемые классические ортогональные полиномы, - 

но и строит общую теорию ортогональных полиномов.

В последние годы значительно возрос интерес к ортогональ­

ним полиномам в связн о исследованиями в функциональном анали­

зе (проблема. моментов, спектральные свойства якобиевых матриц, 

модель самосопряженного оператора о простым спектром), теории 

вероятностей и математической статистике (процессы размножения 

и гибели, область марковских процессов, спектральные методы), 

в математической физике и квантовой механике (теория рассеяния, 

цепочки ТОда и Ленгмюра), физике (теория кристаллов, одномер­

ная теория твердого тела). Отметим также ряд приложений: в эле­

ктротехнике (теория электрических^цепей), спектральные методы 

расчета и проектирования систем электросвязи и управления.

Проблемы вычислительной математики также приводят к орто­

гональным полиномам, удобным для аппроксимации функций и удов­

летворяющих простым рекуррентным соотношениям, позволяющим сра­

внительно просто вычислять их значения.

Настоящая работа посвящена изучению рядов Фурье по общим 

ортогональным полиномам.

Но теореме В.Ф.Николаева (1948), какова бы ни была ортого­

нальная система полиномов, существует непрерывная функция та­

кая, что ее рад Фурье по этой системе не сходится равномерно. 

Для рядов Фурье по ортогональнш полиномам хорошо известны ана­

логи теоремы А.Н.Колмогорова о расходимости почти всюду.

В связи с этими результатами важную роль приобретает про­

блема суммируемости рядов Фурье по ортогональным полиномам по­

чти всюду и равномерно на промежутках непрерывности интегрируе­

мых функций. В случае тригонометрической системы данная пробле­

ма подробно разработана (С.М.Никольский, 1948; Секефальви-Надь, 

1950; А.В,Ефимов, I960; С.А.Теляковский, 1964; Р.А.Тригуб,1974 

и многие другие). Проблема суммируемости почти всвду рядов *у—
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рье по ортогональный полиномам функций Ц[-іД] поставлена 

Г.Алексичем, который в своей книге "Проблеш сходимости ортого­

нальных рядов" (1963) отметил, что для рядов Фурье суммируемых 

функций по общим ограниченным полиномиальным системам 1р*Л(*е2^) 

неизвестно утверждение о суммируемости почти всвду даже для ме­

тода Пуассона-Абиля. К.Тандори (1953) доказал ( А»0)-сум­

мируемость почти всвду рядов Фурье функций классов СЇ [-1,13 
при по локально ограничению* сиотемам { p u K ^ S j .  В кни­

ге G.Freud "Orthogonal Polynomials" (1971) поставлена задача 
изучения продифференцированных рядов по ортогональным полино­

мам, возникающая при обосновании метода Фурье. В частности, во 

многих приложениях важную роль играет теорема Фату об А*-сум­

мируемости таких рядов. Для рядов Фурье по ультрасферичеоким 

полиномаманалог теоремы Фату получен Б.Макенхоуптом и Е.Стей­

ном (1965), и ши поставлена задача перенесения результатов на 

более общие системы.

Проблема сходимости в среднем рядов Фурье-Якоби хорошо 

изучена (Г.Подлард, 1946-1949; Дж.Ньшен, В.Рудин, 1952; Б.Ма- 

кенхоуит, 1969; В.М.Бадков, 1974). В упомянутой выше книге Г. 

Фройда и в статье М.Роаенблтаа (1962) поставлена проблема на­

хождения весовых оценок частных сумм рядов Фурье по общим орто­

гональним полиномам (и более общая задача нахождения двухвесо­

вых оценок).

Во многих проблемах гармонического анализа, и его приложе­

ний важную роль играют операторы обобщенного сдвига ( о .о .о .) ,  

введенные Ж.Дельсартом в 1938 г . в систематически изученные 

Б,М.Левитаном. Дискретные гиперкомплексные системы (гипергруп­

пы), ассоциированное с ортогональными полиномами, впервые поя­

вившеся в работах В.М.Березанского (І9&І)» в последние года 

интенсивно изучалась ? шлите работ Ю.М.Березанского и А.А.Калюж­

ного; А.А.Камжвого; 5.И.Вайвермана и других). Для классических 

полиномов Якоби о .о .е . и структура ядра "формулы умно­

жения" глубоко исследованы (Л.Гегенбауэр; С.Беагавр» 1952; Г.В. 

Евдков, 1966; С.З.Рафальсон, 3968; Р.Эски и Ст.Вейнгер, 1969;

Г .Распер* 1971; Ы.К.Потапов* 1975; Т.Корнвиндер, 1974 и дру­

гие). А.Шварц (1988) доказал универсальность гипергрупп, пост­

роенных по системе і р т  в случае положительных ядер. Поэто­

му представляет интерес изучение компактных непрерывных гипер­



групп по общим ортогональным полиномам, не обладандих положи- 

тельными ядрами.

Операторы одностороннего взвешенного одвига играют важную 

роль в раде вопросов гармонического анализа, так как в С*' они 

являются (при определенных условиях на веса) прямым аналогом 

конечномерной клетки Жордана. В связи с этим ставится задача об 

оценке нормы операторов усеченного взвешенного сдвига в весовых 

лебеговых пространствах.

Приведенные выше проблемы естественным образом возникают и 

при изучении кратных рядов Фурье. Переход к рассмотрению рядов 

в пространствеВ, (т » і)приводит к новым эффектам, принципиаль­

ным изменениям. Так, например, в противоположность теореме Л. 

Карлесона-Р.Ханта, существует непрерывная функция двух перемен­

ных, для которой двойной тригонометрический ряд Фурье расходит­

ся всвду на to , IX]*” при суммировании по Иринохейму (Ш.Феффвр- 

ман, 1971). Фактически, тогда как одномерные ряды по классичес­

ким Полиномам изучены достаточно полно, в олучае кратных рядов 

Фурье-Якоби до последнего времени был иоследован лишь метод Ну- 

ассона-Абеля (Л.Кафарелли и К.Кальдерон, 1974). Отметим также, 

что кратные операторы сдвига но системе полиномов Якоби ранее 

не изучались.

Аналогичные обстоятельства имеют, место и для рядов Фурье 

по ортонормированным матричным и операторным полиномам, введен­

ным М.Г.Крейном (1949) и Ю.М.Березанским (19133) в связи с изу­

чением соответствующей проблемы моментов. Они возникают в ряде 

приложений: теория систем разностных уравнений, изучение опера­

торов с конечно-кратным спектром, теория представлений. Иссле­

дование линейных операторов, порожденных методами суммирования 

или сдвигами по матричным и операторным полиномиальным систе­

мам, значительно затруднено ввиду их некоммутативности, и до 

последнего времени не проводилось (за исключением Lx -теории).

Цель работы. Исследовать вопросы сходимости и суммируемо­

сти рядов Фурье по одномерным, кратным, матричным и оператор­

ным полиномам. Найти весовые оценки операторов обобщенного и 

взвешенного сдвигов по этим системам. Рассмотреть приложения к 

проблеме моментов и к полиномиальному процеосу Бубнова-Галерки- 

на.

- 4 -
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Объект исследования. Одномерные, кратные, матричные и опе­
раторные полиномы.

Общая методика исследования. В диссертации использованы 

общие методы и идеи современной теории функций и классического 

функционального анализа. Существенную роль играют открытые и 

развитые в последние десятилетия одно- и двухвесовые оценки 
сингулярных интегралов.

Научная новизне. В диссертации получены следующие новые 
результаты:

1. Исследованы линейные методы суммирования (дискретные я

непрерывные) рядов Фурье функций Lf[-1,11 по одномерным орто­

гональным полиномам р^Сх). Получены утверждения о А  -сумми­

руемости почти всюду и равномерно на промежутках непрерывности 

функции | . Установлены аналоги теорем Фату. Даны приложения

к восстановлению функции по ее f -моментам.

2. Для подкласса Р0 общих ортогональных полиномов (вклю­

чающего классические полиномы Якоби и их обобщения Xполучены 

одно- и двухвесовые оценки частных сумм ряда Фурье. Найдена 

оценка нормы операторов усеченного одностороннего сдвига по ои- 

стеме Дана оценка проекции линейных операторов в

весовых лебеговых пространствах.

3. Введены операторы обобщенного квазисдвига по трем си­

стемам полиномов, ортонормировании с весами

рхОх), Сх) , соответственно. Для них установлены весовая оце­

нка нормы, структура свертки и обобщенная формула умножения. 

Отсюда, в частности, вытекают соответствующие факты для опера­

тора обобщенного сдвига, построенного по системе

4. Получены оценки нормы оператора взятия частных суш 

для радов Фурье по кратным системам ортогональных полиномов

Дано приложение к обоснованию полиномиального 

метода Бубнова-Галеркина для интегрального уравнения Фредголь- 

ма.

5. Для кратных рядов по ортогональным полиномам установ­

лены результаты о линейных методах суммирования, операторах 

обобщенного квазисдвига и операторах усеченного сдвига. Дано 

приложение к восстановлению функции т. -переменных по ее момен­

там.

6. Изучены ряды Фурье по(ортогональным матричным полино-



- 6 -

мам, для которых доказаны результаты о линейных методах сумми­

рования. Введен некоммутативный оператор обобщенного одвига и 

получена весовая оценка нормы. Дано приложение к матричной про­

блеме моментов.
7. Для векторнозначных функций со значениями в банаховых

UMD -пространствах получен ряд утверждений о сходимости,А - 

оуммируемости рядов Фурье по скалярной оиотеме и операто­

ре обобщенного квазиодвига.

8. Для рядов Фурье по операторным полиномам даны оценки 

нормы операторов проектирования и одвига.

9. Получены новые представления билинейных и трилинейных 

ядер по общим одномерным и матричным ортогональным полиномам.

Приложения. Работа носит теоретический характер, приложе­

ния относятся к другим разделам анализа: классическая проблема 

моментов, теория интерполирования, полиномиальный метод Бубно- 

ва-Галеркина. Результаты могут быть применены в приложениях, 

иопольэувдих интегральные, дифференциальные, разноотные и сме­

шанные линейные уравнения.

Агтобашш работы. Основные результаты диссертации докла­

дывались на международных конференциях по теории ортогональных 

полиномов и их приложениям (Коламбус, США, 1989; Гранада, Испа­

ния, 1991), по интерполяционным пространствам (Хайфа, Израиль, 

1990), по экстраполяции и рациональной аппроксимации (Тенерифе, 

Испания, 1992), по теории гипергрупп (Сиэттл, США, 1993), на 

29 Всесоюзных конференциях и школах, в том числе, на Всесоюз­

ной школе по теории операторов в функциональных пространствах 

(Новгород, 1976, 1989; [ііинок, 1982; Челябинск, І9Й6; Тамбов, 

1987; Ульяновск, 1990), на Всесоюзной школе по теории функций 

и приближений (Саратов, 1984), на Всесоюзной школе по теории 

функций (Одесса, 1991), на Всесоюзной конференции по теории 

функций и функциональному анализу (Теберда, 1988), на семина­

рах в І.ГУ под руководством членов-корреспондентов АН СССР про­

фессоров Д.К,Меньшова и 11.Л.Ульянова, профессоров А.М. Олевско- 

го и Б.С.Кашина, профессоров АД’.Кбстюченко и Б.М.Левитана; в 

f.ilAil СССР на семинаре под руководством профессоров О.В.Беоова 

и Н.И.Лизоркина; в І.ятематическом институте Ail Украины под ру­

ководством академика Ю.Ы.Ьереэанского; на семинаре во ФТИНТє 

иод руководством академика В,М.Марченко; на семинаре в С-П ГУ



- 7 -

под руководством профессора Г.И.Натансона; на семинаре в МИСИ 

под руководством профессоров С.Я.Хавинсона и А.Л.Гаркави; на 

семинаре в Ратгерс-Университете(Нью-Джерси, США) под руковод­

ством профессоров Б.Макенхоупта и Р.Видена; на семинаре в Мак 

Гилл-Университете (Мгнреаль, Канада) под руководством профес­

сора П.Кусиса; на семинаре в Тулонском Университете (Франция) 

под руководством профессора Я.Гилевича; на семинаре в Универси­

тете им. Карла Ш (Мадрид, Испания) под руководством Ф.Марчелано; 

на семинаре в Карлетон-Универоитете (Оттава, Канада) под руко­

водством профессора М.Рамана; на семинаре в Сарагосском Универ­

ситете (Испания) под руководством профессора X.Гваделупа.

Публикации. По теме диссертации опубликовано 36 работ. Ос­

новные результаты диссертации наложены в I  - 21* ̂

Объем и структура диссертации. Диссертация наложена на 285 

страницах и состоит из введения, четырех глав и списка литера­

туры из 231 названия.

Результаты, полученные в диосертации, отражены в обзо­

рах;
Е.М.Дынышн, Б.П.Осиленкер //Итоги науки и техники. 

ВИНИТИ АН СССР.

Мат. анализ. - 1983. - 21. - С. 42-129.

P.Neval // Progress in Appro*. Theory (ed. A.Gonohar,
E.Saff). - 1990. - P. 79-104.

и в книге: Ю.М.Березанский, А.А.Калюжный. Гармонический

анализ в гиперкомплексных сиотемах I / Киев, Наукова Думка. - 

1992.
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ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

В Гл.1 изучаются одномерные ряды Фурье по ортогональным 

полиномам.
В § I ,  имеющем вспомогательный характер, приведены без до­

казательств хорошо известные оценки норн классических сингуляр­

ных интегралов в веоовых лебеговых пространствах.

В § 2 изучаются линейные методы суммирования рядов Фурье 

по ортогональным полиномам. Если {рпЛ(и«2») - ортонормирован- 

ная с весом (вес - суммируемая положительная почти всвду 

функция) на t- i.ll система полиномов п. -степени ( кратко: ШСП

Р *Ы »к кх  *1кх '  * . . .  ,к Л» о ( * « 2 Д  

то справедливо следующее рекуррентное соотношение

t a  Р> Сх) рмС^гО), ( I)

где А

j X f£cxy  рс*) А х (п.<2 +;а^о).

Полиномы Рь.СхЛ можно рассматривать как обобщенные собствен­

ные функции (в I і  ) сингулярного рааностного оператора 

Ltf S - (V [ а  t  <^v; (к< 2 Д  

где V» К Л , 4 * 0. ^  * u K (K £ Z r ;a.M*o)

■ * V \  *SM, VS*S-Ŝ цля любой последовательности {SK}(K*Z?+i^.,*o)

Для функции ^ введем ряд Фурье по ОПСП

Ь T - L  р . , ?к ’  'у ,f ГМ4 і  ( ,1 £2 *'- <2)

С помощью регулярной по Теплицу треугольной матрицы веществен­

ных чисел . . ..V <10 ,

А '{ К  (3)

построим последовательность А-средних

U K (І 'Л іА \ « І1  С ? к Р к (х  ̂ K i W H 11). (4)¥*шо
Изучается следующая задача: при каких условиях на элементы 

матрицы А  и систему ряд (2) А  - суммируем к |(*),
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т.в. выполняется соотношение

t a v c U j ? , *  (5)
VVH> 9®

Основным результатом в данном направлении являетоя следую­

щее утверждение.

Теорема I .  Пуоть ОНСП удовлетворяет условиям

tpn.С*Н * t  (не  2 *  і Се Д іс  t-i.il) (6)

^ 2  ^  (лв2 * ) д; (7)
К» О ***

а для элементов матрицы <3) выполняется оценка Надя 

*»©

Тогда имеют Меото следупцие утверждения;

! ) « * *  | «L \ tM JrtL tf t t K ' * K U ' t « . « ) ,

то в каждой точке Лебега х « { * Д і (и, следовательно, почти 

всюду в (t,dL) ) ряд Фурье (2) А  -суммируется к !■(») ;

2) если, кроме того,

191
то для любой ^  f -интегрируемой функции I t e i  , непрерывной 

на te.ctl , равномерно на любом компакте из для А  -

средних (4) справедливо соотношение (5).

Этот результат применяется к задаче о восстановлении функ­

ции по ее f  -моментам.

Из теоремы I  вытекает (С,А>о)-суммируемость почти всюду 

рядов Фурье-Шояяачека (полиномы Поллачека - особый случай ор­

тогональных полиномов1  ̂ и результат Г.И,Натансона' о суммируе­

мости рядов Фурье-Якоби методом, подобным способу Бернштейна- 

Рогозинского.
Доказательство теоремы I  основано на следующем представле- 

ни ядер Валле-Пуссена тк п _  , ч. .

^  Г.Сегё. Ортогональные многочлены. М.: ГИФМЯ. - IS62.

^  Г*И.Натансон П  Ученые зап.' ЛГПИ. - I958.-T.I66.-C.I85-2II.
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для произвольной ОНСП ІР«.\(*v,€2 * Ь  полученном В [ її- ІЗ ] :

с Ъ • 1  °і~  М «  ?™Ы *
К

л і  J Z L K -  < > O P *w P*W v
n.3 »*,•*-*

» ЧV, IW* P*.„w ’ (U« P*M1 •
Отсюда при t « x  и К «л. вытекает формула

Г  R -«iJ Р-W Ч>„’М а*ц4‘ <tP.V '-^jf^f.Sf>|
независимо (и другим методом) полученная в ' и играющая важную 

роль в исследовании спектра разностного оператора L .

В § 3 Гл.1 изучены средние Пуассона-Абеля

Ц(г,аО« г* !«. P*tx  ̂ ( о 4г<1 > х *  С*1»11).

Теорема 2. Пусть выполняются предположения (6 ),(7 ),(9 ) и 

существует положительная функция ^ в1х)(чвв11уСЕ^ такая, что

W A X  C*v-*o*V (ХО)

Тогда для любой функции удовлетворяющей условию

J (ІІ)

имеют меото следующие утверждения:

1) в каждой точке непрерывности Х с<(йД) справедливо соотно-

шение * $ с *л  (12)

как бы точка hCVt'l ни отремилаоь к Мв(*,х,) , оставаясь вну­

три области

2) в каждой точке Лебега t,A) выполняется предельное ра­

венство (12), когда точка стремится к по

любому некасательному пути

Г »  { . * > * ' « *  , t « * - A  , »х-*.к$М -г^ (I3)

Іпостоянная ї » о  не зависит от t ,* .  .

а)
j.bombrowski //. I’a o if ,J.Math. - 114. - p.325-334,
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В § 4 Гл.І  доказан следующий аналог теоремы Фату.

Теорема 3. Пусть выполняются условия теоремы 2 и, креше 

того, для коэффициентов рекуррентного соотношения ( I )  имеет ме­

сто оценка

Y2, \aV„.1+ 0х«2+).к* о 1

Тогда в каждой точке х с «  ( е Д ) , где $ существует и конечна, 

по любому некасательному пути Г (см.(13)) выполняется равен­
ство °2 ш л .

Г. - іКто . ,
Доказательства теорем 2 и 3 основаны на новых представле­

ниях ядер Пуассона и

Последний параграф (§ 5) Гл.1 посвящен проблеме весовых

оценок частных сумм рада Фурье функции | по ШСП

(К Л (* « 2 Л

Напомним, что пара весов принадлежат А г-классу

Макенхоупта на промежутке (-Л,Л) , если

В том случав, когда *»{*), то вес «  Ы  принадлежит

А^-классу Макенхоупта. Обозначения: или

соответственно. Если при некотором ... выполняется

( « * ,(&  «АгНЛ, то (Ч.ЧЛ^А-Ї’Й» Рассмотрим ортонормированию 

полиномиальные системы ІР*'ЦК” ассоциированию с весами

etxVlA-ot^W, , соответственно. Будем говорить,что

ортонормированная с вест  ytx} система полиномов 

принадлежит классу Р„ , если справедливн следующие оценки;

1 ^Ц *С (і- х Ч 'Ч і« ї*  > І р ^ К в * » 1)*

при зтом постоянные С>0 в этих оценках не зависят от х*Н»1) 

и . Классу Рс принадлежат классические и обоб­

щенные полиномы Якоби

Теорема 4. Пусть ШСП 1 р*.} принадлежит классу Р0 .

I )  Если для пары весов при некоторнх и €($>•$

ЙМЄЄТ МЄСТО уСЛСВИв
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где постоянная С>0 не зависит .

2) Если при некотором выполняется

(Д.-Хх^411 { ft*)] '* W Ох) € Аа C i,\\ (14>

то существует постоянная С>0 , не завиоящая от | и

такая, что
I  V  W L jU < °° . (15)

Теорема 4 содержит новые результаты и для рядов Фурье- 

Якоби. Отметим также, что Р.Кермак (1993), используя специфиче­

ские свойства полиномов Якоби, доказал необходимость предполо­

жения (14) для справедливооти оценки (15) в случае рядов Фурье - 

-Якоби.

Следствие. Пусть ОНСП (р*\ принадлежит классу Рв и 

вес удовлетворяет (14). Тогда система образует ба­

зис в весовом лебеговом пространстве L u  .

В главе П изучаются операторы сдвига по ортогональным по­

линомам. В §§ I -З вводятоя операторы обобщенного квазисдвига 

по трем системам полиномов ІРД  степени п. о

положительными старшими коэффициентами, ортономированным на 

С-1,1) с весами , соответственно. Эти си­

стемы удовлетворяот рекуррентным соотношениям (I)  и

^  W * '  

xk * c ^ « о, см= о).

Пусть ^ (к€ **V

Тогда оператор обобщенного квазисдвига Т* имеет вид

Т<1 * S  Щ  (***•) (17)

С'I f * , <^4І , vj - фиксировано).

В частности, если полиномиальные системы {р*.} , 

совпадают, то получается оператор обобщенного сдвига по ОНСП

а*) : ,

т Н с̂ *  7 1 Ї* р д ч  {*• \ I ^  р*м
**о rVC4i м

(їв)



Введем обозначения
•V

S l ̂  Д  И ч - і ь к і к і ) ілвг+) (їв)

Следующее основное угверждение Гл.П дает весовую оценку нормы 

оператора V  .
Теорема 5. Пусть ОНСП lp«.\ , обладают по­

ложительными ^-интегрируемым мажорантами

^Ы), «&(*>, (19)

и для последовательностей и { (см.(18)) выполняется 

оценка

+ 12 (20)

Тогда имеют место следующие утверждения:

I)  если

-  ІЗ -

то ортогональный ряд (17) сходится почти при всех х  € С-М) для 

каждого фиксированного ^ « С-V) ;

2) сумиа Т* ортогонального ряда (17) допускает представление

ч
где для ядра Kfo'j/fc) справедлива оценка

( 1к .Сх>1.*>1 я* і  р  - 1

причем постоянная С>0 не зависит от ;

3) если при некотором X , 4<1«оо , имеет место соотношение

то существует постоянная С*о, не зависящая от^Л^С-ЛЛ, такая,

что
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Теорема 6 (обобщенная формула умножения). Иуоть ОНСП {f^j, 

удовлетворяют уоловиям (19) и для заданной 

последовательности ненулевых вещеотвенннх чисел 

справедлива оценка (20). Тогда при каждом фиксированном **■ 

(«пУод І,.:. ) имеет место формула

при sтом постоянная t  »D не завиоит от € С-М).

Отметим, что извеотные ранее формулы умножения для полино­

мов Якоби и обобщенных полиномов Чебышёва оодержали лишь одну 

систему ортогональных полиномов.

Доказательства теорем 5 и 6 оонованы на новом представле­

нии трилинейного ядра

установленном в § I  Гл.П и имеющем оложный вид, причем в отли­

чие от билинейных ядер Дирихле, Валле-Пуссена, Пуассона "сингу­

лярность ядра расположена в точках St e

( -u -x ^ h Y  f

Неотрицательная функция Р* ( Vl e называ­

ется "горбатой мажорантой" функции Pw0i,V(*« 2 * ( * > ♦ ' )  по 

переменной ^ в точке \ , если выполняются следующие условия:

1) для всех и справедлива оценка т л ь т л )  ;

2) для фиксированных n .«2 t и функция іч а д  не убы­

вает на Ы )  и не возрастает на [\,Ч) •
Лемма 7. Предположим, что 0НСГІ I fM tH * )  Удов­

летворяют условиям (19). Тогда Функция

имеет на промежутках и "горбатые мажоранты"

и в точках , соответственно,

такие, что для "двугорбой мажоранты" состоящей из

-і-і
где

[ _ _  \

L С"-6 2/, *,4,1 «и,о),
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и '^ к " \ справедлива оценка

С
где постоянная не зависит от л«22+ и тц^вС-1,^

С помощью данного утверждения и леммы И.П.Натансона можно 

оценить мажоранты частных пут ряда (17) черев максимальную 

функцию Харди-Литтдвуда , после чего применение весовых оце­

нок для нормы 4* дает оценку нормы оператора Т * .

Леша 7 позволяет также установить весовую оценку для ма-

" Г  с . .

-----s r e -

играпцей важную роль в исследовании квазипотенциалышх функций.

В § 4 изучаются операторы усеченного взвешенного (право­

стороннего) одвига і

V * :  f” 1 *1
к«©

и их сопряженные операторы
п.

у ; ,  f  « м у ;  ^  ^ ї к р к - , ^

Дія СНСП {Рк} С"-€Ї  +} класса Р0 (при некоторых дополнительных 

условиях) установлены весовые оценки норм  ̂операторов 

где Mg - оператор умножения на функцию «С*) . В  качестве 

следствия получается оценка нормы оператора

v  ■. ? 04 — t r j ы * f t  к  І  ? > ' * L r - i  flTw,

t*  S

где { р Л С ^ Ь  ортонормированная система полиномов Лежандра;

»^\ Ск«2Ц- заданные последовательности вещественных 

чисел: если весовая функция 1лЫ) удовлетворяет условиям



U-x1) * ' totx) €Аг(Ч1) (1<г<с-)( 

а для последовательностей (к с2,)выполняетоя оценка

то

В Гл.Ш диссертации изучаются кратные ряды Фурье по орто­

гональным полиномам.

Пусть ( Ч ^ , Ч * О Д і И Ч 'М  - последователь­
ность одномерных полиномов степени гц, , ортонормированных на 

промежутке [-<,« по весу Jw U *!,!,...,» .) . Семейство

{ ?„]: [РКС*>\= ( Д  (*«

будет ортонормированным на кубе I  * по весу f С *^.

Каждой функции сопоставим ее кратный ряд Фурье по си­

стеме 1РК"\ (n.c'SJM :

. ї„ *  С*‘ П  ( i n

‘при этом сходимость ряда (21) понимается как предал при

(т.е. «Й*ч.Л ;"^вв )\последовательности прямоугольных частных 

суш (оходимость по Приисхейму)

Ь „ ( ( н  ( * « Ї > * 2 Г ) .
к.*о

В § I  изучается поведение частных суш • в част­

ности, вопросы СХОДИМОСТИ и оценки роста SnXt1,* )  •

Вес G.C5S,'34 i... ̂ ^принадлежит классу АХСТЛ)(,'<'-‘Н  (по 
прямоугольникам), если он удовлетворяет Av -условию по каж­

дой переменной тц. (С*1, _ jn) равномерно относительно остальных пе­

ременных. Класс А *(У '} введен В.М.Кокилашвили, Д.Куртца*, Ш. 

Фефферманом и Е.Стейном; условие Gv «А ^СЭ^Н ^г"») необходимо 

и достаточно для ограниченности кратного преобразования Гиль­

берта в пространстве L\CI"4 {<<г««о1. ^

Теорема 8. Пуоть одномерные СНСП (Рн; } 

принадлежат классу Р„ и для заданного веса V C*,,**, .,*»,.)

- 16 -



при всех К, , ( 4« k4tM,4«i^«kO выполняется уоловие

....

Тогда для любой функции | в Су СХ"4) справедлива оценка

l V « V e •«*.»,
где постоянная С.»О не зависит от функции f  и .

Кратная полиномиальная система {Р*Л (rv. *  2  Г )  °бразует 

базио по Принсхейму в весовом лебеговом пространстве L 'y fl"4)

[\ < г < «*•), если для любой функции L'y ( І "4) существует 

единственный ортогональный рад Т /  £  р  (-х) такой, что

1 ̂  “ So IIx.y *
Следствие. Пусть выполняются уоловия теоремы 8. Тогда 

кратная система образует бааио по Принсхейму в

В §§ 2 и 3 исследуются линейные методы суммирования крат­

ных полиномиальных рядов Фурье.

С помощью "пространственной матрицы" вещественных чиоел

Л** *

Ч СМ X 14‘4 ,- ,'V )

Ч *  « ‘ М *Ч Ч

ч"4' .  д \'N*-

* V - »*uoV *,*W ’

кадцой функции ( I " 4) по ее ряду Фурье (21) поставим в со­

ответствие последовательность прямоугольных Л *  -средних

v i. <ь*’,лг)« Г С 
*•0

Изучается следующая задача: при каких условиях на кратную, поли­

номиальную сиотему (Рк  ̂ элементы матрицы А "4 линейный

процесс Vl^G', Х'.Д"4) аппроксимирует функцию і

( - К ч , . , 0 « 2 Г ) .  (г2,

4«)*мь

Введем следупдую символику. Обозначим через Q ”4, множество

ЛНБ ш. в. Стефаника j 
АЫ України і

- 17 -



всех мультииндексов, ооотоящих иа ta. чисел, равных 0 , 1 1  :

C f M l . V  •.., <v J  , v  ... ,~\.

Символ , где К . О ч ч , . . . , к*(»ч*ч, . ,  <\*Q * ,

означает, что оуширование по. К;, от 0 до п.; проивводитоя

лишь для таких номеров I  , что ^ « 0  либо <Vt« 1 . Символ

‘У6 Ф** • означает операции 
взятия разнооти второго порядка лишь для номеров і  таких, что 

с^«0  либо «Vt ■ 1 і в то время как по оотальным К; разнооти 

вообще не берутоя и эаменяетоя на П.; . Если индекс \ 
отоутотвует, то полагаем, что есть вторая разнооть

от элемента ^  повоем —

Разобьем множество О,** на два подмножества

с г * { \ ,  v lv \  * v - ‘ . v  A  s - .C v 4 ®"' л *  Q "J.

Положим
^иМч-куИ) о_ Ъ(Ч-Н) если в данном V  на 1-том

V H  W 1 оте отоит I

=

где определяется иа условия

- 18 -

Д0 I 1оирвдвллвтил не jrU/lUXJWl |р^(

К 1 <  к “; ( l' u ' " 4

при этом ^ « L U e O  ,»j J*(*fr l Д іцАі іс К О ,

Обозначим

«и*“ і  Л С » .И.А, u\ К‘*л‘ *

Следующие три утверждения показывают, что в отличие от те­

оремы Ш.Фе^фермана результаты о А** -суммируемости по Прино- 

хейму справедливы и в т . -мерном случае.^

Теорема 9. Пусть одномерные СНСП I P i;' U  4 е "v* * •
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удовлетворяют условиям (6 ), (7 ), (9) (на промежутке

,**0 и для элементов матрицы А"* выполняются сле­
дующие предположения:

1) при каждом фиксированном наборе

W  С - і  І

A«i« «к

2) имеет место оценка

(23)

* +*оw  Г ^ £ ' " « £ Ч С С Ь е
м а *  <\*Яг *» •

Тогда для любой непрерывной на І*4 функции { равномерно на 

каждом компакте иа I * ,  ft справедливо соотношение (22).
w Vm

Теорема 10. Пусть олноыешшв ШСП 

и элементы А*"- удовлетворяют предположениям предыдущей теоре­

мы. Если, кроме того, выполняются условия "согласования”

* ойч) ( * ч ( 24)
*

I Z  £ »  С  К *  О  •« «  < ~ Ч

то для любой функции * « Ч Ч Г  ( Г )  , удовлетворяющей 
условию

И т € ^ ( П  ( * “W  Л чГ(ч), (25)

^  - почти всвду в 1 ^  справедливо соотношение (22).

Мультииндекс ограниченно стремится к бес­

конечности, если и 9м* if. «В (8*1^ .

 ̂Как известно, существует периодическая функция f  С*4,._

* L СоДх"}"'- , ряд Фурье которой по кратной тригонометри­

ческой системе не суммируется всвду методом C C ;i,t ,...( і ) t HO 

ограниченно (£,1,4.,..., і )  - суммируется к £ С», ,хг ; ,x*.) почти 
всвду.



Теорема I I .  Пуоть одномерные СНСП 

удовлетворяют условиям (6 ), (7 ), (9 ), (24) (н а  промежутке 

U i.A ilc  С-i,і )  ) . Если для елементе* матрицы Л*4 выполняются 

соотношение (23) и оценка

f W - v r t ^ l N . V H . C ,
ы  К.* '

то для любой функции | , удовлетворяющей (25), R, - почти всю­

ду в ТГ' имеет место предельное равенотво (22), когда п. ог­

раниченно стремится к бесконечности.

Отметим, что теоремы 8-II являются новыми и в случае крат­

ных рядов Фурье-Якоби. ,

Аналогичные утверждения справедливы и для суммируемости 

радов Фурье (21) методе»! Пуассона-Абеля.

В §§ 4 и 5 изучены ш. -мерные операторы обобщенного квази­

сдвига и усеченного одностороннего взвешенного сдвига^ ^  

Рассмотрим три системы одномерных ПОЛИНОМОВ И *;1»

(*ч«і*1, ортонормированных на промежутке [-1,11 о веоами

. соответственно, и образуем

кратные полиномиальные системы

і  р» И !| ft * > 1, К Ч  . М *  і б  С М ,

ортонормированию на кубе Т 4 с веоами

Л Л»

- 2 0 -

R , l * V R W - A  R ,M = P ( f ' V l . H W ' d  f*  N .

Еяя заданной последовательности

введем операторы



к*® ( ^ -фиксированная т очка,^«Ї і

\ j i «HjWRJMAi (КЄ2Д
при втом суша ряда понимается как предел последовательности 

частных сумм по прямоугольникам (по Принохейму).

Получены аналоги одномерных результатов, при втом, напри­

мер, условие (20) в двумерном случае имеет вид

ir-KO* <ца SCWNM-
*д.

* 5 v i ^ KJvJ* t; <U1A
причем

коэффициенты рекуррентных соотношений для ПОЛИНОМОВ { ,

. соответственно (см .( I) , (16) ).

 ̂ В § 6 Гл.Ш дано приложение результатов и методов Гл.Ш к 

полиномиальному методу Бубнова-Галеркина ддя интегрального ура­

внения Фредгсшьма

Ы ?  \ К & ,« | ( « р . ( Й .А * » Ы  (26)
• і

где в качестве координатной системы взята ортонормированная с 

весом fix ) система полиномов ІРчИ*-6 !♦ ) !

- 21 -
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Vjm- tU
м * °

то доказана сходимость полиномиального процесса Бубнова-Галер- 

кина в пространстве iTyt-MHl*'4*0' и получены априорные оценки 

для , V.-Vs . К-Кк через соответствующие наилучшие

приближения E ^ (U  и E lV," 0 0  ;

Доказательства утверже*кий основами на полученной в § 6 весо­

вой оценке двукратного преобразования Гильберта в смешанных 

весовых лебеговых пространствах (1- М іЧ  •

Глава ІУ диссертации посвящена изучению ряда вопросов гар­

монического анализа для матричных I  операторных ортогональных

полиномов.

-і -1

Если - единственное решение уравнения (26), a -

решение соответствующего вырожцеиного уравнения
і

где



Пуоть Я Ы  - оимметричная положительно-опреде­

ленная матрица-функция порядка К*РС ( Л< J{*eo ) такая, что 

вое ее элементы интегрируеш по Лебегу, и (л*2+) - оисте- 

ма матричных полиномов порядка К»К , ортонормированных а 
весом НЛ*-! ;

: '-1

где 'О - единичная квадратная матрица порядка X • Имеет мес­

то трехчленное рекуррентное матричное соотношение

*  9км * К  А*

где ?,С*Л - поотоянная обратимая матрица, а матрицы \яУ* 
вычисляются по формулам* » • 
h *  | х RW У* ЫАх, v;- j 5^(*Цх (л-е2Д 

11 ч л *1
Каждой матрице-функции F С»)(-1 **■»!), для которой существуют 

матричные коэффициенты Фурье 
А :

і©
поставим в соответствие рад Фурье по системе г а ( * ‘ 2Д  :

Г . й * £  W  Сх  ̂ Н *%ii). ' (28) *
■ МО '

В § I  получен порядок роста частных сумм рада Фурье (28) 

и рассмотрена задача о восстановлении матрицы - функции Р(х) 

о помощью линейных средних ее рада Фурье

и н(Рі*-.Л)« І .  С  t . f f )  9  W
-. ' ' МО *

где Л .* матрица (3).

Теорема I 2. Предположим. что существует вещественная мат­

рица - функция ФС1*") с неотрицательными элементами такая, что 

при воех справедлива оценка

I ? кс*М « $ 1 » ) ( * « 2 Д  (29)

■' - 23 - % ■ •
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причем
і  і

\ $  W I R H , \ I R H  % 'ы  Ах* є»,

*1 -1

где Ь  - ненулевые вещественные постоянные квадратные матрицы 

порядха К с конечными неотрицательными элементами и § W  - 

транспонированная матрица для $ (* ) . Если для коэффициентов ре­

куррентного соотношения (27) имеет место оценка

JK, %М\ *
и для элементов суммирующей матрицы (3) выполняется (8), то в 

каждой точке Лебега матрицы - функции Ft1*-) , удовлет­

воряющей условию ^

-1
справедливо соотношение

К-»«*

В частнооти, отсюда следует (C,Jl>0) - суммируемость 

почти всюду ряда Фурье (28).

§ 2 вводится некоммутативный оператор обобщенного сдви­

га Т * по ортонормировании»! матричным полиномам 

по формуле

*■ і , ^ - фиксировано)(30)

В отличие от скалярного случая абстрактная теория операторов

* не построена (для неограниченных о .о .с . , задаваемых мат­

ричными мерами и действующими в пространстве вектор-функций 

Л.И.Вайнерман4) доказал формулы Ояаншереля и обращения), наш 

подход, основанный на представления матричного ядра

9* 9 Kt|>9KC*5i (*'•€2*). позволяет получить оценку нор­

мы

4) Л.И.Вайнерман И  ДАН СССР. - 1988. - 302, * I .  - С. 14-18.



- 26 -

Теорема ІЗ. Пуоть ортонормированная оистема матричных по­

линомов (k*2Z*) удовлетворяет (29) ж

Пуоть, далее, для коэффициентов рекуррентного ооотнооения (27) 

выполняются условия

E l V U h t W ‘ b ( ^ >

| l | ? Г М -

Еоли для некоторого г , к\ «оо . матрица - функция PC*) и 

матричный вео ЯОД удовлетворяют предположениям

\ ЦрМГ | rw ¥ w ( IIfcwl'MTfye***’

то имеют место следушие утверждения:

1) ортогональный матричный ряд (30) оходитоя почти всвду в

С-1,1) при каждом фиксированном ;

2) справедлива оценка

( |Т> F M lW  W M H & f .

где окалярная постоянная с»о не зависит от матрицы - функции 

РСх) и переменной )}*С*1»1) .

В § 3 ГлДУ исследуютоя ряды іурье иекторнозначных функ­

ций по скалярной системе о^тонормированных полиномов.

Для вектор - функции

положим

V ? w = ( ^ , < - w ' s ^ w " A . f » w '-■•) 0“ Кв-.Мч\,\«а,'

« Ч А - 1
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Теорема 14. Пуоть ортонормированная о веоом JC*) оиотема 

полине»!ов lf*.\ (п.*"!*) принадлежит класоу FJ, и при некотором 

г  , Н 1 < »  , для весов p t*y  и С*» С*) выполняется условие 

(14). Тогда і

J| I wW ^ s c [  j

где постоянная C>0 не зависит от 

и .

В случае конечной системы ультраоферических полиномов не- 

веоовой вариант получен Б.Макенхоуптом и Е.Стейном?'

Дня вектор - функций f  оо значениями в банаховом ITMD- 

пространстве рассмотрены линейные метода суммирования рядов 

Фурье по системе ^Р*Нл42 0  и введен оператор обобщенного ква­

зисдвига Т 1 , для которых получены результаты о А  -оум- . 

мируемости и установлена оценка норм*.

В последнем параграфе Гл.ІУ для рядов Фурье по оператор­

ным полиномам доказаны аналоги теорем 4 (одновеоовой вариант) 

* 5 .
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