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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Моделювання систем різної природи 
часто приводить до жорстких систем диференційних рівняннь 
високого порядку, що описують їх поведінку. С точки зору 
точністі і часу обчислень на ЕОМ такі моделі подлягають 
зниженню порядку - редукції.

Математичні моделі машин традиційно редукують за до­
помогою методів агрегування, які базуються на збереженні 
нижньої частини спектру власних частот. Однак, у випадку 
нелінійних моделей такий шлях не можна визнати коректним.

Є відомими деякі підходи пониження порядку нелінійних 
систем, але їх загальною характеристикою являється склад­
ність процедури редукції, пов’язана з загальністю припущень 
про нелінійність, хоч, з другого боку, інколи робляться 
припущення, які обмежують їх застосування до моделей машин 
(наприклад, гладкість правих частин нормалізованих систем 
диференційних рівнянь).

У зв’язку з цим, уявляється актуальною розробка методик 
редукції моделей машин більш гармонійних у сенсі поєднання 
строгості І простоти.

Мета роботи полягає в розробці методики зниження поряд­
ку для класу динамічних моделей машин, які являють собою 
системи нелінійних звичайних диференційних рівнянь. Практи­
ка використання таких моделей достатньо широка у відношені 
багатьох машин, зокрема, прокатних станів і верстатів, на 
прикладі яких ведеться викладення матеріалу.

Методи дослідження. При вирішенні поставлених задач 
використовувались математичні методи, в т.ч. аналітичні з 
широким вистосуванням апарату матричного аналізу і компью­
терно! алгебри, а також чисельні методи, реалізовані в про-
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грамах для ЕОМ.
Наукова новизна роботи полягає в адаптації найбільш 

афективного методу редукції лінійних динамічних систем, який 
базується на їх балансному перетворенні, зв’язаного з діаго- 
налізацією.граміанів спостережуваності і керованості, до ви­
падку нелінійних коливальних систем з циклічними координата­
ми, що містять лінійні підсистеми, з ’єднані нелінійними эле­
ментами або підсистемами.

Пропонується алгоритм побудови перетворення, що приво­
дить згадані граміани до блочно-діагонального виду, який на 
відміну від традиційних підходів не потребує обчислення син­
гулярных чисел матриць і дозволяє успішно вирішувати задачу 
редукци у випадках, коли початкова система має фазові коор­
динати, близькі до неспостережуваних або некерованих.

Розроблена нова математична модель карданного пристрою, 
що враховує просторові коливання кардану в межах зазорів і 
пружних деформацій універсальних шарнірів, що дозволяє ко­
ректно визначати стан системи в момент прикладання зовніш­
нього навантаження.

Демонструється використання розробленої методики редук­
ц ії для моделі машини,'що містить карданний пристрій як 
нелінійну підсистему.

Розроблений алгоритм редукції включає визначення влас­
них частот лінійних підсистем. Автор пропонує спосіб обчис­
лення власних частот з високою точністю, що дає можливість 
використовувати алгоритми, які дозволяють знаходити сингу­
лярний розклад добутку двох матриць, не розраховуючи попе­
редньо сам добуток.

Практична цінність. Розроблена методика редукціі доз­
воляє коректно понизити порядок і жорсткість математичної 
моделі і за рахунок цього підвищити точність чисельного 
розв’язку, а також значно скоротити час обчислень на ЕОМ. ї ї
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ефективність підтверджується чисельними прикладами динаміч­
них розрахунків приводів прокатних станів і верстатів.

Розроблена математична модель карданного пристрою вра­
ховує фактори, які суттєво впливають на динамічне навантаже­
ння ланок, що підвищує достовірність результату моделювання.

Реалізація результатів роботи. Одержан і теоретичі резу­
льтати були використані в роботах по динамічному аналізу і 
параметричному синтезу головних ліній прокатних станів на 
стадії їх проектування та реконструкції (в рамках госпдо- 
говорів з 00 НКМЗ). Одержано акти впровадження розроблених 
методик динамічного розрахунку в практику проектування 
прокатних станів в Орендному об’єднанні "Новокраматорський 
машинобудівний завод".

Апробація роботи. Матеріали диссертації доповідались на 
науково-технічних конференціях "Вторые Боголюбовские чтения 
по проблемам теории нелинейных дифференциальных уравнений" 
(Київ, 1992); 17-й Конференції молоди вчених Інституту меха­
ніки АНУ (Ки їв,1992); "Моделирование и исследование устойчи­
вости систем" (Київ, 1993); "Динамика и прочность машиност­
роительных и строительных конструкций" (Севастополь, 1993) 
та на наукових семінарах відділу Динаміки складних.систем 
Інституту механіки НАН України.

Публікаші. По темі дисертації опубліковано 7 рабіт.
Структура і об’єм работа. Диссертація складається з 

вступу, чотирьох разділів, висновків і двох додатків (всього 
140 сторінок машинописного текстущо включає 34 рисунка, 14 
таблиць і сПисоц літератури з 85 назв.

ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ

У пеИНОМУ розділі приводиться огляд методів редукци 
лінійних І нелінійних моделей. Викладаються основні поло­



ження методу балансного перетворення і проводиться його 
порівняння з методом агрегування. На основ! огляду літера­
тури робиться висновок про перевагу метода балансного пере­
творення при розв’язанні задач зниження порядку динамічних 
моделей машин.

Розглянемо основні положення цього методу. Нехай дана 
лінійна стйціонарна система

х = Ах + Ви ; у « Сх, (1)

де х е кп , u (t) с огт , у є  о?1 - відповідно вектори фазових 
координат, керуючих сигналів І спостережуваних величин, А,В,С 
-дійсні постійні матриці відповідних розмірів, причому, 
матриця А є асимптотично стійкою, а В и С мають повний ранг. 
Система вважається повністю керуємою і спостерігаємо*). Ста­
виться задача побудови редукованої моделі, яка апроксимірує 
систему (1), для всіх входів u з деякого класу функцій. 
Керованість і спостережуваність системи характеризується 
відповідно граміанами керованості І спостережування Wr I WD, 
які задовільняють рівнянням Ляпунова

AWr  + WrA' + ВВ' = 0 ; a'Wq+ WqA + c 'c  = 0 . (2>

Можна побудувати так зване балансне перетворення х = Тх 
(матриця Т с к11®1 має обернену) і одержати систему

х - Ах + Ви ; у = Сх, (3)

для якої Wr= W0=E»diag{ o1t а г ....... оп }, ot і  оі+ і, 1=1,п-Т.

Припустимо, що ог »  о^., . (4)
Це означає, що перші г компонентів вектору х суттєво краще 
керуються і спостерігаються. Розіб'ємо матриці, що входять у 
(3), на відповідні блоки

6
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Г А  А 1 Г В  Г 2 О ]
11 12

А = -  -  , В = -  , С - [ С 4 С 1, S = . (5)
А ,  А , ,  В,  1 J 0 s

2 1 2 2 2 -* 2 J

Тут блок A1t має размір гхг і т.д. Підсистема (Ап , В,» С( ) 
є найбільш керованою та спостережуваною частиною системи 
(А,В,С), отже, вона, а саме

ї ,  = А ,1Ї 1 + І,и  ; У - С1х1 , (6)
може бути використана як система більш низького порядку, що 
апроксимує систему (А,В,С). У частотній області має місце 
така оцінка похибки апроксимації

|С (М  - А )’ ’В - 0 , (М  - А ,,)• ’І , s 2trS2 , (7)
де о) - власна частота,,І - одинична матриця, 3 - уявна оди­
ниця, tr  - слід матриці, |Х(Зш)|и = sujj) o (X (Ju))}, (о - мак­
симальне сингулярне число матриці). о

У другому розділі описані типові математичні моделі ма­
шин у лінійній і нелінійній постановках, а також спосіб під­
готовки моделей до редукції методом балансного перетворення. 
З цією метою виконується декомпозиція моделі з виділенням 
лінійних блоків і циклічних координат. Підсистемам надається 
вигляд (1). Зовнішні навантажіння при цьому розглядаються як 
керуючі впливи. Теоретичні положення доповнюються чисельними 
прикладами редукції конкретних систем. Обмірковується проб­
лема інтегрування початкової жорсткої системи в зв’язку з 
необхідністю оцінки точнісп редукованої моделі.

Розглянемо Л і н ійну систему, ще з д і й с н ю є  крутильні коли­
вання, яка характерна дай задач чиодеиовання трансмісій ма­
шин.
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J(p + Dtp + Кф = Nu, (8 )
дв -J, D, К є в?10* - матриці моментів'інерці і, демпфирування І 
жорсткості ВІДПОВІДНО; ф є к к- вектор кутів поворотів ВІДПО­
ВІДНИХ ланок; u  - вектор моментів, які прикладаються до сис­
теми; N - матриця,.яка визначає вплив моментів на відповідні 
координати. .

Припускаємо наявність так званого пропорцюнаяьного 
демпфирування:

D = a J + ЬК , (9)
де а, Ъ - const. Припустимо, що результати спостережень (ку- 
тов-1 координати і швидкості окремих елементів, закручуючі 
моменти у валах і т .п .) можна записати у вигляді

у = Н<р + йф , ( 10)
де Н, R - постійні матриці відповідних розмірів.

Наявність циклічної координати (можливість обертання 
всієї системи як твердого тіла) не дозволяє беспосередньо 
використовувати методологію редукції, що описана вище (не 
виконується вимога асимптотичної стійко сті).

Використовуючи перетворення ф = Sz ( S = J ' 1/,U , де 
U - ортогональна матрицяі що приводить̂ матрицю J " 1 /JK J‘ 1/J 
до діагонального вигляду, тобто U* J ' 1 ' ’K J '1'*!! = 
diag (со* , . . . ,  > = П2, де і  . . .  = 0 - власні
частоти системи ), з врахуванням (9) перейдемо до нормальних 
координат z:

z + (а і + bO? )z + n*z = s'nu , у = HSz + BSz (1 1 )
Далі проведемо декомпозицію системи (11), відокремлюючи цик­
лічну координату z :

й, + (аЕ + ЬО|)£, + Q|z, = N,u , (12)
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z + az. = N.u , 
У * У, + У,-

(13)
(14)

Тут z = fz, z . l  , П = diagto, 0} , [Nt N Y *  s 'n  ,

у = HSz + RSz = [Ht H 1•[a t z 1# + [R̂  R ]* [zt г ]’ = У, + У
В очевидь, що редукувати слід тільки підсистему (12) 

з вектором спостереження у ( , характеристичне рівняння якої 
вже не має нульового кореня. Приводячи її до виду (1) та 
використовуючи вищеописану процедуру редукції, отримаємо 
наступну апроксимацію початкової системи (8)

Типова нелінійна модель машини має блочно-лінійну стру­
ктуру! лінійні блоки з'єднані без інерційний нелінійними 
елементами (зазори, змінні передатні відношення пристроїв, 
реакції нелінійних муфт) або підсистемами (наприклад, кар­
дан, що виконує просторові коливання).

Ідед.редукціі таких моделей полягає в розгляданні реак­
цій нелінійних елементів (або підсистем) як зовнішні впливи 
на лінійні підсистеми. Для цього потрібна попередня деком- 
позиція початкової моделі на лінійні і (якщо вони є) нелі­
нійні блоки. Для формування реакцій нелінійних елементів 
потрібно назначити у якості змінних, що спостерігаються, ко­
ординати і швидкості суміжних з ними ланок, які належать до 
сусідніх підсистем. Редукція лінійних підсистем виконується 
незалежно згідно з методикою, що описана вище. Далі проводи­
ться їх об'єднання з врахуванням реакцій нелінійних елемен-

Х 1=  А 11Х 1+  B 1U

z = -az + N u (15)
у с ,! ,  + fl.z. + R.z.
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Tie та сумісне интегрування.
Припустимо, що безінерціний нелінійний элемент v (рис.1)

Рис. 1

є зпязуючою .ланко» між двома лінійними підсистемами I  I I I ,  
які складаються з пружних валів, що несуть ряд дисків. Рух 
цих лінійних підсистем описується рівняннями

J 1̂ 1 + d V  + k V  = N1tu  ̂ wl' (1 = I , I I ) .  (16) 
Тут w - реакція нелінійного элемента v, що являє собою нелі­
нійну функцію різниці кутових координат і швидкостей суміж­
них дисків:

w  = Г((Ф* - ср*Т), «р* - Ф*1 )) . (17)

У склад компонентів векторів спостережування введемо 
величини, що дозволяють сформувати реакцію w

у1 = hV 1 + R1̂ 1 = [ф* ф* . . . ]  . (18)
Піддавши обидві підсистеми і  = 1,11 (Іб )-(І8 ) процедурі

редукції (8Ы18), отримаємо слідуючу апроксимацію початко­
вої моделі

А*,х*+ b W  w l', г1» -a1̂ 1 + N^u1 ,
„ _! . ’ " 09 )
у*= c*x| + + R^z* ( і  = I , I I ) .
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В третьому розділі пропонується алгоритм редукції, що 
базується на блочній діагоналізаціі граміанів спостережува- 
ності і керованості, який на відміну від традиціного методу, 
що був розглянутий у разділі 1 , не потребує знаходження 
сингулярних чисел. Він дозволяє афективно розв'язувати 
задачу зниження порядку системи у випадках, коли остання мав 
моди, які близькі до неуправляємих або неспостерігаємих. 
Зфективність алгоритму демонструється на прикладі.

Вимога (4), взагалі кажучи, не є єдино можливим визна­
ченням провідної ролі підсистеми (Ап , В , С1) (б ). Напри­
клад, відома формуліровка ц ієї властивості у термінах слідів
матриць . Так, підсистема (АЧ1, В ,, 0 ,) вважається
домінантною, коли

tr  2 ’ tr  Е*
1 »  |А = ---- \ » --- т—  ,tr  Sj tr  W w0w

t .t .  коли мала та частина сліду матриці W#W0W, яка відпові­
дає сліду матриці 2* (тут мається на увазі Wr= fTH - розклад 
Холецького).

В дисертації вважатється, що домінантна роль підсистеми 
(А11, В1 ,С,) характеризується досить малою величиною 7 , 
такою, що

о* > 7 ti*W 0W > о*, t , №
В очевидь, вибір величини 7 визначає індекс р, f .? ,  разчір- 
ність підсистеми (А1І# Р1. С ,). Така характеристику провід­
ної ролі підсистеми (A11f В ,, С1) дозволяє виключити проце­

дуру діагоналізаціі граміанів при знаходженні перетварвннЯ| 
за допомогою якого здійснюється процес редукції. Вонв доз­



воляє знаходити перетворіння.які не діагонаяізують граміани 
*г , WQ , а призводять їх до блочно-діагонального виду.

Побудова перетворення, що приводить граміани до блочно- 
діагонального виду, базується на обчисені матриці %, що 
приводить матрицю W WQW до вказаного виду, при цьому, верх­
ній діагональний блок повинен мати власні значення оj , о’ , 
. . . .  о£ . Для цієї мети можна використовувати алгоритм, 
який містить наступні кроки.

1). Задаєм значення 7 І визначаємо^ = 7 t r  W*W0W .
2). Знаходимо sign Uy- знакову функцію матриці 0у =

W'WQW - v l і відповідно проектори sign+Uv« O.ptslgn Uv+ I I ,  
sign"Uv - 0,5tl - sign UV1 . Відмітимо, що tr(eign*Uv ) = г,
tr(eigrH Jv ) - n - r.

3). 3 г лінійно незалежних стовбців матриці aign+Uv ут­
ворюємо матрицю разміру п х г. Аналогічно з п - г неза­
лежних стовбців матриці sigrTUv утворюємо матрицю S_ , 
розміру п х (п - г ).

4). Перетворення %, що приводить матрицю 0V до блочно- 
діагонального виду, визначається так

т « IS+ S_l,; -

Розміри блоків Uv+ , Uv_ дорівнюють Г X Г Та (ti-r) X І’П-Г) 
відповідно, а власні значення їх о’ , . . .  , о* та о* , ,
. . .  , о*

у  четвертому розділі наводяться приклади динамічних роз­
рахунків машин з метою демонстрації вистосування розробленої 
методики редукції І порівняння результатів моделювання, що 
проводились на повній і редукованій моделях.

Розглядаються лінійні та нелінійні моделі (послідовні І

V  о
о її., (21)

<2



ІЗ

розгалуджвні) прокатних станів І верстату. В якості неліній- 
ностей виступають зазори, просторові коливання кардану, 
змінна кінематична передаточна функція.' Також демонструється 
приклад, коли традиційним методом балансного перетворення 
неможливо провести редукцію моделі і необхідно використання 
модифікованої методики, запропоновано і в разділі 3. Резуль­
тати розрахунків зображені у вигляді графіків спостережува­
них величин (пружні моменти» траектбри).

При інтегруванні рівнянь руху використовувався метод 
Кутта-Фельберга пятого порядку точності з автоматичним вибо­
ром кроку.

Час інтегрування повної і редукованої систем відріз­
нявся у середньому на два порядка на користь останній. При 
цьому відносна похибка апроксимації (якщо прийняти початкову 
модель за эталон) при пікових навантаженнях ланок не переви­
щувала 2% .

На графіку рис.2 наведено результати моделювання пере­
хідних процесів у приводі прокатного стану (закручуючий 
момент у шпинделі), зв'язаних з виконуванням одного циклу 
прокатки. Відповідна математична модель враховує просторові 
коливання кардана і зазори в-шарнірах Гука (рис.4). Порядки 
початкової і редукованої моделей - 34 і 20.

На рис.З наведено графік закручуючого моменту у разпо- 
дільному валу багатошпиндельного токарного верстата-авто- 
мата, який має мальтійський механізм з нелінійною кінема­
тичною передаточною функцією. Порядки початкової та редуко­
ваної моделей -14 1 8 .

В обох випадках спостерігається візуальне співпадіння 
кривих, які були одержані на початковій і редуцирован їй мо­
делях .

В додатку 1 описана математична модель карданного меха­
нізму, у складі приводу, яка враховує малі просторові коли-
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вання кардана у межах зазор № та пружних деформацій шарнірів - 
Гука. Розрахункова схема механізме (рис.4) була розроблена 
на основі слідуючих спрощуючих припущень.

Згибна і продольна жорсткісті вала шпинделя вважаються 
нескінченими, а закручуюча - кінцевою.

Взаємодія лопастів і вилок шарнірних вузлів здійснюєть­
ся кінцевим числом характерних точок у відповідності з моде­
лью динамічної контактної взаємодії Герца.

Розрахункові схеми шарнірних вузлів подані системою 
елементів, одні з яких реалізують змінні передаточні ф у н к ц і ї  

ідеальних карданних шарнірів (блоки ufa I ubs на рис.4а), 
другі враховують неідеальні фактори, якими являються зазори 
та пружно-дисипативні властивості деталей (рис.46).

Вважається, що переміщення центра мас шпинделя вздовж 
л ін ії, з'єднуючеє Геометричні центри шарнірів, не здійсню­
ється.

В дбдатку 2 описан алгоритм обчислення власних частот 
коливальних систем з високою точністью.

У висновках стисло сформульовані основи і результати ди- 
сертацп, які полягають у наступному.

1). На основі аналізу літератури показано, що найбільш 
афективним методом редукції динамічних моделей машин у л і ­
нійній постановці є метод балансного перетворення.

2). На базі методу балансного перетворення розроблено 
методику редукції динамічних моделей машин, які містять 
типові нелінійніеті, враховують демпфирування I мають цик~. 
л |̂чні. координати.

3 ). Розроблено математичну модель карданного механізме 
з врахуванням просторових коливань карданного вала, а також 
пружності ланок, зазорів і нелінійності передаточних функцій 
шарнірів Рука.

4). Продемонстровано використання розробленої методики
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редукції до моделі машини, цо містить карданний механізм.
5). На основі методу балансного перетворення розроблено 

модифіковану методику, яка дозволяє редукувати моделі, які 
мають координати, близькі до неспостерігаємих та неуправля- 
ємих. Це зустрічається у сильно демпфированих системах висо­
кого порядку.

6 ). Розроблено алгоритм обчислення власних частот коли­
вальних систем з більш високою ТОЧН1СТЫО, ніж це робиться 
традиційними методами (запропонована методика редукції міс­
тить визначення власних частот лінійних підсистем динамічної 
моделі).

7). Наведено декілька чисельних прикладів редукціі ди­
намічних моделей прокатних станів І верстата, демонструючих 
високу зфективність запропонованої методики зниження поряд­
ку.
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