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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми
В процесі математичного моделювання динамічних систем ве­

лика увага приділяється дослідженню стійкості розв'язків відносно 
збурень початкових умов, правих частин та параметрів. Такі дослід­
ження є актуальними для багатьох предметних областей. При ство­
ренні теорії стійкості руху А .М .Ляпунов для систем звичайних ди­
ференціальних рівнянь запропонував загальний метод, що пов'яза­
ний з ідеями Пуанкаре.

Більшість прикладних задач потребують досліджень технічної 
або практичної стійкості руху. При виконанні умови практичної 
стійкості збурена траєкторія буде знаходитися від незбуреної в кож ­
ний момент часу на "відстані" , що не перевищує заданих обмежень. 
Поняття практичної стійкості було введено в результаті досліджень 
М .Г.Четаєва, М .М .М оісєєва, Ж .Л а-С алля, С.Лефшеця. Великий 
вклад у розвиток методів практичної стійкості був зроблений завдя­
ки роботам Б.М .Бублика, М .Ф .К ириченка, Ф .Г.Гаращенка.

Д ля деяких систем існують ефективні методи побудови ф унк­
цій Ляпунова. Але все ж  таки, при застосуванні другого метода Л я­
пунова до розв’язування конкретних задач головною залишається 
проблема, що пов'язана з відсутністю алгоритму побудови функції 
Ляпунова. Дисертація є подальшим розвитком досліджень в цій га­
лузі. Розвивається метод побудови оптимальних недиференційовних 
функцій Ляпунова для дослідження задач практичної стійкості, що 
описуються системами звичайних диференціальних рівнянь.

При розв'язуванні інженерних задач виникають, як правило, 
проблеми оптимізації отриманих екстремальних оцінок областей 
практичної стійкості. А це, в свою чергу, приводить до мінімаксних 
траєкторних оптимізаційних задач. Останні досліджувалися у робо­
тах Ф . Кларка, В .Ф .Дем’янова, В.М .М алоземова, В.Г.Болтянського, 
Р .П .Ф едоренка та Ф .Г.Гаращенка. Часто зустрічаються прикладні 
задачі з обмеженнями на ф азові змінні, в яких функція керування 
задається в структурно-параметричному вигляді, а стан системи ви­
значається деякою матрицею. Н априклад, в задачах керування пуч­
ком траєкторій динаміка пучка описується матричним диферен­
ціальним рівнянням Ляпунова. Для розв'язування класу таких за­
дач, що описуються матричними диференціальними рівняннями, до­
речно використовувати компактне формулювання принципу макси­
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муму в матричній формі. В дисертації розглядаються задачі матрич­
ної параметричної оптимізації при обмеженнях на фазові координа­
ти. Розвинуті методи застосовуються для оптимізації обвідної пучка 
траєкторій.

Створене алгоритмічне та програмне забезпечення орієнтова­
но, насамперед, для розв'язування актуальних задач оптимального 
проектування систем прискорення та фокусування.

Мета роботи
Мета роботи полягає в отриманні оптимальних за об'ємом оці­

нок для аналізу практичної стійкості руху, що описується система­
ми звичайних диференціальних рівнянь, оптимізації даних оцінок, 
створенні програмного забезпечення для побудови областей прак­
тичної стійкості, застосуванні отриманих результатів для розв'язан­
ня задач оптимального проектування систем прискорення та фокусу­
вання.

Методика досліджень
Теоретичні дослідження задач практичної стійкості базуються 

на методі функцій Ляпунова. Оптимальні функції Ляпунова будува­
лися за допомогою загального інтегралу системи диференціальних 
рівнянь. Це вимагало широкого застосування теорії звичайних ди­
ференціальних рівнянь у проведених дослідженнях.

Використання чисельного експерименту в процесі досліджень 
мало суттєве значення при розробці оптимальних структур областей 
практичної стійкості для лінійних стаціонарних систем диферен­
ціальних рівнянь.

Д ля розробки алгоритмів оптимізації отриманих екстремаль­
них оцінок використовувалися ідеї недиференційовної оптимізації 
Ф .К ларка, В .Ф . Дем'янова, В.М .М алоземова, В.Г.Болтянського, 
Р .П .Ф едоренка. При розв'язуванні задач керування пучками траєк­
торій використовувався метод структурно-параметричної оптиміза- 
ції, розроблений Ф.Г.Гаращенком.

Наукова новизна
В процесі досліджень отримані наступні нові результати:
• загальні теореми практичної стійкості поширені на випа­

док недиференційовних функцій Ляпунова;
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• на базі апарату недиференційовних функцій Ляпунова 
для широкого класу динамічних систем отримані критерії практич­
ної стійкості;

• для лінійних стаціонарних систем другого порядку роз­
роблені аналітичні оцінки оптимальних областей практичної стій­
кості;

• досліджені задачі мінімаксної оптимізації матричних ди­
ференціальних рівнянь при обмеженнях на фазові змінні, отрима­
ні необхідні умови оптимальності та запропоновані конкретні алго­
ритми розв'язування цих задач;

• на основі розроблених алгоритмів для чисельного аналі­
зу задач практичної стійкості створено програмне забезпечення;

• отримане алгоритмічне та програмне забезпечення засто­
совувалось для розв'язування задач оптимізації динаміки пучків за­
ряджених частинок.

Практична та теоретична цінність
Застосування розробленої в дисертаційній роботі методики по­

будови оптимальних оцінок для аналізу практичної стійкості руху, 
що описується системами звичайних диференціальних рівнянь, до­
зволило розв'язувати задачі оптимізації області захвату частинок у 
процес прискорення та фокусування по радіальних координатах.

Запропоновані методи мінімаксної оптимізації матричних ди­
ференціальних рівнянь при обмеженнях на фазові змінні можуть 
бути застосовані при проектуванні оптимальних систем прискорення 
та фокусування, в яких урахування радіальних коливань пучка за­
ряджених частинок здійснюється згідно відповідного матричного ди­
ференціального рівняння Ляпунова.

Апробація роботи
Основні результати роботи доповідалися на II Всесоюзній 

науково-технічній конференції "Актуальні проблеми сучасного при­
ладобудування" /М о ск в а , 1988 р . / ,  на Українській конференції 
"Моделювання та дослідження стійкості систем" /К и їв , 1993 р . / ,  
на Кримській осінній математичній школі "Метод функцій Л япуно­
ва та його застосування /А л у ш та , 1993 р . / ,  на Українській конфе­
ренції "Моделювання та дослідження стійкості систем" /К и їв ,  
1 9 9 4 р ./, та на наукових семінарах кафедри моделювання складних
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систем Київського національного університету ім. Тараса Ш евченка 
/1993-1994  р . /

Публікації
Основні результати проведених досліджень опубліковані в се­

ми роботах [1-7].

Структура та обсяг дисертації
Дисертація складається з вступу, чотирьох глав, висновку, пе­

реліку використаної літератури та додатку. Обсяг роботи складає 
І З  0  сторінок машинописного тексту, що включає 21 малюнок. 

Перелік літератури налічує 111 найменувань.

ЗМ ІС Т РОБОТИ

У в с т у п і  приводиться короткий огляд літератури з питань 
практичної стійкості та задач оптимального керування з фазовими 
обмеженнями, що стосується даної роботи. Обгрунтовується ак­
туальність теми дисертації та викладено основний зміст отриманих 
результатів.

В п е р ш о м у  р о з д і л і  розглядаються основні теореми практич­
ної стійкості, узагальнені на випадок недиференційовної функції 
Ляпунова.

Перш ий параграф  містить допоміжні відомості. Вводиться по­
няття загальної похідної опуклої недиференційовної функції Л япу­
нова в силу системи звичайних диференціальних рівнянь

£-/(...) І . м J. (1)
а також  в силу системи зі збуреннями із заданоі області QR

f (x , t )  + R(x,t), t e[t0,T]-  (2)

Незбурений рух х(/) = 0 системи (1) називають [G0,O t,/o,7’| -

стійким, якщо х ( /)б Ф ,, t є[/0,Г] лише тільки початкові умови задо­

вольняють співвідношенню *(?о) eG0 .
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Тут Ф, —допустима множина стану вектора x(t) в момент 

f є[г0,Г ] .

Незбурений рух х(г)нО системи (1) називають

{Go. ФрА)’ Т > -стійким при постійно-діючих збуреннях, якщо 

х (г )єФ г, t e [ t Q,T] лише тільки початкові умови і збурення

задовольняють співвідношенням x(t0) eG0 , R(x,t) eClR .
Для множин початкових умов

G0 = G$ = j je  m *a |p k (x)| < p  j ,

де рД х) —неперервні функції, та

Gn = G* = |xr|A,a,| < 1, / = 1, л|

конкретизується поняття практичної ^ о ’.ФрГд.г! - та

{Л;,л,Фг,г0,Г} -стійкості. Причому, при розробці критеріїв для аналі­
зу стійкості використовується принцип ускладнення як математичної 
моделі, так і фазових обмежень та множини початкових умов. Для 
цього розглядаються лінійна однорідна нестаціонарна система дифе­
ренціальних рівнянь

А V*

^  = t є[г0,Г ] , (3)

та лінійна система вигляду
ґІ Y*

—  = 4 ) x  + /(r), te [ t0,T].  (4)

В другому параграфі ряд основних теорем практичної стійкос­
ті узагальнено з урахуванням недиференційовності функції Ляпуно­
ва.

Теорема 2.1. Якщо для системи диференціальних рівнянь (1) 
знайдеться додатньо-стала функція Ляпунова V(x,t) , що задоволь­
няє умовам

{ х К (.т ,г )< і]сФ г, t є[г0,Г] , (5)

~7~ = ~ ^ '~ T  ПРИ x  є{х:К(дс,г)<і}, t e[ t 0,T],  (6)dt (і) \_coc dt _ ct I v / ) l J
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G0 e { x :F (x ,r0) < l ]  , (7)

TO незбурений розв'язок jc(f) = 0 системи (1) {(/0,ФрГ0,Г} -стійкий.

Тут під

дУ dx_ 
дх ’ dt

dV dx 
дх ’ dt

розуміємо похідну за напрямком
dx
I t

-  lim
h—>+0

Теорема 2.2. Якщо для системи диференціальних рівнянь (1) 
знайдеться додатньо-стала ф ункція Ляпунова F (x ,r ) , яка задоволь­
няє умовам (5 ) ,(6 )  теореми 2.1 і

x :m ^ jp t (x)| < р \ с  [х :V(x(t0),f0) < l ] , (8)

ТО незбурений розв'язок x(f) = 0 системи (1) jGjf, Фрг0, г |  -стійкий.

Показана зворотність цієї теореми, для чого побудована відпо­
відна недиференційовна функція Ляпунова

V(x,t) = m ^ p k(<p(t,t0,x )]   ̂ (9)

де х(ї0) = <p{t,t0,xj  —загальний інтеграл системи (1).
Доведена також теорема про асимптотичну стійкість системи 

диференціальних рівнянь (1 ) при Г>Г0 .
В параграфі 3 досліджуються питання практичної стійкості 

систем диференціальних рівнянь при постійно-діючих збуреннях 
(2 ). Д ля такої системи доведена

Теорема 3 .1 . Якщо для системи диференціальних рівнянь (2) 
існує додатньо-означена функція Ляпунова V(x,t) і 0<£-<1,  які за­
довольняють умовам

( 10) 

( 11)

( 12)

{ г ф ( ) < і } с Ф ( , t є[г0,Г] ,

dV
dt ( г)

dV_
дх

,/(x,t)-t-R(x,t) dV л
+ a  ~ '

КОЛ И X є Фг \ {x: V {x, t) < 1 -  £-|, R(x, t) ,

G0 c{ x rF (x ,r0)< l}  ,
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то незбурений розв'язок х(г) = 0 системи (1) {С0,Фп г0,7 \П л }-стій- 
кий.

Для лінійної неоднорідної системи диференціальних рівнянь 
(4) доводиться також теорема про практичну |с / ,Ф гД0, г |  -стійкість

при відомих / ( t )  .
В четвертому параграфі висвітлюються деякі питання прак­

тичної стійкості за напрямком систем звичайних диференціальних 
рівнянь. Для чисельної побудови оптимальних оцінок розглядаю ть­
ся конкретні фазові обмеження:

ф , -  ч» =  {*■• (К *’г) -  *} ’ ‘  є К ’ Т ] »

Фг = Гг = {*:|/*(ГН  й l' S = l’N } ’ 1 Є[Г0>Т] ’

= [xix’D ^ x  < S 2} , t e[t0, T ] ,

де —неперервні зектор-функціі розмірності п ; y/{x,t) —
скалярна функція, неперервна по t разом зі своїми частинними по­
хідними за компонентами вектора х  , — замкнена опукла множи­

на при будь-якому t , що містить внутрішню точку x(f) з  0 .
Наведені в даному параграфі критерії практичної стійкості за 

напрямком використовувались при створенні алгоритмів чисельної 
побудови оптимальних за об'ємом областей практичної стійкості.

Д р у г и й  р о з д і л  присвячено розробці критеріїв для аналізу 
практичної стійкості та конструктивним алгоритмам побудови опти­
мальних за об'ємом областей практичної стійкості. Критерії отрима-

. ні з використанням апарату недиференційовних функцій Ляпунова
на базі доведених загальних теорем практичної стійкості.

В п'ятому параграфі розглядаються критерії стійкості ліній­
них систем для різних класів фазових множин ТР ГР Wt . Д ля облас­

ті практичної стійкості G / справедливе
Твердження 5.1. Д ля того, щоб система диференціальних рів­

нянь (3) була |G$’>vPI,r0,7’j -стійкою, необхідно і достатньо, щоб ви­

конувалось співвідношення:

jx :m a^p^.T (r0,/)x)| < Д  cz y/(x,t) < l j , г e[f0, Г ] , (13)
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де х  (Мо) —ноРмована матриця фундаментальних розв'язків системи (3).

Для деяких конкретних р к можна визначити умови виконання спів­
відношення (13), використовуючи методи нелінійного програмування. 
Наприклад, наведемо достатні умови практичної стійкості, коли

р к -х * В кх, к - \ т  , де Вк —відомі, додатньо-визначені матриці роз­
мірності п х п .

Твердження 5.2. Для того, щоб система диференціальних рівнянь 

(3) була |G / , r jtf0,Т j -стійкою, достатньо, щоб справджувалась умова:

р ‘ < тщ_ min min i  r ’.Q iV , l ’
<t = і . л і  1 є [ ( 0 , Т ]  s = l , N  І ‘

де q - { —симетрична я х и  матриця, що задовольняє матричному 
диференціальному рівнянню

* £ ^ = A ( t ) e ; l + Q ; lA'(t), Q ; l (t0) = B t ,k = U^-  0 5 )

Якщо m = 1 , то твердження 5.2 визначає необхідну та достатню умо­

ву {GoM Vo.rj -стійкості.
%

Твердження 5.3. Для того, щоб система (3) була | g / , '¥,,t0,T j  -стій­

кою, достатньо, щоб виконувалась нерівність:

і „ . [ r g ’ { r l , t ) l ) 2 flfi)
р  <, шш т ш  т т  , — ...— ■;-----;—?------г ’ 4 у

■ /е[і0.г]/(|/1-і) g ( r l , t ) Q t  g ( r l , t )к .

де І —довільний- вектор з простору Е " , г — додатня скалярна 

функція, що є розв'язком рівняння y/(rl,i) = 1 для будь-яких t та / , 

g ( r l , l )  = g r a d x yr(r l , t )  ■

Аналогічно записуються достатні умови Ĝ0P,IVnt0,T J -стійкості.

Також були отримані достатні оцінки практичної стійкості для мно­

жини початкових умов Gq та фазових обмежень Г,

Твердження 5.5. Для того, щоб система (3) була n,r„t0,T } -стій­
кою, достатньо, щоб виконувалась оцінка:
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І  Ь (,о)І 7 7 І : < с2 = , ^ T ]^ \ r]{t)Q ' i { t )rA ,) \'1’ (17)/у*і 1 J J

де ^  —елементи матриці , що є розв’язком матричного дифе­
ренціального рівняння

¥ L = -A 'Q -Q A , Q(t0) = B -  (18)

Для фазових обмежень vFf доведені достатні умови практичної стій­
кості.

Твердження 5.6. Для того, щоб система (3) була -
стійкою, достатньо щоб виконувалась умова:

VM ґ \і і 1 г (rs (rl ’t)0  (19)
^ у М Т і т ; < с № .т ь ^ ) Т ы ж ч и г г )

В шостому параграфі представлені критерії практичної стійкості 
розв'язків відносно збурень правих частин. Твердження отримані на основі 
загальних теорем про практичну стійкість завдяки представленню 
розв'язків системи (4) у формі Коші, s "

У сьомому параграфі розглядаються задачі практичної стійкості 
нелінійних систем вигляду

* L -F ( x ) .  » е[г0,Г] (20)
d t  v  '  L  J

на замкнених множинах фазового простору Г, 4* . В фазовому прос­
торі, що визначається повною системою лінійно-незалежних функцій з

заданими властивостями, узагальнюється поняття {G0, Г,/0,Г } - та

{G0, Т ,г0,Г } -стійкості. Тоді дослідження практичної стійкості системи (20)

зводиться до визначення умов {(50,r 1,f0,7’ j * та {G0, xV{,t0,T } -стійкості руху 
лінійних систем більш високого порядку, ніж порядок системи (20). Тут

Г],^ визначають множини в новому фазовому просторі.
У восьмому параграфі розглядаються чисельні алгоритми побу­

дови оптимальних за об’ємом областей практичної стійкості в заданих 
структурних формах багатогранника, еліпса, узагальненого еліпсоїда 
та узагальненого паралелепіпеда. При цьому точки, що визначають 
границю області практичної стійкості, знаходимо за до-
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помогаю описаних в параграфі 4 критеріїв практичної стійкості за 
напрямком. Знайдені точки апроксимуємо вказаними множинами, 
знаходячи елементи матриць, що визначають еліпсоїд, узагальнений 
еліпсоїд чи узагальнений паралелепіпед.

В параграфі 9, на основі аналізу фазових портретів лінійної 
стаціонарної системи, записані аналітичні формули оптимальних об­
ластей практичної стійкості для двовимірного фазового простору та 
лінійних фазових обмежень. Для даних систем досліджується опти­
мальна структура недиференційовних функцій Ляпунова. Запропо­
новано алгоритм побудови областей практичної стійкості в залеж ­
ності від власних чисел матриці лінійної системи.

В т р е т ь о м у  р о з д іл і  досліджуються деякі матричні задачі 
параметричної оптимізації.

П араграф 10 присвячений дослідженню задач параметричної 
оптимізації матричних диференціальних рівнянь. Для чисельного 
розв’язування поставлених задач ітераційними методами записані 
градієнти розглянутих функціоналів за матричними параметрами, 
точками переключення та початковими умовами. Представлені необ­
хідні умови оптимальності функціоналів.

В одинадцятому параграфі розглядаються задачі мінімаксної 
параметричної оптимізації для матричного диференціального рів­
няння

При розв'язуванні задачі знаходження оптимальної матриці 
параметрів, що задовольняє мінімаксному критерію

Припускається, що область значень параметрів DL має вла­
стивість: для кожного L eD L існує опуклий конус KL з вершиною 
в точці L .

(2 1 )

з фазовими обмеженнями

( 22)

1 (L)=щ  ° ^ r -д L)) 

виділяється множина М в матриць В , для яких

™*Ае(т-щ)=т-
(23)
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На базі знайдених похідних функціоналу за напрямком пред­
ставлені необхідні умови оптимальності в матричній формі.

Теорема 11.1. Для того, щоб матриці параметрів L та траєк­
торії <2(г) були оптимальними в смислі мінімуму функціоналу /(L ) , 
необхідно існування такої ненульової неперервної матричної ф унк­
ції P (t ) , щоб виконувались умови:

( м )

де H[Q,P,L,t) —функція Гамільтона;
2. Якщо для деякого оптимального L  траєкторія р раз вихо­

дить на обмеження (22), то будь-яка допустима варіація 5L матрич­
ного параметра L повинна задовольняти додатковим умовам

tr(ELj,#L')<0, j  = l~p, (25)

MQ(T*)) &(rjfде ELj = tr
cL

, г — моменти виходу
&(tj)

траєкторії на обмеження. Співвідношення (25) визначають у 
матричному просторі значень DL опуклий конус K l ;

3. Для будь-якого напрямку <SL e K L C\Kl і будь-якого В е М в 
варіація функціоналу

j - f » (й р ,М  „■

Гп
"> SL

dt<  0 .  (26)
/

Для розв'язування задачі мінімаксної траєкторної оптимізації 
У ( і ) = ^ Х ] ф ( 2 ( / Х ) ) ^ т і п  (27)

виділяється множина М  точок f , в яких

Також отримані необхідні умови оптимальності в матричній 
формі.
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Розглянута задача мінімаксної оптимізації за початковими да­
ними

І(В) = шах ф (2(г,5))-> ' min . (28)
4 '  г ф 0, Г ]  V V ’ > BeD3 

Область значень DB має структуру, аналогічну до множини 
Dl  в задачі (23).

Виділяється множина М  точок t , що задовольняють

а х<Ф М Н и -

На основі проведених викладок доводяться необхідні умови 
оптимальності.

Теорема 11.3. Для того, щоб матриці початкових параметрів 
В та траєкторії 2(г) були оптимальними в смислі мінімуму функ­

ціоналу / ( £ ) ,  необхідно існування такої ненульової неперервної

матричної функції -P(f.f). t е М  , щоб виконувались умови

■<р(у) 4 7(е ( , ) 4 р ' М )1.
i t  cQ

ге  <29)
2. Якщо для деякого В  оптимальна траєкторія р  раз вихо­

дить на обмеження (22), то будь-яка допустима варіація SB матрич­
ного параметра В є DB повинна задовольняти додатковим умовам

tr{EBj,5B'}<  0 , j  = \ ,p ,  (ЗО)

де Eg- — tr
Ю {  r0) ’ ІВ

Ті,...,Тр —моменти виходу траєкторії

на обмеження. Співвідношення (ЗО) визначають у матричному прос­
торі значень опуклий конус К  в',

3. Для будь-якого напрямку 5В е К в Г\Кв та будь-якого t е М  
варіація функціоналу
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(  дН ( p , B , t 0, r )  )
f  г  --------і ------------------ L , SB  S O

I ®
(31)

де H[P,B,t0,tj — функція Гамільтона, обчислена в початковий 

момент часу.
Для чисельного розв'язування оптимізаційних задач викорис­

товується ітераційний метод.
Такий підхід був застосований для розв'язування задач опти- 

мізації областей практичної стійкості, досліджених у дванадцятому 
параграфі . При цьому динаміка системи описується матричним ди­
ференціальним рівнянням Ляпунова. Для таких задач також записа­
ні необхідні умови оптимальності.

Опису програмного забезпечення для розв'язування задач 
практичної стійкості та його застосуванню у прикладних задачах 
присвячено чет верт и й  р о з д і л .

В тринадцятому параграф і описано пакет програм D irec tio n , 
що реалізує розрахунок оптимальних областей практичної стійкості 
на базі критеріїв стійкості за напрямком. П ункт  13.1 включає опис 
програми побудови таких областей для лінійних стаціонарних сис­
тем. При розрахунках квазіоптимальних областей практичної стій­
кості для лінійних нестаціонарних систем виникає необхідність в ін- 
терпритації введених з екрана правих частин системи диференціаль­
них рівнянь. В пункт і 13.2 описано модифікований модуль розпіз­
навання елементарних функцій та операцій. П ункт  13.3 включає 
аналіз роботи програми D irec tio n  в залежності від інтегральних 
кривих стаціонарної системи. Такий аналіз був доцільним при побу­
дові аналітичних формул оптимальних областей практичної стійкос­
ті наведеної системи, що розглядаються в параграфі 9.

Д ля розрахунку областей практичної стійкості в заданих 
структурних формах використовувався масив граничних точок стій­
кості за напрямком, отриманий в процесі роботи програми 
D irec tion . Згідно алгоритмів, які описані в параграфі 8, будувалися 
області стійкості у вигляді еліпса, узагальненого еліпсоїда та уза­
гальненого паралелепіпеда. Створене програмне забезпечення описа­
но в параграфі 14.

Алгоритм, описаний в параграфі 9, був реалізований для ство­
рення пакету програм побудови оптимальних областей практичної
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стійкості з урахуванням їх структури. Програмне забезпечення для 
таких розрахунків описано в параграфі 15-

Викладені результати застосовувались при розв'язуванні зада­
чі оптимізації області захвату частинок у процес прискорення та фо­
кусування за радіальними координатами. В останньому параграфі 
розглядається задача побудови оптимальної оцінки області захвату. 
Пункт 16.1 включає опис рівняннь руху іонів у прискорюючій та 
фокусуючій системах. Задача розрахунку оптимальної за об'ємом 
області захвату частинок в процес прискорення за постановкою спів­
падає з задачею побудови екстремальної за об’ємом множини прак­
тичної стійкості. В пункті 16.2 для розв'язування задачі оптималь­
ного захвату частинок застосовуються розроблені в другому розділі 
критерії. В пункті 16.3 описане в попередніх параграфах програм­
не забезпечення застосовується для розрахунку множини захвату 
частинок в процес прискорення. Граничні точки області захвату об­
числюємо за допомогою методу практичної стійкості за напрямком. 
Побудову області в заданих структурах багатогранника, еліпса, уза­
гальненого еліпсоїда або узагальненого паралелепіпеда реалізуємо, 
використовуючи описані в параграфах 13 та 14 програмні модулі.

В д о д а т к у  наводяться малюнки оптимальних областей прак­
тичної стійкості для різних фазових обмежень, отримані в процесі 
реалізації чисельного експерименту.

ОСНОВНІ ВИСНОВКИ РОБОТИ

1. Узагальнені основні теореми практичної стійкості на випа­
док недиференційовних функцій Ляпунова.

2. Н а основі теоеретичних досліджень для широкого класу ди­
намічних систем отримані критерії практичної стійкості.

3. Д ля лінійних стаціонарних систем другого порядку дослід­
жена структура та розроблені аналітичні формули для побудови оп­
тимальних областей практичної стійкості.

4. Досліджені задачі мінімаксної оптимізації матричних дифе­
ренціальних рівнянь при обмеженнях на фазові змінні. Отримані 
необхідні умови оптимальності та запропоновані конкретні алгорит­
ми розв'язування цих задач. Розвинуті в даній роботі методи засто­
совуються для оптимізації динаміки пучка трєкторій, що описується 
матричним диференціальним рівнянням Ляпунова.
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5. Для чисельного розв'язування задач практичної стійкості 
створене програмне забезпечення.

6. Отримані в роботі результати застосовувались при розв’язу­
ванні задач оптимізації області захвату частинок у процес приско­
рення та фокусування за радіальними координатами.
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criteria delivered on th e  basis of nonsmooth Liapunov function 
apparatus, the analitical estim ations of the optim al practical stab ility  
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