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ЗАГАЛЬНІ ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

' Актуальність теми. Динамічні системи з випадковими збурення­
ми в там розділом теорії випадкових процесів, який починаючи з в.1 
домої роботи ІІ.Ланжевена (19о8 р.) по теорії бреунівського руху, 
привертав неослабну увагу як математиків, так 1 фізиків. Хоч вони 
1 більш підходять для математичного моделювання реальних динаміч­
них процесів в порівнянні з детермінованими динамічними системами, 
їхній аналіз в набагато складнішим. Він дещо спрощується при при­
пущенні, що випадкове збурення, як випадковий процес, в різні мо­
менти часу е незалежним. Саме таке збурення і розглядав П.Ланжевен 
Спроба здійснити математично коректне трактування таких моделей 1 
привела на початку 40-х років до створення теорії стохастичних ди­
ференціальних рівнянь в роботах И.І.Ихмана, К.Ітс. На даний час 
ця теорія 1 її відгалуження е одним із найбільш важливих роиділів 
теорії випадкових процесів.

Звичайно, припущення незалежності випадкового збурення в різні 
моменти часу в досить сильною ідеалізацією реальних збурень. Більш 
реальним в припущення про швидкозмінність (слабку залежність) ви 
падкового збурення. Мабуть першою роботою, де розглядались дина­
мічні системи з такого виду збуреннями, була відома робота М.М.Бо 
голюбова і М.М.Крилова (1939 p.). На основі теорії збурень, там 
для наближеного оішеу таких систем були отримані рівняння Колмого­
рова (Колмогорова-Фоккера-Шіанка). Отримані ними результати не бу­
ли достатньо стрсго обгрунтованими. З того часу багато дослідників 
займались цим обгрунтуванням, зокрема й.І.Ихман, Р.З.Хясьмін-'ький,
А.В.Скороход, Г.ГІапанІколау та інші.
При цьому застосовувались як методи дослідження збіжності слабко 
залежних випадкових величин, тйк і маргингальні методи.

Мета роботи полягає в розробці та обгрунтуванні нового підхо­
ду до аналізу динамічних систем з швидкозмінними ізинйлкоеими збу­
реннями, який полягає в дослідженні, безпосередньо зв’язаних з ни 
ми, деяких безмежних ланцюжків детермінованих Інтагро диферен­
ціальних рівнянь та проблеми замикання для них.

Наукова новизна роботи полягає: 
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- в обгрунтуванні, так званого, безкумулянтного замикання без­
межних ланцюжків рівнянь для тих чи Інших ймовірнісних характерні 
тик динамічних систем з гауссівськими швидкозмінними збуреннямн, 
та отриманні, на и.1й основі, оцінок лля похибок різних відомих 
наближень:
- в отриманні асимптотичних розкладів для моментів розв’язків 
лінійних систем звичайних .диференціальних рівнянь як з швидкими, 
так І з швидкими та великими випадковими збуреннями;

- в дослідженні стійкості в середньому квадратичному для лінійний 
систем звичайних диференціальних рівнянь з гауссівсі кими коефіці­
єнтами;
- в дослідженні можливості стабілізації нестійких лінійних систем 
звичайних детермінованих диференціальних рівнянь за допомогою га? 
ссівських центрованих збурень їх коефіцієнтів;

- в отриманні вищих наближень для нелінійних звичайних дисерен- 
ціалбних рівнянь з гаусІвськими швидкозмінними параметрами 1 в по 
будові відповідних асимптотичних розкладів;

- в розробці асимптотичного методу для аналізу моментів розв'язку 
нестаціонарного рівняння Шредінгера з випадковим швидкозмінним по­
тенціалом, що с важливим в теорії поширення коротких хвиль в ви 
падново-неоднор ідних середовищах.

Методика дослідження. В роботі використовуються сучасні мето 
ди теорії випадкових процесів, диференціальних рівнянь, функціо­
нального аналізу. Серцевиною роботи в застосування, так званих, 
формул інтегрування частинами по ймовірнісних мірах, що відпові­
дають випадковим збуренням. Для дослідження проблеми замикання 
безмежних ланцюжків Інтеттю-диференціальних рівнянь використову­
ються деякі результати я аналітичної теорії ланцюгових дробів, а 
також з теорії систем лінійних рівнянь з частинними похідними гі­
перболічного типу. При дослідженні стійкості використовуються ме­
тоди лінійної алгебри.

Наукова та практична цінність роботи. Робота мав теоретичний 
характер і її результати сформульовані у вигляді теорем. Розроблз
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ні методи дають ефективні алгоритми для побудови як вищих набли­
жень для динамічних систем з швидкозмінними збуреннями, так і для 
побудови асимптотичних розкладів. Отримані результати відносно 
стійкості для динамічних систем з випадковими параметрами ставлять 
під сумнів часто висловлюване твердження, що випадкові збурення 
погіршують стійкість динамічної системи.

Результати дисертації можуть також бути використані при дос­
лідженні поширення коротких хвиль в випадково-неоднорідних сере­
довищах. Для основного в цій теорії, так званого, наближення мар- 
ковського процесу, вони дають можливість ефективно здійснювати 
його корекцію, зв’язану із відмінністю від нуля радіуса кореляції 
неоднорідносте» середовища. ■

Апробація роботи. Результати роботи доповідались:

- на V Вільнюській міжнародній конференції з теорії ймовірностей 
та математичної статистики (Вільнюс, 1989 p.);

- на VI Радянсько-японському симпозіумі з теорії ймовірностей та 
математичної статистики (Київ, 1991 p.);

* на семінарі з теорії ймовірностей при Інституті математики НАЛ 
України (кер. вкад.НАН України В.С.Королюк, 1984, 1087 pp.);

- на семінарі з ймовірнісних розподілів в носкінченновимірних 
просторах при Інституті математики НАН України (кер. вкад.НАН 
України Ю.Л.Далецький, акад.НАН України А.В.Скороход, 1987 р.}‘

- не семінарі з випадкових операторів та середовищ пря кафедрі 
теорії ймовірностей Московського держуніверситету (кер. пгоф,
С.0.Молчанов, проф. В.М.ТутуЛалін, 1968 p.);

“• йа семінарі проф. Р.З.Хаеьмівського при інституті проблем пере 
дачі інформації АН Росії (1988 p.);

- не семінарі з випадкових процесів при інституті математики 
Польської Академії наук (кер. проф.е.Забчик, Вярвавя,і992 р.)*

- на семінарі відділу теорії поширення хвйль в птмосфері Інсти­
туту фізики атмосфери АН Росії (кер. чл.-кор. АН Росії РЛ.Та­
тарський, 1984 р.).
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Публікації. Основні результати дисертації опубліковані в ро­
бота*. автора 11-151.

Структура та оО*ем роботи. Дисертація складається з вступу, 
п ’яти глав та списку цитованої літератури, що нараховув 126 найме­
нувань. Повний об’єм роботи - 268 сторінок машинописного тексту.

У вступі навалений короткий огляд досліджень по тематиці дисер- 
г-щії, обгрунтовується актуальність то новизна проблеми дослідаен 
нл. визначається мета дослідження та описується зміст дисертації.

Перша глава дисертації складається з п’яти параграфів. В § 1.1 
розглядаються системи лінійних звичайних диференціальних рівнянь з 
гауссівськими коефіцієнтами. Тут будуються, так звані, безкумулян- 
тні наближення для моментів їх розв’язків. Розглянемо ці наближен­
ня на приклад', рівняння в R'1

ле А(t), C(t) є cl-d невипадкові матриці з неперервними при 
елементами, Tj(t) ч центрований неперервний гауссівсь'гяй процес, ко 
реляційна функція Во(1,в) якого задовольняє v t,ee[0,t) нерівності

Початкова умова ?(0! плп рівняння <1) в невипадково*;.
Розв'язок рівняння (1) є деяким функціоналом від пронесу lift), 

•тсппсчу майже напевно Існують варіаційні похідні (функціональні
;!os1 дн.1 tpeve-Вольтера)

В дисертації суттєво використсі: ••пьоя. так звані, Формули інтегру 
а?чия ч&стаязми не- Ямовірніснпг. мірах. Якшо F!t]1 є і’ладкий функці­
онал рід гауггій^ького центрованого процес? ічіО.Т). то, як
иш яиїфс " ци:< формул.

ЗМІСТ РОБОТИ

t..fcT], U)

! Л/>0- <2)

___Ш 2 ___ л«МД..
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(3)

Для аналізу динамічних систем з випадковими збуреннями (3) 
систематично використовувалась В.І.Татарським, В.І.Кляцкіїшм. 
Ю.Л.Далецький разом зі своїми учнями встановив узагальнення цієї 
формули для гільбертового і банахового простору і використав це 
для побудови аналогу стохастичного Інтегралу в цих просторах.

Застосовуючи цю формулу до рівняння (1), ми отримуємо для мате 
матичного сподівання Mx(t) його розв'язку безмежний ланцюжок ін- 
тегро-диференціальішх рівняннь

Д9 X(t,S) - матриця Коші ДЛЯ НвЗбурвНОГО <1}(t)s0) рівняння (1),
0<t) - функція Хевісайда.

Здійснимо формальне замикання цього ланцюжка, покладаючм в його 
(п+1 )-му рівнянні -rt-M

1 нехай, так звано, бепкумулянтне наближення <p( ( t '  задовольняв

м ..г а м  _ = 0
'¥.)■ • - Ц К ,)-0 >
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цей замкнений ланцюжок, матриця X(t,s) задовольняє vt,se(0,TJ 
нерівність

|ХМИех̂ {-а(Ы)}, &>о, а*(1, (б;

а параметер о задовольняв нерівності : Є  > - CL,

f f lAX ------:— і----- - Т  C = 4ub|C(t)J
^од,„. ( f m + j d J f c + a + J . i j o t  )  Ь * t '

Наступне твердження є основним в цій главі.
Теорема і. Нехай елементи матриць Л (t), G(t.) в неперервними при 

t*(0,Tl, а кореляційна функція Bo(t,s) задовольняв умову (2). Тоді 
безкумулянтне наближення <pn(t) при п-® збігається до Mx(t) 1 має 
місце оцінка <n+i .

> f p  [ e f  /  t, .

и ( n + i ) l  lx ( o ) (  __________  <6)* fr+Q)(r+ a +
і31 * 

Майже автоматично цей результат переноситься і на моменти вищих 
порядків. Дійсно, для вектора у Ш ^ х Ш » . ' ї ’ .*x(t), згідно (1), 
маемо аналогічне до (1) рівняння в Ff\ але замість матриці А < t) в 
в ньому е матриця

Ak (t, )“А(t )*Е.. .*Е+... .. .«RoA < t),

замість матриці C(t) в матриця Cfe(t>, що визначається через Oft) 
аналогічним чином. Тут • означає тензорний добуток, Е - одинична 
матриця. Масти це на увазі, результати перлої і другої глави в ос
повному формулілються тільки для математичного сподівання.

В § 1.2 розглянуті для математичного сподівання розв’язку рів­
няння f!) деякі наближення, які часто використовуються в фізичній 
літературі, а с » ;  наближення Бурре, Кубо, Ван Кампенв, дифузійна 
111. наближення м-чпті- иид замкнутих рівнянь і основне увага тут при 
Шляється отриманню для них оцінок похибки. Зокрема, з цих оцінок 
!<ШІЛИВЙв, гон '«ще иянадков? збурення в рівнянні (1 ) ч великим 1
ТГЧРКЛ М . ТО: ' ЗВМ.ІРТІ >}(?) в  рівнянні (1 ) ,  с т о ї т ь  продас

-6 -



де кореляційна функція В< t.в) неперервного стаціонарного центрова 
ного гауссівоького процесу £(t) задовольняв оцінку (2), є в малий 
додатний параметр, то ці похибки будуть порядку 0(e) при е*0.
В § 1.3 здійснене порівняння цих наближень на прикладі рівняння 
коливань гармонійного осцилятора з випадковою частотою. Основна 
увага тут звертається на їх поведінку при t-®. Зокрема показано, 
що наближення Кубо, дифузійне можуть ігри великих t давати помилко­
вий опис поведінки розв'язку.

В § 1.4 побудовані асимптотичні розклади по степенях є для 
середнього розв'язку рівняння (1) у випадку швидких 1 великих гау 
ссівських збурень (7), а в § 1.5 побудовані відповідні розклади у 
випадку швидких гаусівських збуренв, тобто коли замість n(t) в рів 
НЯННІ (1) стоїть /. ,  V / і

) . < в >

Як випливав з оцінки (6), для побудови цих розкладів досить вміти 
їх будувати для відповідних безкумулянтішх наближень, що спрощує 
задачу. В свою чергу, рівняння для цих наближень можна звести у 
випадку стаціонарних збурень до інтегро-диференціальних рівнянь я 
малим параметром при похідних. Структура цих рівнянь дає можли­
вість використати для побудови асимптотичних розкладів метод при- 
межевих функцій, згідно якого вони мають вид суми регулярної час­
тини і цримежевого шару. Цим шляхом в § 1.4 отримано твердження* 

Теорема 2. Нехай в рівнянні (1) невішадкові матриці А(t), C(t) 
є двічі неперервно-диференційовними, а випадкове збурення в вели­
ким і швидким, тобто має вид (7), де кореляційна функція B(t-fl) 
стаціонарного неперервного центрованого гауссівоького процесу 
задовольняє умову (2) 'П.ввП* і

Тоді для Mx(t.) мае місце розкладдля Mx(t.) мае місце розклад
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де функції wo(t), w,(t), 2,(1 ) визначаються з рівнянь

^ - - - Л ( І К ( « ф М і С ^ К Д  A f t L M W *

+f e *  с *(у к  (v- № (*ш  с (t) [$ fy
о О

* C W J W R W , К(°)^(°), «
°  ( 10 )

QO

> Ст(р)х(о) С [о)х[о) ,
т

1 рівномірно відносно t*tO,Tl, iat(t,e)i>o(t*j, «-о.
Якщо * випадкові збурення в швидкими, тобто мають вигляд (8), 

то при тих самих умовах, що 1 в попередній теоремі, в 8 1.5 також 
стриманий розклад (9), в якому примежевий член вперше появляється 
тільки при є* і співпадає з й4(т), а пері два регулярні члени виз­
начаються з рівнянь

- C ’ f t K W ,  */.№№<>), if f i b  о . ""

В цій главі також отримані замкнуті рівняння 1 для дальших чле­
нів асимптотичного розкладу, еле в.;чи мають досить громіздкий
вигляд.

Зауважимо, що загтропоований підхід до побудови асимптотичних 
розкладів видається нам досить природним. Для прикладу в скаляр­
ному випадку (сМ).ітри Орнштейн-Уленбеківському збуренні, неважко 
;каі»ти в явному вигляді всі моменти розв’язку рівняння (1) і пере-
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конатись, що відповідні асимптотичні розклади е сумою регулярної 
частини 1 примежевого шару.

Відзначимо, що вперше метод иримекевих функцій до ймовірнісши 
задач застосував В.С.Королюк, а саме для асимптотичного аналізу 
випадкових блукань. Він також разом з А.Ф.Турбішш 1 їхніми учнями 
розвивали цей підхід 1 в інших проблемах.

друга глава дисертації присвячена моментному аналізу рівняння 
(1) без припущення про гауссовість збурень. В перших трьох пара­
графах цієї глави аналіз проводиться по тій самій схемі, що і в 
першій главі, тільки замість формули <3) використовується її уза­
гальнення. Це узагальнення відрізняється від формули (3) тим, що в 
правій частині в ряд, в який входять як кумулянта (семиінваріантиі 
процесу T)(t), так 1 математичні сподівання варіаційних похідних 
функціоналу Fir]).

Застосовуючи цю формулу до рівняння (1), отриманий для Мх (t) 
безмежний ланцюжок інтегро-диференціальїшх рівняннь з варіаційними 
похідними. По аналогії з першою главою здійснюється його замикання 
і доводиться збіжність цієї процедури замикання з відповідними 
оцінками похибки. З цих оцінок випливає, що запропонована проце­
дура замикання дає наближення вищого порядку як у випадку швидких 
збурень виду (в), так і у випадку швидких 1 великих збурень (7).
У випадку строго стаціонарного випадкового процесу |(t) можна 
знову звести ці замкнуті рівняння до Інтегро-дифероціальтіх рів 
нянь з малим параметром при похідних. Структура цих рівнянь дав 
можливість для побудови відповідних розкладів використати метод 
примежввих функцій. Слід відзначити, що у випадку швидких і вели 
ких збурень (7) тут існує суттєва відмінність в порівнянні з гау- 
ссівським випадком. Вона полягав в тому, що відповідні розклали 
будуються по степенях квадратного кореня від є. Зокрема, отриманий 
наступний результпт.

Теорема 3. Нехай випадкове збурення в рівнянні (1) в великим 1 
швидким, тобто має вигляд (7), де кумулянти

Строго стаціонарного неперервного центрованого процесу |(t) ?здо- 
всльняпть умови:

9 -



Ш н ., у*,

И  I % C e ’ ’ . . dj - Mf i  .dfc-*, j-H
Ч г еґ
невипадкові м а тр и ц  A ( t ) , C ( t )  e д в іч і  неперервно дифервнцШовними. 
Годі дпя Мх{t ) моє м ісце розклад

Mxtth 4/0(t)♦ь*vffl+ ,
пр  Ф ункції wo ( t ) ,  w( ( t )  визначаються з  рівнянь

& Ш С & ) к ( і ) ,  w„(o)--x(c) ,
( i t  о

т^=Л(*ШЬ Шсіі сЬ Ш  *
f i t  1 с

1 ,  ' v f i h o ,
о О

1 рІВН' МІІК! ПІДНОСНО t€>[0,TJ, ( R .jC ^| -

Зауважимо, mo перший примекевий член в вперше присутнім при е*
* сп івп ад ає  з я ( (т)  в  (10) .

З Шо ї  теореми випливаєг шо хоч перший член в гауссівськом у 1 
петпуссівськом у випадку однаковий, д р у г і члени s р ізним и. Як 1 в 
ічуссівськом у  випадку, знаходження член ів  асимптотичного розкладу 
можна sflftf.tn до обчислення квадратур , якшо б відомою матриця Комі 
Е №  лифузІйного наближення, що визн ачається  э  рівняння

Є р . з  aotfynoB w l асимптотичні розклали у випадку швидких с т а ­
ціонарних пі*■“ -ігрових збурень ) , причому перші два члени цих р о з-
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кладів співпадають з відповідними членами в гауссівському випадку 
і тільки треті члени в різними. Таким чином, негауссовість збурень 
е Оільш суттєвою гтри швидких і великих збуреннях, ніж просто при 
швидких. Як 1 в гауссівському випадку, знаходження членів асимпто­
тичного розкладу мокна звести до обчислення квадратур, якщо е ві­
домою матриця Коші Ш,а )  незбуроного рівняння (1).

Зауважимо, то в регулярних членах асимптотичних розкладів в 
5 1.4, § 1.5, § 2.2, § 2.3 присутнє тільки значешія спектральних 
густин кумулянтів процесу £(t) в нулі, а також їх похідних в нулі, 
що вимагає відносно небагато інформації про збурення.

Відзначимо також, що результати 5 2.2 дають можливість будувати 
асимптотичні розклади в центральній граничній теоремі, в принципі 
інваріантності для строго стаціонарних процесів.
Дійсно, розглянемо послідовність центрованих випадкових процесів

Добро відомо, що при виконанні деяких умов перемішування ця послі­
довність слабо збігається при п-<® до вінері&ського процесу. Для

Але це є рівняння з великими 1 швидкими випадковими збуреннями 1 
для знаходження асимптотичних розкладів можна застосовувати ре­
зультати § 2.2. Зокрема, при t=1 отримуються асимптотичні розклади 
для характеристичної функції в центральній граничній теоремі, при­
чому тут можна знехтувати примежевим шаром.

В перших двох главах в основному розглядались випадкові 
збурення, які е добутком скалярного випадкового процесу на 
невипадкову матрицю. Це робилось з причини компактності та 
наглядності викладу, оскільки всі наведені міркування 1.результати 
переносяться на загальний шпанок матричнозначного процесу.

При отриманні асимптотичних розкладів суттєво використовувалась 
стаціонарність випадкового збурення. В загальному випадку неясно, 
як можна отримати відповідні розклади в нестаціонарному випадку.
В 5 2.4 розглянутий деякий частковий випадок нестаціонарного збу-

функції

маємо рівняння б R
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рения, для якого побудову відповідних асимптотичних розкладів не­
важко здійснити. А саме, припускається, що випадковий процес r)(t) 
в рівнянні (1) в T](t)=peln(ow(tj), де w(t) - стандартний вінерів- 
ський процес, (3,а - дійсні сталі.

В останньому параграфі другої глави запропонований деякий під­
хід для знаходження моментів розв’язку рівняння n-го порядку з ви 
надновими коефіцієнтами, оснований на представленні їх в явному 
вигляді через інтеграли по мірі Вінера.

Третя глава присвячена аналізу стійкості для систем звичайних 
диференціальних рівнянь з гауссівськями коефіцієнтами, причому ви 
користовується підхід, розвинутий в першій главі.

Дослідженню стійкості для систем з випадковими параметрами 
присвячено багато робіт, причому найбільш дослідженою с стійкість 
для стохастичних диференціальних рівнянь, тобто, грубо кажучи, для 
рівнянь з "білим юуком".

Мабуть першими роботами, де досліджувалась стійкість для систе­
ми звичайних лінійних диференціальних рівнянь з гауссівськими кое­
фіцієнтами були робота М.Г.Шура і Р.З.Хасьмінського .

Розглянемо рівняная (1), де матриця А < t) е сталою і мав власні 
значення з від'ємними дійсними частинами, тобто тривіальний роз­
в'язок незбуроного рівняння є асимптотично стійким по Ляпунову, 
гауссівськїій випадковий процес т)(t) мае нульове математичне споді­
вання. Як показали М.Г.Шур і Р.З.Хасьмінський, при достатньо малих

тривіальний розв’язок рівняння И ) буде експонентно стійким в 
середньому квадратичному.

Цей результат не дає відповіді на питання, чи швидкі випадкові 
гауссівські збурення, грубо кажучи, не роблять стійку незбурвну 
систему нестійкою. Основним результатом § 3.1 з спроба відповісти 
на це питання. Ми розглядаємо рівняння (і), де матриці A(t),C(t) в 
обмеженими при t«R*, тривіальний розв'язок незбуреного рівняння
б рівномірно експонентно стійким, тобто для матриці Коші X(t»s) 
має місце оцінка (5) при а>0 vt,s <sR*,. t'S.

Теорема 4. Нехай кореляційна функція В (t,s) гауссівського цен­
трованого неперервного процесу Т}(t> задовольняй умову (2)!
Тоді якщо існує твкв додатне о, т  о-2а,

>
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то тривіальний розв’язок рівняюія (1) e експонентно стійким в се­
редньому квадратичному і має місце оцінка: vt,toeR', t>t0,

MW-Wl'si і‘
З цієї теореми випливає, що якщо випадкове збурення в рівнянні 

( 1 )  в ШВИДКИМ, тобто замість Т}< t ) в ньому стоїть процес ( 8 ) ,  с е  

малий додатний параметр, то якщо тривіальний розв’язок незбуреного 
рівняння з рівномірно експонентно стійким, то тривіальний розв’я­
зок рівняння (1) буде експонентно стійким в середньому квадратич­
ному при достатньо малому є.

В цьому ж параграфі розглянуто також рівняння (15 при сМ, ста­
лих А(t),С(t), причому матриця А є симетричною, а С є кососимет­
ричною. Процес T](t ) є процесом Орнштейна-Уленоока з кореляційною 
функцією pexp(-atti). Доведено, що якщо тривіальний розв’язок нез­
буреного рівняння є асимптотично стійким по Ляпунову, то тривіаль­
ний розв’язок збуреного рівняння буде експонентно стійким в серед­
ньому квадратичному при будь яких р.соО. Зауважимо, що в скалярно­
му випадку (сі-і) цей результат не має місця.

,і передмові до п'ятої глави своєї відомої моноіфафії по стійко ­
сті Р.З.Хасьмінський висловив припущення, що кожний результат про 
стійкість для стохастичного диференціального рівняння повинен мати 
місце і для звичайного диференціального рівняння при заміні "біло­
го иуму" не регулярний процес, який в певному сенсі в близьким до 
нього.

В ї 3.2 дисертації наведено підтвердження гіпотези Р.З.Хась- 
мінського для системи лінійних диференціальній рівнянь. А само 
розглядається рівняння її) з великим 1 швидким гауссівським збу­
ренням (7), кореляційна функція B<t-s) стаціонарного неперервного 
центрованого процесу H t )  задовольняє умову (2) vt,e«R’, матриці 
А(t), C(t> є обмеженими при t«R*.

Відомо, що при є-0 розв’язок цього рівняння, при зроблених 
припущеннях, буде слабо збігатись до розв’язку стохастичного дифе 
ректального рівняння Іто
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Стійкість в середньому квадратичному для цього рівняння досліджена 
досить повно.

Теорема б. Якщо тривіальний розв’язок рівняння (12) в експонен­
тно стійким ь середньому квадратичному, то при достатньо малому є
і тривіальний'розв’язок рівняння (!>,(?) буде експонентно стійким 
в середньому квадратичному.
Тут вказані також деякі нерівності, які дають можливість оцінити 

наскільки малим повинно оути є, щоб мало місце твердження теореми.
Наступні два параграфи цієї глави е спробою встановити такі 

рівняння, для яких гіпотеза Р.З.Хасьмінського має місце без близь­
кості сбуреїшя до "білого шуму".

Припустимо, що t j t )  в рівнянні О М ? )  е процесом Орнівтейна- 
Уленбека з кореляційною функцією expf-itі).

Теорема 6. Якщо в рівнянні (1) матриці A(t),C(t)e сталими 1 
симетричними, то із експонентної стійкості тривіального розв’яз­
ку рівняння (12) випливає експонентна стійкість тривіального роз­
в’язку рівняння (1),(?) при будь-якому е.>0.

В s 3.4 розглядається рівняння коливань для гармонійного осци­
лятора

Добре відомо, що якщо тут Т)(1) в процесом "білого шуму* і Ц0 
рівняння інтерпретується як рівняішя Стратоновича, то умова 2р'<* 
є необхідною 1 достатнього для стійкості тривіального розв’язку Б 
середньому квадратичному. В цьому параграфі показано, що якщо 
T)(t) є процесом Орнштейна Улеаоека з кореляційною Функцією 
техр<-тіti), то вищезгадана умова є достатньою для стійкості три­
віального розв’язку в середньому кваадратичному при будь-якому т>0.

Останній параграф цієї глави присвячений питанню про стаОШза-- 
цію нестійких детермінованих лінійних систем за допомогою гаусс,Ів- 
ських центрованих збурень коефіцієнтів. А саме, розглядається

( 12)
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рівняння в R**

^ = Ж № )*к іШ , 03)

де А(t) в квадратна й-cl матриця з обмеженими при t«R* коефіцієнта 
ми, ®(t) е цеитрований d*d - матричнознвчний гауссівський процес.

Так як можливі різні означення стабілізації, то спочатку зро­
бимо відповідні означення.

Означення . Система припускав стабілізацій
а) середньої траєкторії, якщо Існує така центрована матриця ®(t), 
що для середнього Mx(t) розв’язку рівняння (13), що задовольняв 
невипадкову початкову умову х(ta), vt,to«R’, t>t ,

0) в середньому квадратичному, якщо тривіальний розв’язок рівнянш 
(13) є експонентно стійким в середньому квадратичному;
в) майже неповно, якщо тривіальний розв'язок рівняння (13) 0 СТІЙ­
КИМ з ймовірністю 1 .

Зразу відзначимо, що ця задача е нетривіальне»», бо розглядають­
ся центровані збурення. В скалярному винадку <СМ), враховуючи 
явігай вид розв'язку для рівняння (13), неважко переконатись в 
неможливості стабілізації в будь-якому з варіантів наведених озня- 

за допомогою гауссіьського центрованого збурення.
Початок дослідження цієї задачі поклала робота Дж.Оомуплься, в 

якій розглядалась стабілізація середньої траєкторії, стабілізація 
в середньому квадратичному для лінійного рівня™я другого порядку 
за допомогою збурень "біЗмм шумом".

В останньому параграфі цієї глави ми досліджуємо цю задачу у 
випадку, коли матриця A(t) е довільною обмеженою гри t«R* матри­
цею. основним результатом тут а наступна твердження.

Теорема 7. Лінійна система і-А(t)х,
1) припускав стабілізацію майже напевно (в середньому квадратично
му) теді, коли ___ і

11) при dbl завжди припускає стабілізацію середньої траєкторії.
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вауважимо, що умова в п.і) в Слизькою до необхідної. Це випли­
вав як з формули Остроградського-Ліуаіллй для матриці Коші рівнян­
ня (ІЗ), так і з результатів Л.Арнольда та ін., які показали, ідо в 
стаціонарному випадку (Alt) а сталою) ця умова е необхідною і дос­
татньою для стабілізації майка напевно.

ь четвертій главі розглядається нелінійне звичайне диференці­
альне рівняний

^■=0.<Ы*$)*М, O't.ur, I.e. (U|

Якщо f(x) є гладка функція на R і x(t;-r,x> в розв'язок рівняння 
(44). що задовольняв но випадкову початкову умову то для
функції u(4,x)*f(x(t;'t.x)) маємо, ягідно (14), обернене рівняння 
Ліувілля

(16)

x*R, , &(*,*)*’{(*).
Якщо r((t) е неперервний центіюваний гауссівський процес, то фор­
мально для Ми(т.х) можна отримати відповідний аналог ланцюжка (4), 
але його дослідження сильно ускладнюється тим, що це буде ланцю­
жок Інтегро-диференціальних рівнянь з частинними похідними.

В останні десять років рівняння (14) привертав значну увагу 
фізиків (див. перший том збірника "Noise in Nonlinear Dynamical 
Systems". Eds.: P.Moos and P.V.G.McCllntock, Cambridge Univ.Press, 
1989). В основному припускається, що r|(t) є процес Орнштейна-Улен- 
бека з кореляційною функцією

A,(t)-t'«!•{'t'Wl , ов|
де параметр £ називається часом кореляції.

Добре відомо, що при певних обмеженнях на a(t,x),b(t,x) роз­
в’язок рівняння (14),(16) при s-О слабо збігається до деякого ди­
фузійного марковського процесу y(t), і’Mf(y(t;t,x)) задовольняє 
Обернене рівняння Колмогорова. Головною проблемою, яка розгляда­
лась у згадуваних роботах Є задача дослідження (14), (!6) нрй малих, 
але фіксованих в.
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Зусилля концентрувались на тому, як підправити коефіцієнти рів 
няння Колмогорова, щоб його розв’язок правильно описував збурене 
рівняння. На цьому шляху були запропоновані різні схеми, ало, як 
виявилось, ЕОІШ є між собою суперечливими 1 не узгоджуІПТЬСЯ з 
числовими експериментами.

В § 4.1 цієї глави ми показуємо, що для моделі (14),(Т0) 
варто шукати наближення для МГ(хО;г,х>) не серед параболічних 
рівнянь, а серед гіперболічних рівнянь. Тут приводиться обгрунту­
вання цього 1 наводяться відповідні оцінки, причому знову суттєво 
використовується формула (3). Відмітимо, що потужні методи теорії 
гіперболічних рівнянь, що грунтуються на відомих енергетичних не 
рівноптях, тут виявились недостатніми. Ми виводимо більш тонкі 
аналоги цих нерівностей, які дають можливість повніш? враховувати 
специфіку задачі.

Припускається, що a(t,x),b(t,x) в неперервними функціями від t, 

0 також
<L(t,x), 1(Ь,ь)t j (x )e C  W ,  Ш а ) * ° ,

k m ji*icti+r1/1 , lOW^l'K,

iDfoMUK , i-о,...A.
а I

ДЄ Эх'. К ,7 q додатні сталі, y r1.
В 5 4.2, на основі методу примежевих функцій, будується для 

рівняння (14),(16) асимптотичний розклад для Hf(x(t;t,x)) по сте­
пеням є.

В § 4.3. показано, як на основі теореми Бохнера-Хіичяна, ре­
зультати попередніх двох параграфів переносяться на випадок, коли 
гаусівське випадкове збурення є швидким 1 ееликим. Точніше, коли 
замість rj(t) е (7), де є-малий додатний параметр, a f(t) є цен­
трований неперервний стаціонарний гауссівський процес, кореляцій­
на функція якого задовольняє умову (Z). Тут також отрима­
ний асимптотичний розклад для Mf<x(t;^,r)) по степеням є, причому 
кожний члеч uюго розкладу можна за доп^ .гою квацретур виразити
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через фундаментальний розв’язок відповідного рівняння Колмогорова 
для дифузійного наближення. Для побудови цих розкладів знову вико­
ристаний метод примежових функцій.

Б останній п’ятій главі дисертації розглядається нестаціонарне 
лінійне рівняння Шредінгера з випадковим потенціалом, яке завжди 
можна подати у наступному координатному вигляді

AVitfl+tftjMtjhO, t ‘(c,т]) „„
v(0,f’)’ lf,(j>) , ) > *  f t "  .

З іншого боку, рівняння (1?) співпадає з рівнянням Леонтови- 
48-Фоку в теорії поширення коротких хвиль, ггри'тому потенціал тут 
описуй випадкові властивості середовища.

Дослідженню цього рівняння присвячено дуже багато робіт 1 го­
ловна увага приділялась розробці методів знаходження перших чоти­
рьох моментів розв'язку рівняння (!7>.

На даний час, найбільш визнаним серед фізиків е, так званий, 
метод марковського випадкового процесу, вперяе запропонований
В.Т.Татарським (ЖЭТФ,1969,т.56,Л6Ь

Згідно цього методу на потенціал накладаються наступні умовні 
з) т}(t,p) в центрованим гауссівським полем; 
б) боно е дельта-корельовшшм по t, тобто

де 0 (t > Є С фуНКПІЛ.
При цих умовах вдається отримати «пукнут! рівняння для моментів 

будь якого порядку.
Звичайно, що реальні моделі для t,р) не задовольняють умову

б) 1 до певгіої міри а). Кореляційна функція для них не є Р функ­
цією від t. Постає питання, яким чином в отриманні рівняння для 
моментів ввести реальну кореляційну функцію. На основі евристич­
них міркувань в багатьох роботах це було зроблено. В Цій главі мя 
математично обгрунтовуємо це.

Розуміючи слабі сторони чяпроппноввної моделі для tj(t.p),
Й.І.Татарський в Висновках до tm> згадуваної роботи поставив зав­
дання побудови деякої теорії зоур‘*нь, яка би не вдаористогуЬала
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припущення 9),0) 1 в основі якої б лежали наближення марковського 
випадкового процесу. В цій главі 1 що згдачу ми намагаємось роз­
в’язати. Конкретніше, в перших двох параграфах розглядається нас­
тупна модель, для потенціалу:

де £(t,p) є центроване неперервне гауссівське поле, є в малий до­
датний параметер. В останньому параграфі розглядається та ж сама 
модель, але без припущення про гауссовість. Рівняння (17) розгля­
дається в, так званій, Імпульсній форлі (в перетвореннях Фур’є по 
просторових координатах).

Для цієї задачі повністю використовується методика перших двох 
глав дисертації. Для математичного сподівання розв'язку побудовані 
як еищі наближення, так 1 асимптотичні розклади по степенях є, 
причому перший член такого розкладу співпадає з наближенням мар­
ковського випадкового процесу. Немає принципових труднощів з пере­
несенням отриманих результатів не моменти вищого порядку.
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