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0Ы1АЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Настоящая работа посвящена спектральной 

теории граничных г--здач для дифференциально-операторного ураг. - 

нения вида

* A*y(t)х Af(t)y(t), t є Со , 6 J ,  в < ° ° ,  / і /

где А - самосопряженный полуограниченный снизу оператор в сепа­

рабельном гильбертовом пространстве Н , $>(t) - непрерывная по­

ложительная на (0,6) функция. К уравнениям такого сорта приво­
дят многие задачи спектральной теории обыкновенных диЭДерекци - 

альных уравнений, уравнений с частными производными, интегро - 

дифферешхиальных и других уравнений.

3 случае, когда y(t) * < на Со, п , спектральная теория 
граничных задач душ уравнения /I/ была развита в работах многих 

математиков: А.Г.Костюченко и Ь.М.Левитана, Ф.С.Рофе-Бекето а, 

В.Э.Лянце и 0.Г.Сторожа, В.И.Горбачук и М.Л.Горбачука, 'J 7 г̂р - 

-бачука-, А.Н.Кочубея, Л.И.Вайнермана, В.М.Брута, В.А.Михайлеца, 

В.В.Левчука, Е.И.Кнюха, Г.Д.Орудаева, M.Sova и др.

В случае, когда на концах интервала вырождается или об­

ращается в бесконечность, исследования до сих пор проводились 

главным образом в конечномерном Н /си. И.Ц.Гохберг.М.Г.КреЛя. 

"Теория вольтерровых операторов в гильбертовом пространстве и ее 

приложения" - М.: Наука,1967 /, В случав бесконечномерного Н 

исследований, вообще говоря, не было, хотя они представляют зна­

чительный интерес для уравнений математической физики ,тзх как 

в силу неограниченности оператора А уравнение /X/ содержит в 
Оебе многие уравнения в частных производных.

Заметим, что вырождение y(t) на концах интервала, а такте 

неограниченность оператора А приводят к появлению новых зОДек- 
Тов по сравнению с конечномчфноа ситуацией в случае вырогдеиия 

y(t) И бесконечномерной ситуацией при отсутствки РКрОЗДвНИЯ.

Цель данной работы -  построение спектрально* теоркв 
граничных задач для уравнения / I / ,описание максима ишх вгссягч~ 
ТЇЇВНИХ /в  ТОЙ числе СвМОСОПрЯМКИМ*/ 8вдач,исолвяо^ адяе структу-



ры ИХ CG£jCTpa.

Методы исследования. fl работе используется метода спектраль *• 
ней теории спераюров, теории бинарных отношений в гильбертовом

пространстве.

Научная новизна. В диссертационной работе получены следующие

результаты:

I/ исследована структура областей определения минимального и 
максимального операторов,связанных с уравнением /I/;

2/ дано описание всех максимальных диссипативных, в частности, 
самосопряженных граничных задач для уравнения /I/;

3/ в случае, когда спектр оператора А .фигурирующего в урав­

нения /I/, является дискретным, описан класс максимальных диссипа­

тивных граничнух задач, спектр которых дискретен.

Адсобацкя работы. Результаты диссертаціїи докладывались на се­
минаре по дифференциальным уравнениям в частных производных Инсти­

тута математики НАН Украины, на международной математической кон­

ференции, посвященной памяти академика М.Ф,Кравчука /1992 г./.

Публикация. Основные результаты диссертации опубликованы в ра­
ботах, список которых приведен в конце автореферата.

00'ш работы. Диссертация состоит из введения, двух глав,спис­

ка цитируемой литературы шэ 37 наименований и ванимявт 78 стра­

ша. мйшшопясноге текста.

С0ЛЕР1«И1 РАБОТЫ

В главе X опгсчча структура областей•определения максимально­

го » яснями&гіого операторов,связанных о уравнениям /I/, к дан об­
жив кгл гршгтчяи* условий, порпжпатаих максимальные яйссипатвзгаге 

я. <іхяу>«улчтгвн!?*, в частности, самосопряженные расширения минималь­

ного оператора при услояяя, что j y(t) olt < »

На mortar# 2 )̂  аяенентра вида yCt)* , где

rr> - vwxSos мз'гурі'іьн'в -йоло, С JDlA*') 1 £>(■) - область on— 

рр-гля'нйя оп’трчтсга/, 'jk (t)€ С" (о б) / C e"°(o,j) - множество 
!*к*Ткл* бас конечно act’} ?реьіі“русіШл ка (о, і) \ ун клт'?/, слределя- 

s« tr’-.j'STPp Lc : l-c ij ~

г



і

I cy j(t)  *  ? 1ft) C-y*Vt)+A^(t)], / 2/
Как 8T0 следует из формулы интегрирования по частям, оператор ц, 
ермитов. Замыкание L0 оператора Lf0 в пространстве L^H,(с,в),9(f)) 
называется «акимальным оператором,порожденным выражением /2/.Со­

пряженный к L, в U ( H ,  (о,«),?(«) оператор L* называется ма­
ксимальным.

Пусть G(A) - скалярная непрерывная на Со,») фунгашя такая. 
ЧТО 0 < с < G (  А) ,где С * const и G(A) = оо .Область опре­
деления 3D(G(A)) самосопряженного оператора G(A)= j GfAViF,,,
где - разлсШше единицы оператора А .образует гильбертово 
Пространство Н6 относительно скалярного произволения

3 (G(A)^> G(Aty) Ю(в(А»

/ (•>*) - скалярное произведение в Н /.являвдееся пространст­
вом о позитивной нормой в смысле Ю.М.Береэанского. Пространство 
с негативной нормой,сопряженное к Hg. относительно (.,.) ,обо - 
значим %  . Таким образом,имеем цепочку плотно и непрерывно 
вложениях друг з друга пространств

Н^с НСН^ .

Пространство Hg. построенное по функции G(A) г £Л .обозначим 

Не «сопряженное к нему - Н( » Пусть А - замыкание в

сужения операторе А на 2)(еА) • Тогда Ас Д , % - самосоп­
ряженный положительный оператор в Нр » Наряду о выражением /2/ 
рассматривается также выражение

І  ц т  * y ’ct)C-jf(tt + ̂ y (t)7 . /з/
Положим

it)-* л/

По этим функциям строим соответственно пространства Не , H f' я 
Hs< • Дальнейшем через Н,- и Не + о будем с?озн£><>-

чать пространства,отвечавдие функциям вида А̂ G(A) , Є R .

Д 8 W м а 1.4 . Область определения 9СН L*) максимальмсго 
оператора L* , порожденного выражением /2/ в La (H,(o,0,f(t)) ,



ц
состоит из тех и только тех вектор-функций y (t)е La (H ,(о,£).?& )), 
которые имеют вид

\ .  і  [ V AI‘ ' S|AV(S| ^ S ) J S , / V

где Hgo , , h(t)S Іь(Н ,(оЛ),9(І)),к~Хї-
Т е о р е м а  I . I  . Бектоо-функция Ij(t)€ L*(H ,(*,l),f<t>) 

принадлежит 9D(Lo) тогда и только тогда, когда:
а /  y '(t) существует и является абсолютно непрерывной функци­

ей в пространстве Н& г э на С о ,і ) и в  пространстве
Н & + і  *  на (о,6]° t

б / б С у ] е и ( и , ( о , * ) , ? ( і ) )  •
На SD ( L* ) оператор L* действует как L0 ^  = e r a i  .

Обозначим через 9У множество вектор-функций y (t)  : С0,43 -і*
-* И таких, что:

а /  U (t) -  дважды непрерывно дифференцируема в Н H afo,<J ;
б/ u(t) € VteCo.ei $
в/  К у ] €  Ц ( Н , ( о , « )3р Ш )  .

Из формулы интегрирования по частям следует, что SD CSD(L*) 
и L ! У - на множестве ЗУ , Пусть !_У -  сужение опера­
тора на .

Т е о р е м а  1.2 . Оператор L0 совпадает с замыканием 
оператора I/ в пространстве

Из представления /5 /  вытекает, что веьтор-функция y(t)$2)(О 
яяляется непрерывно дифференцируемой на (0 ,0  в пространстве Н, 
ег.ктор-функция A у ж  t- ty'(t) непрерывна в HGe на Со,й ) ,а
Ееклср-фунмдач Ay(t)- ty'(t) непрерывна в пространстве Н,^
нй.(О) в J  *

Положим

, уг- у(в)€Ч  ,

у '  = Cy'(t) t h j ( t ) l  - у'(0)+Ау(0)єН&о ,



*-f-GiV%,e?rt>y(leHeH,

уЧ&.М)*', e/zny,')*h®h. r>/
Т е о р е м а  1.3 . Для произвольных вектор-функций y(t), 

Z (t)6 JD (L ^ )  имеет место формула Грина

(L° V' Z^ A(H,(о,!),#*)) '} У’ ̂  Z ~ /8/
= r(yt,2')-(y',Zt)]|# ~{^Л и̂фн •

Отправляясь от теоремы I . I  о структуре области определения 
максимального оператора и используя формулу Грина, приходим к 
следующему утверждению.

Т е о р е м а  1 .4  . Область определения £>(L0) минимального 
оператора Ц  порожденного выражением / 2 / , состоит из тех и то­
лько Тех вектор-функций U (t)6  3D(L* ) , для которых Ц(о)-Ц'(оН
* y ( 6)*lf'(S)=0  . * "  ' *

Из представления / 5 /  для вектор-функций U < t)€  5DCL*) следу­
ет,что у (0 )€  Н e o , у '(0 )є  Н £о+, , у « ) е  н ; в , у '(6 )е  H e .w  .
На вопрос, верно ли обратное утверждение,положительный ответ дает 

Й-Є..М м.а . Ь 5  . Пусть J ,  Є Н $в , ЄНХ ,
8 *  6 ^<5*-м * Вектор^уншии y ( t )> 2 < t )6  JQ (l£ ) * Удовлетаорн- 
ющие условиям

у(0) = |; *«>*§ «. г'Ш=9а,

существуют тогда и только тогда, когда

XjU?aeHGo, Ц,-%єн&€.
Окааивается, что для любой пары F ,  F ' c  Н© И существует 

вектор-функцкя y ( t ) 6 5D(L*) такел, что F =  У , F ' = V '  ;
здесь V и У ' строятся по y ( t ) по формулам / ? / *  Этот факт if Фор­
мула Грана / 8 /  дают возможней, установить, что тройка 
w e  П і ^ ї У  , Г* у * V ' -  операторы яэ £ ( L * )  в Н<8-Н .
V *  V '  определяются по y ( t ) e  X>(L£)c помощью /7/,яапя?тол 
пространством граничных значений / п . г . а . /  в смысле'А.Н.Кочусеч-



€
Б.М.брула. Дия того чтобь получить оалсалт различив классов pao- 
ші'.релії# мшіИмшіЬіюгс оператора Lp ,являющихся сужениями L* , на - 
домнем некоторые введения из теории расьлреняй абстрактных сил«мйт- 
рлческих операторов.

ішнейніді оператор В с областью определения £>(В) .плотной ь 
гяльоертозом пространстве V  называется диссипативным / аккумуля­
тивным/, золи 3>п(8£,|) > о / з 0 / для всех

3) (8 )  * Двсслкативнуй /аклумулятаекнй/ оператор называется май- 
ЗИМШЦ.ЙЫЛ Д|ИООВД!вТ*ВКНМ Айкскыальным аккумулятивным/, если он не 
іИ'йат нетривиальных, i .e .  отличных от самого 8  , диссипативных 
/sjtK'/jjuwTHBHaV' равирредиЛг. Поскольку акяукуллтиьиыв операторы 
гелучаютоц из дшоипагивнкх уиноиваием на -4 , все результаты , 
аолучецннв отнрсительио дюеипагивнкх: операторов, автоматнчеоздг 
переносятся на акгумулятрвиив.

Диссипативный оператор ьзегца допускает замыкание. Замыкание 
шссипат ирного оператора - диссипативный оператор, максимельны| 

дксоитгативнкї оператор дсэгда замкнут.
Всякий дкоошіатявнні оператор допускает расширение до макси - 

пального две сипа? явного. Симметрический оператор является олновре 
менно яясорпатявяам и а«кумулятивним. Оператор является одновре - 
млшо шкоймгуйным диссипативным и максимальным аккумулятивным 
тоі'аа < только тогда, когда он оемосопрялен.

В случае, когда j y ( t )d t< ° °  к о < t < ° °  > оператор Ц
яад-іется оамкзтрическпм 6 бесконечннмк дефектними числами, а пото­
ку дояугкаи бесконечное множество максимальных диссипативных, в 
том чиє*# и'самосопряженных расширений, которые, в терминах граняч- 

ннх условий описываются Следующей теоремой.
Теорема Ь5 . Каково бн ни было сжатие К в Н©Н ,. 

судгние оператора I* на множество векторов ^(t) Є S}(L£) « УДО-
зле г ве рящих условию

( К - £ ) У +  1<К+Е)Ґ=о /э/

( ( K - E ) V  - i ( K + E ) ) l ' -  о ) /іо/

представляет собой максимальное диссипативное /максимальное акку- 
иуля'гчг-гсе/ расширение L k оператора L0 . Обратно, всякое макси­
мальное диссипативное /макеиаьяьноа аккумулятивное/ расширение
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оператора Ц яв-яется сужением опара-тора I* на лноздс-?во зенке­

ров  ̂ е £>( О  , удовлетворении!!* /9/ /АО//, прячем сжатие К 
определяется расширением однозначна.

Максимальные сииыетрнческ** ралшреная оператора 1а ъ прост­
ранстве L^(H,(0)O,S>Ct)) описываются ус-говняш /9/,/10/, в 

которых К - изомєтричєоки2 pneprrop, Зги ус-чоаш. эадыят cawc-}- 

предико* расширение tc тогда я то»к., тогда, ютда К ут - 
тареи. Ь последнем случае /5/ и /10/ а:-ф;гьа.іектлш уело*и»

('cosС ) V У-  ( sIm C)V^ о , / и

где С -  сажаопря-У.акяый оператор в н ®Н ,К = з‘^ с,
а У, V У определяются по уа)Є оооткоіієшшм/И/.

Б часткостл, если в /II/ поло:аггь С - У В/г , Ь" - сдлдз ч 
ни> оператор в Н ® Н , то поручим cat: напряженнее раз-
шярекае, задаваемое граничными удяоьааки ^(0 )= (̂в)хО 

/задача Дирихле/, Такое расширение обозначим 1_с • Если ч /XI'
положить

с _ I'atct^ А&„(А) 0 j

I о -arctcf AG%(A) I ,

то получим самосопряженное расиарение .задаваемое $аловп.акіі 

U';o)г о > у/(4) = 0 /задача Немана/,
Глава П посвящена научении структуры спектра самооопряжвн. іч 

расширений минимального оператора L0 *

Будем обозначать через <3^ класс вполне непрерывных опера­

торов в гильбертовом пространстве, для р : 0<р<°° <5р «*

С  sf(B)<«>]  . * Sj ( B)  - s -ч ,-
сда оператора fi J\* т.е, Sj(В) -,^j( VB*B ) / AjC*) ^ собст­
венные числа оператора/. Множество Gp образует двусторонний 
идеал в кольце всех линейных ограниченных операторов в рассматри­
ваемом гилъСертоЕом пространстве, который сам является банаховым 

пространством относительно нормы

Операторы из класса <5* называется ядерними, а яэ класса " 

операторами Гильбарта-Шмидта.
Говорят, что спектр оператора L дискретный, если для неко­

торого комплексного А оператор (1-А є  г  определен на воем про*



*
«трінстБв и вполне непрерывен. В случае конечномерного Н спектр 

явссго самосопряженного расширения я U(H,(o ,t),?(t)) /о<«<»

J V w a t  / минимального оператора L0 , порожденного

выражением /2/, дискретний, причем собственные числа всех рас * 

ширений кмект одинаковую асимптотику на бесконечности. Если же 

Н бесконечномерно і! в выражения /2/ Д s о .то можно пока - 

зать, что у t0 f-'e существует самосопряженных расширений с дис­

кретным спектром. Такая же картина имеет место, когда в выраже­

нии /2/ спектр неограниченного оператора А не является дискрет­

ным. Точнее, в этом случае спектр ноякого самосопряженного рас­
ширения оператора А не является дискретным.

Особый интерес представляет тот случай, когда спектр опера­

тора А а выражения /2/ дискретный, ибо тогда суаествуют само­
сопряженные расширения «инлмаліяого оператора как с дискретным, 

так и с непрерывным спектром. Описание максимальных диссипатив­

ных, в частности, самосопряженных расширений с дискретным спект­
ром содержится в следующей теореме.

Т е . о. рема 2.2 . Если спектр оператора А дискретный , 

то спектр максимального диссипативного /максимального аккумуля­

тивного/ расширения 1К минимального оператора 1е является 
дискретным тогда и только тогда, когда оператор К+Е впол­
не непрерывный.

В основе доказательства етоЗ теоремы лежат два факта:

I/ если спектр оператора А в выражении / 2 /  дискретный,то 
опрктр самосопряженного расширения і . соответствуедего зада 
че Дирихле, также дискретен;

2/ условие резольвентной сравнимости, состоящее в том, что 
если К ,  К» - сжатия в Н @ Н  * $(•) -резольвентное 
множество оператора, L «  , Lf<e “ расширения минимального опера­
тора i.o , соответствующие по формулам /9/,/10/ этим сжатиям, 

^ju.(Lk )-(Lk; ->д еУ f - резольвента оператора L k , jug ?(Lk)o 

O f ( L K ) * T0 ™ eeT место соотношение эквивалентности

< оо <?ф К- К0 є ®р .
Яз теореми 2.2 получаем, что необходимым и достаточным усло­

вием для дискретности спектра самосопряженного расширения L c 

кипямальнего. оператора L„ в предположении Ач€ является 
вполне непрерывность оператора соЗС



зПри условии, что -саекгр оператора А дяекрегаий, дал «с- ,»с- 
следуется вопрос о принадлежности к клас ay «е р ш *  опе­
раторов. Доказывается, что LD Є б ,  тогда и только тогда, ко-
гда А_< -  ядерный оператор. Услоаае принадлежности RM(L №) к 
классу ядерных операторов дается о адедущеії теореме.

Т е о р е м а  2.& . Пусть А"16 6 , в пространстве И .
Для того чтобы Rju{Lk) £ € ,  /  Упци.<о /  » пространстве La(H, 
<0,<>,*«») . где LK -  максимальное дассяпатишое рвсшгренае «к - 
шшального оператора, соответствующего граничному условии Аі/, 
необходимо и достаточно, чтобы К * Е € в И ©  Н .

Условие принаддеяшости R ^ ( C K) к классу <За дается и тео­
реме 2.5.

Т е о р е м а  2.5 . Пусть А *€  ®г в пространстве Н . Д ч 
том  чтобы ^ ( Ц )  Є 6Я / я La (H ,(0 ,< ),y ft))  , г и
LK -  максимальное диссипативное расширение оператора L0 , соэт- 
ветствутацее граничному условию /9 / ,  иеоСюдимо и достаточно,чтзбы 
К + В  €  6% в пространстве н © н  .

Назовем максимальное диссипативное расширение LK ииннмальчэ- 
го оператора гладким, если вектор-Іушщии из его области опреде­
ления непрерывны на С0,43 в пространстве Н , ш максимально гла­
диш -  если они непрерывны в пространстве /для простоты
считаем, что функция y<t )  ведет себя одинаково на концах проме­
жутка Г 0,81 * а потому функции Gc ( Л) и Gf (A) эквивалентны; 
(J(A) - их общее обозначение/. В работе установлено необходимое 

и достаточнее условие гладкости я максимальной гладкости операто­
ра 1-к . а  именно, имеет место

Т е о р е м а  2.6 . Для того чтобы максимальное диссипатив­
ное расширение LK оператора L0 было гладким, необходимо и доо- 
татоаяо, чтобы оператор Q ( А ) ( £ *  К ) был непрерывным в прост­
ранстве НФН . Для максимальной гладкости і_к необходимо и до­
статочно, чтобы оператор ^ < ^ ( A ) ( E t K )  был непрерывным в 
пространстве Н ® Н  ; здесь

j-(i I), s ' « - r  &J.
Из этой теоремы получаем гак следствие, что если спектр опе­

ратора А в /2/ дискретний, то всякое гладкое максимальное 

диссипативное расширение /подавно и максимально гладкое/ *в—



1 о
ЛЛЄТСЯ расти реки ем С дискретным спектром. ||

До сих. т;ор рассматривался случай, когда J# ?(t)ctt <00 . В

мои случае минимальный оператор является симметрическим и имеет 
бесконечные дефектные чи&яа. Еолй же f(t) на концах интервала 

такова, что j£? (tUt  ге о  и ?(t)dt *<*> , 0<Z< t/г , 

то ояязывеется, что и этом случае он самосопряжен» g
1 е о р о її a <.t? ♦ Пусть г J yrt)dt«»

/ ( . l-t  
/ 0 < С < i/a /« Тогда гишшалъный оператор 10 , порожденной

вырастем / V  в пространсіва La (H ,(0,t),p(t)) , еамссопря -•
жен.

Пользуясь случаем, приношу глубокую благодарность своему на­
учному руководителя Мирославу Львовичу Горбечуку за помощь в ра­
боте.
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лиз, Институт математик* !Ш! Украины, Киев. 1994.

Защищается диссертация, в которой построена спектральная тео­

рия самосояряжеяянх граничных задач л.чя д«4„врвяциальяо-опврагорта 
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типа Птурма-Диувиллд о вырождением. Установлены признак* дискрет­
ности спектра таких граничных вадач
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Dissertation,in which spectral theory of self-adjoint boundary 

Value problems for dlfferentisl-operator equations Stum-Llourilie 

type with degeneration ів built,ia defending.Desoyiptioir in termin', 

of bo'mdary-velue conditions of wll aclf-edjoint existences of 

minimal 9peratorfwhioh ere born by differential-operetor equation 

Sturm-Liflutille type with 4sg4neration,ie given.The ei.:nee of 4is- 

oret epoetr of the sane bound-n.ry-value problems are obtained.
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