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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

А к т у а л ь н о с т ь  т е м ы ,  в  Ї938 году Петровским й.Г . 

была поставлена следующая задача.

ііусть £>2 -  oi асть в H p V rlc R 1 для “ *€<2.
Рассмотрим задач/ Коши

£ _ Ч М = Р  ( т > Ч и . ,

к
d _ U  аа Ц> (х )
a t "  lt . o к ................. (2)

где — Z 2 .  ^  -мультииндекс
^  \̂>) 

i J L i t r W j ,  D V D * ’. . ] ) / ,  ( ^ )

J** d.
( p -  достаточно большое), коэффициенты Q  -  постоянные 

р

I lf lL c n  = 2 Г т в *№ М І =  Н Ч'Нр • ( 3)
Р  К4б6

Задача (1 ) - (2 )  поставлена корректно по Адамару, если йля 

каждой системы Ц>к (* )  н а Й  решение U.С і,х )  этой задачи существу 

ет и найдутся їакие числа р » ч*о прй паянном-fcs [О, Т І

выполняется неравенство
ги-1

ц и , ц , х ) і і - ^ и 2 2  i i ^ t i  * w
ь к»о

Консїанїа М  может зависеть лишь йї1 Т  .
И.Г.Петровским сїавится вопрос о наименьшем ? й неравенст­

ве (4 ) при заданном Ч



В случае N =  m = 2  > " l - О  ответ

(5)

следует из результатов Соболева С.Л. (1938 г . ) .

Важным классон уравнений ( I )  являются те уравнения, для кото­

рых задача Коши равномерно корректна при * t  . Такие задачи 

будем называть точно равномерно корректными (ТРК) или ТРК разре­

шимыми.

Из (5 )  следует, что ТРК разрешимая задача Коши при N-=*m=2i 

может быть лишь при А 

Хорошо известно, что при т = 1  ТРК разрешимость задачи ( I ) -  

(2 )  имеет место, если 1 D )  -  эллиптический оператор.

Из результатов М.Совы, С.Куреппы, Г.Фатторини следует, что 

для т .  3  задача (1 ) - (2 )  ТРК разрешима “Тогда и только тогда, 

когда N =  О .

Оставался открытым вопрос о существовании операторов PN ^D ) 

при Ж .* 2  • Л >  1 і Длй которых аадача Коши ТРК разрешима в про- 

стванствах с метрикой,отличной от (например, в 9 3  )■

Этот вопрос перешел в одну из проблем, связанней с абстрактной 

косинус-функцией (К0$) после работ 3 .Хилле (19^8 г . ) ,  С.Куреііпн 

(1958 г . ) ,  М.Совы (1968 г* ) . Г.Фатторйни (1969 г . ) .  С.Г.Крейна 

(І967  г .) ., начавших изучать с помощью абстрактных специальных 

функций (полугруппы, К0Ф< функция МиттаЧ -  Леффлера) ТРЙ разреши-^ 

кче залами Кови для дифференциального уравнения

(6)

где -  линейный оператор, действующий в некотором банаховом 

пространстве, m *  U 2-,..

г



з
При этом получены следующие результати: 

задача Коши для уравнения (6 )  ТРК разрешима в банаховом простран­

стве В  , если:

а )  т * П  , А  -  генератор С-о -  полугруппы';

б) 171=2 . А  -  генератор КОФ ;

в) Ш і З  , А  " ограниченный оператор.

8 овязи о этим весьма важным стал вопрос о критериях генератора

соответствующей абстрактной функции. і
6 случае С 0 -  полугруппы ответ дает теорема Хилле -  Иосиды

-  Филлипса -  Феллера -  Миадеры (ХИФФМ). в которой основным уолови- 

ем является оценка на степени резольвенты оператора Д

( Х > ы ) ,  с )

Константа не зависит от 1 1 = 1 , 2 , . . .

Отсюда следует довольно проото проверяемое достаточное условие 

генератора С 0 * полугруппы

I R U » A M ^  ( X - w )  • (8 )

В случае КОФ ймевгместо теорема Совы -  Куреппы -  Фатторини 

(СКФ), аналогичная теореме ХИФФМ, в которой (7 )  заменяется услови­

ем

I (n+1)! ( x -  (J) 1 (9)

А> U> , М  -  константа,не зависяиая от И. .

Однако (9 ) значительно проигрыьает условию (7 )  с Точки зрения 

его проверки. И здесь нет хооошо проверяемых достаеочных условий 

типа ( 8 ) .  Одним из наиболее часїс' применяемых условий является



условие: -  генератор сильно непрерывной группы

При этом для КОФ справедливо представление

С(*)~Х[ТШ+Т>й]. <«>
Этот критерии использовался в теоретических исследованиях Г.Фат- 

торини, С.Тревиса, І.В ебба, С.Г.Крейна. Однако основной "недостаток 

этого критерия следует из одной теоремы І.Хермандера, позволяпщей 

утверждать, что из всех дифференциальных операторов ( D )  гене­

раторам КОФ в ^ ( р ^ І ^ Л о б л а д а в ц и м  свойством (1 0 ), является
j i i i

только одномерный оператор ~ ~

Таким образом сложилось впечатление, что не существует много­

мерных дифференциальных операторов Pn ( D )  , являвшихся генера­

торами КОФ в L P ( p i U р * г ) .

В связи с этим в 1970 г .  С.Г.Крейном были сформулированы 

следующие проблемы, связанные с сильно непрерывной КОФ:

Существует ли многомерные дифференциальные операторы с 

постоянными коэффициентами,являющиеся генераторами КОФ в прост­

ранствах L p  ( Р ? 1  г ) .  в частности, в пространствах с

равномерной метрикой?

ф. Попытаться найти критерий генератора КОФ, содержащий лишь 

конечное число проверяемых условий, в отличив от (1 0 ), где ЧИСЛО 

таких условий бесконечно.

3), Получить достаточное условие генератора КО# не в терминах 

квадратного корня оператора.

Наряду с задачей Кови, другой класс классических задач для

уравнения - - у -  =  flu. ■ при U  t P i T ]  составляют краевые эадачи. 

Корректной разрешимости таких задач посвящены многочисленные иссле­

дования С.Г.Крейна, П.Б.Соболевского, М.Л.Горбачука и их учеников,
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в
К также й.М.Борон, И.Б.Мельниковой.

Вместе о тем основополагающие работы М.В.Келдыша (І9 5 І г . ) ,

В .Феллера (1952 г . ) ,  С.Г.Михлина \,1954 г . ) ,  А.Д.Вентцеля (1956 г . )  

положили начало исследованию вырождавшихся дифференциальных урав­

нений и, в частное' ., изучении оператора

о точки врения постановки "граничных" условии в зависимости от 

степени вырождения коэффициентов.

Фундаментальные результаты в этом направлении получены В.П.Глушкг 

Он также рассмотрел коэрцитивную разрешимость краевых з_дач, связан­

ных с абстрактным дифференциальным уравнением

l t  u r t ) + A u ( t i * | c o ,  ( і г )

где Д -  линейныи оператор, действующий в гильбертовом пространстве.

Аналогичные вопросы для уравнения (1 2 ), рассмотренного в бана­

ховом прострайстве со специальным порядком вырождения коэффициен­

та  c t (V )  , изучались в работах П.В.Соболевского и его учеников.

Ц е л ь  р а б о т ы .  Решить указанные выае проблемы, связанные 

с сильно непрерывной косинус » функцией, й, как следствие, получить 

ответ на вопрос И,Г.Петровского в весьма важном для теории и прило­

жений случае t  =  О . f

Изучить ТРК разрешимость краевых задач, связанны* с уравнением 

(ЇН ) при наиввиее слабых ограничения* на оператор А . пейсгпуг» ну 

й банаховом пространстве і

Исследовать свойства гладкости решений еобтяетстеушпИ* точно 

равномерно корректных задач.

М е т о д и к а  и с с л е д о в а н и я .  В работе непоіьв/вгея



методы функционального анализа, обыкновенных уравнений и уравне­

ний в частных производных; методы комплексного анализа, в частное 

т и ,метод абстрактного преобразования Лапласа.

Конечно разностные методы и метод мульти -  аддитивных нера­

венств типа Ландау -  Адамара -  Колмогорова.

Метод регуляризации некорректных задач в соответствии о тео­

рией А.Н.Тихонова, М.М.Лаврентьева, В.К.Иванова.

Н а у ч н а я  н о в и з н а .  Все результаты, полученные в 

диссертации,новые.

1. Решена приведенная выше проблема сильно непрерывной КОФ. 

В связи с этим получены: а )  новый критерий генератора КОФ;

б) новый критерий генератора аналитической полугруппы, более ес­

тественный с точки зрения приложений и теоретических исследований 

по сравнению с классическим критерием Иосиды -  Соломяка ; в) удоб­

ные в приложениях достаточные условия генератора КОФ и аналити­

ческих полугрупп для широкого класса дифференциальных операторов ;

г )  найден алгоритм построения генераторов КОФ, соответствующих 

многомерным дифференциальным операторам с постоянными коэффициен­

тами В пространствах о равномерной метрикой. Тем самым в одном 

важном частном случае дан ответ на проблему И.Г.Петровского ;

д) применяемый здесь метод регуляризации некорректных задач с 

помощью Со “ полугрупп позволил исследовать ТРК разрешимость 

задачи КОши для абстрактного уравнения с дробными производными и 

получить необходимые и достаточные, а также легко проверяемые 

достаточные условия такой разрешимости.

2. Доказана ТРК разрешимость соответствующих краевых задач 

для уравнения (12), где оператор ^  является генератором С о  - 
полугруппы, а  коэффициенты оператора ^  имеют порядок вырождения,

6
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изученный М.В.Келдышем и В.Л.Глушко.

3. Получены оценки производных решении приведенных выше 

задач,- о помощью доказанных здесь мульти - аддитивных неравенств, 

обобщающих неравенства Коши -  Адамара -  Колмогорова, Гальперина - 

фон Неймана, Брезис -  Розенкранца -  Зингера.

П р а к т и ч е с к а я  и т е о р е т и ч е с к а я  

з н а ч и м о с т ь .  Результаты работы носят как теоретический 

так и прикладной характер. Они могут быть использованы для даль­

нейших исследовании корректной разрешимости начально- краевых 

задач для уравнений различных типов.

Вместе с тем методы доказательств, применяемые здесь (метод 

регуляризации, конечно-разностный метод),носят конструктивный х а ­

рактер и позволяют строить алгоритмы приближенного решения иссле­

дуемых задач. Отметим, что точно равномерно корректные задачи не 

требуют повышений гладкости начальных данных в зависимости от 

олол при доказательстве сходимости соответствующих разностных схем.

А п п р о б а ц и я  р а б о т ы .  Результаты работы система­

тически обсуждались на научных семинарах кафедры функционального 

анализа и операторных уравнений Воронежского госуниверситета (рук. 

проф. П.Б.иоболевский), неоднократно на семинаре под руководством

С.Г.Крейна (Воронежский ЛТИ), на семинаре по дифференциальным 

уравнениям в Институте мате-'атики и механики ВГУ (рук.Проф. С.В.По­

корный). на семинаре по дифференциальным уравнениям в частных 

производных ВГУ (руководители проф.И.А.Киприянов и проф^В.З.Меш­

к о в), на семинаре по дифференциальным уравнениям (.Воронежский по­

литехническим институт, рук.проф. В.Д.Репникоь), на семинаре под 

руководством проф. Я.Б.Рутицкого (Воронежская строительная акаде­

мия), на семинаре под руководством М.Л.Горбачука в Кччвском инсти-



туте математики Укр. АН.

Результаты работы докладывались на международных конференциях і 

по дифференциальным уравнениям и их приложениям ( г . Р усе,Болгария, 

1981 г . ) ,  по дифференциальным и интегральным уравнениям (Самара, 

1992 г . ) .  Во Всесоюзных математических школах: Воронежская зимняя 

математическая школа (1967-1994 г г ) ,  ХІУ школа по теории операто­

ров (Новгород, 1989 г . ) ,  ХУ школа по теории операторов (Ульяновск, 

і 990 г ) ,  ІУ Крымская Осенняя математическая Школа-симпозиум по 

спектральным и эволюционным задачам (п.Ласпи, 1993 г ) .

Основные результаты диссертации обсуждались с ведущими специа­

листами в области операторных уравнений и их приложений профессо­

рами Дж. Да Прато (Нормальная школа, г.П иза, Италия), Дж.Голстейн 

(Университет, Новый Орлеан, США).

П у б л и к а ц и и .  Основные результаты диссертации опубли­

кованы в работах [ I  -  19 ] . В  диссертационную работу включены 

только те результаты, которые принадлежат лично автору.

О б ъ е м  и о т р у к т у р а  р а б о т ы .  Диссертация 

состоит И9 введения, пяти глав и списка литературы. Она изложена 

на 230 страницах машинописного текста. Список литературы включает

1 •*! название.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении дана формулировка задач, решаемых в диссертации 

(задача И.Г.Петровского, проблема косинус -  функции и д р .) .  И 

дви обзор работ, содержащих результаты, полученные в этом не­

пі явлении к настоящему времени.

В первой главе для дифференциального выражения, которое будем
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называть оператором Келдыша -  Фелдера,

(із)

где a  (V| . ё(± ) , С с4) -достаточно гладкие функции для 1 6(0,0° ) .  

допускающие обращение в ноль или бесконечность на концах интерва­

ла С о,о") и С Х (4іг.О  .устанавливаются в нормах Ь р ( Р Я ^  нвт- 

равенства вида

|| U  11̂  *  Ф а1(Ц11и|ірі-1|сг1к)11^и іи +  Фої^’и 1’ (II)

i * V  Ф „ м М е  +Фн м | Ы , Л М .  <•»
Здесь функции строятся по ков'іш циен-

там Q.U) , &(-t) , С  (А ) , а  к  -  параметр (вообще говоря, произ­

вольный), •£, и -  некоторые линейные функционалы.

При этом рассматриваются два случая:

1) "f" .̂ , если существует -  оо , такое, что выполняется

неравенство ^ - а к »  для всех 4fc(o.<*>) <£>Ш \  » /  >

2) М Т .  , если существует , такое» что — 1 к о  .
,  a  (t)

fl каждом из этих случаев оператору Ц  ставится в соответствие

функция T ( k , t ) = T + (*,V) =  k a M  + £ (t)B  случае Т +  и T(*,V} =

“ T l  , в случае Д  € Т -  .

В частности, если Т ( к Л')=а Т ( к '' ^ 0 ,  —* - ех1>
t« o , с*>)

неравенство (15) имеет вид

l l u ' i i r f S k l u l I t  l & i i  ( k * k eV  (16)т«)
В одном важном случае, когда

£f.U -  "t^U  (к) * St* (17)

(dL'& ^ о )  . Функции T (k >  « ф , (* )  вычисляются явно и после



іС
минимизации по параметр/ к  яз неравенств (1 4 ) ,(1 5 )  след/от 

мультипликативные неравенства вида:

І І и Ц б М ^ Н и І І ^ І І ^ ^  , (18)

^4
H U 'H ^ H 2 I M p ( і^ и й  (19)

с известными параметрами И » , М г  , ^  ( t= iv и )  •
В § 5 обс/ядается вопрос о точности этих неравенств. Ответ 

на который содержится в следующих теоремах:

Обозначим через \ ] к л а о с  функции U таких, что 

U € L f Л <? , Щ о )а О .
Т е о р е м а  I .  Для того, чтобы функция из клаооа

W p  удовлетворяла неравенству (18), необходимо и достаточно

чтоби ĉ -s. max ( р ,* )  . І , + К 2 - ^ »

JL _  _V
Р

* 1 р

Т е о р е м а  2. ЛЛя того, чтобы функция U f Y / p г  удов­

летворяла неравенству (19) при с^-во , р $ 1  < I 'M ,  необходимо 

ч достаточно, чтобы

^  J__і___ 1
е р  іР .

Для A - t  , , g > 0  , р  = ?.= с ^ =®°  Брезисом, Розен-

«•ранпем и Зингером получено неравенство || U1 fl -6. 2 |[Ptull .
о

Отметим, что из (19) в этом случае следует точное неравенство

ІІ 1-і |l ^  В лемме 2 . 5 . 4  доказана неулучшаемость константы



I и
& * ’ * A

Заметим также, что если коэффициенты а операторе Ч.  ̂ такие, 

что а (4")S. 1 . a  и С (4) ограничены, то неравенство (15)

уточняет теорему Гальперина -  фоь Неймана, в которой лишь конста­

тирует принадлежность функции u '( - t)  пространству I

но не указывается г алифицированная оценка.

Неравенства типа ( I і*), (15) используются в диссертации в трех 

направлениях:

1. Исследуются свойства гладкости решений соответствующих 

задач для уравнений, содержащих оператор Келдыша -  Феллера.

2. Эти неравенства позволяют определить операторы, подчиненные 

в омысле Т.Като оператору Келдыша -  Феллера, что являет^ і важным

в теории возмущений линейных операторов.

3. Они являются основными при установлении аппроксимационных 

овойств, соответствующих разностных схем в главе 5.

В 1952 Году В.Феллер, используя теорию полугрупп, исследовал 

параболическое уравнение

2 і ! і £ =  + l и .«>, ( » )
г {  а *  і  З х

{ ъ о  - о а ^ ’г,

с точки зрения существования и единственности его решения, удовлет­

воряющего начальному условии

и(о,х) ̂ ( *) , (21)

Аналогичные вопросы были рассмотрены и А.Д.Вентцелей. Этими 

авторами были указаны наиболее общие дополнительные условия,при 

которых дифференциальное выражение = Q uiu,!(x) + € w u ’(x) порож- 

, даст генератор с.- полугруппы в пространствах ^  и, «ле~
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довательно, задача ( 2 0 ) - (2 І )  ТРК разрешима в пространствах ^  .

Однако, свойства гладкости соответствующих решений этими 

авторами не изучались.

Впервые, для частного олучая а м = х ,

^,=0 . ^  =  0“  Х.Брезис, В.Розенкранц и В.Зингер изучали

свойства дифференцируемости решения задачи (2 0 )- (2 1 ) , о целы)

приложения к исследованию диффузионных процессов.

Во второй главе диссертации с помощью результатов, получен­

ных в первой главе, устанавливаются неравенства для норм произ­

водных решения задачи Коши в олучае - Ц ^ Т ^ Т - )•  Результаты по­

лучены путем изучения сначала овойств решений стационарного 

у равнения

awu"(x) + 6(x)u'(x) - \u(x) = |(>0 * (22)

а зятем применяется Теорема ХИФФМ о существовании С0 полугруппы.

Для уравнения (22) получены следующие теоремы.

Т е о р е м а  3. Если 7 1  « то уравнение (22) при любом 

\ > о  имвет однопараметрическое семейство решений и для

того, чтобы какое-либо из них удовлетворяло неравенствам

null * J i i L  , (23)
Л

н и 1 н Ж В Й -  n f i i ,
■ х

(24)

Ш инеобходимо и достаточно, чтобы | V ( o ) | ^  ^

Т е о р е м а  4. Если f y t  Г+ и І £ і  L(o,xe) (*® *(o,w>)) и
сню ( « І

фиксировано, то уравнение (22) имеет единственное решение

ч аля него сіцаведливн неравенства ( 2 3 ) ,(2 4 ) .



Т е о р е м а  5.  Пуоть R T -  область значении функции Т(к) 
то гд а; если в уоловиях теоремы £  L(o,X o) • то уравнение

(22 ) имеет однопараметрическое семейство решений

Пусть А «  -  оператор, определенный дифференциальным выражени 

ом -Ї.* и областью пределения S&C/U) , состоящей из функций 

<̂ (*') , обладающих свойствами

тогда справедлива

Т е о р е м а  6. Если -?к £ Т+ , ко^ 1  ̂̂  Si(As),
х б (о ,^  « W

то вадача (2 0 )-(2 1 )  имеет единственное решение 1Щ,Ч}= U v t)^ ^ 4) 

со следующими свойствами;

а )  U (4) -  С ,  полугруппа^

б) *иР | и М )  ^ €хр(СліМНІ|,

х«(о,о») ’ <?х ' ®

т а х ( 5 к 0 > о ) »  если

$ Т (s) •> воли S е RT •
со — ,

Т е о р е м а 7 .  Если Т_ и оператор Д определен

дифференциальным выражение» и областью определения

ІЬ (A) =(u: U€ЦЗ> -Рхи^ © , -Um ?*U(x)s=o I
V-ЛГ» J

(2 0 )-(2 1 )  имеет единственное решение^ представимое в виде

U ({ ,* )=  UoV) (̂*) * ^

где  О т -  сжимающая С, - полугруппа. При этом

ІЗ
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0Х (26)

Т е о р е м а  8 . Если и їЬ (А )  ~ { u  '
\  , то задача (2 0 )- (2 I )  имеет единственное

решение 'Ч('І)У') € и для него справедливо представление

(25) и неравенство (2 6 ).

Применяя полученные результаты в § 5 г л .2, исследуются свойст­

ва гладкости решения задачи Коши для дифференциального уравнения 

(20) в случае, когда

’ (27)

0 < У  < о °  ,  f > o ^ O .

При этом нам потребуются пространства

е > Г < в ;Ы * м ; ^ &  и к ' Г м * ® ) ’
4  р("0

Х.Брезио, В.Розенкранц и Б.Зингер показали, что при J 2=f>і = о  % 

U{^ \  , то А  , заданный дифференциальным выражением (27),

является генератором сжимаггаей Со полугруппы 

относительно нормы II f t  • . . . .  и из этих

оценок выводились свойства дифференцируемости решения задачи (2 0 )- 

( 2 1 ) .
Здеоь основной является

Т е о р е м а  9. Д  -  есть генератор сильно непрерывной 

о*имчпщей полугруппы t  областью определения

1 J A )  = ( г  ,



&/» *1W0*M-O , о  < { і т   ̂ плотной в .

Х"*в|о л и  ^  6 ^ т  (Л\Х_> . то U ( l , ^ = - есть единственное 

решение задачи (2 0 )-(2 1 )  со следуюцими свойствами;

[lO  °  *

m-и ,|
I д U({,X) I ,, і „ ,

л р И т ^ Г   ̂ ^ ° 'у > о  1

15

0Х  
m+i

II 14 Ы I 
'I -> - 1

у * о  1 ОХ
гп , чЛ-л (ЬЛ

W  - ъ " п Ъ \ Ы „

Наконец, если и 0 + * )  Q 6 $ 3  * ?0 ^
такое, что

S up

v ^ .o Э х ’

Исоле івание гладкости ограниченного решения задачи

д Ш І ї * ’ _ у « 1  3 Xu d |X ) . ( i / 1 (9ш Ы  

Є I  ~  3 x 1  Ax

U ( o ,4 ) = ^ ( x ) .  (29)

Здеоь x t C o , ^ -) , l e f o .o b ')  . S -C o r \s t> o s j ^ l .

Уравнения вида (28) рассматривались 0 .Стоуном (1961 г ) .

Очевидно, что в случае £>о  , ( у 6 Т +  и - i ^ z  —  |_,(о,Хо)

Т / Л  QW *и,кроме того, | * ( х )  =  ^ )  (-j— J . }

Следовательно, по теореме 4 задача (2 8 )-(2 9 ) имеет единствен­

ное ограниченное при каждом | ; > 0  решение. Оно представимо в
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виде , где Del') --  сжимающая в полугруппа

и , кроне ТОГО,

jj S U M  II *  A  Ц Ъ 4

<ЭХ ІвІ^5-

і -
г - л

Кроме того, справедлива следующая теорема, обобщающая теорему 

Х.Брависа, В.Розенкранца и В.Зингера.

Центральными главами диссертации являются третья и четвертая. 

Третья глава содержит новый критерий генератора аналитической 

полугруппы,отличный от классического критерия Соломяка -  Иосчды 

и который оказывается более естественным, как о точки зрения 

приложений к исследованию конкретных операторов, так и при приме­

нении теории аналитических полугрупп к решению проблемы косинус­

ной функции, основной в настоящей работе.

В третьей главе основной является

Т е о р е м а  I I .  Дня того, чтобы замкнутый оператор Д  был

Т е о р е м а  10. Если функция t j M  такі 

^ ^ 2 ) ^  • то АЛЯ единственного решения задачи
ведливы оценки

такая, что

ачи (2 8 )-(2 9 ) спра-*

Ь ^ 1 * а1|ААг:;зС.

> _L

|^іі^>|.,АЛ г г НАа,;и ,д

0  Ж ^



генератором аналитической полугруппы в банаховом пространстве 

необходимо и достаточно, чтобы <£(.(£) = &  и существовали такие 

числа М  .'J , СО и Л >1 , что для всех У.\ R A  >  со выполняет­

ся неравенство

При атом для полугрупп» в секторе

І 3 m * |^ R e 2 !e 4 -x \ (ЗІ)

справедливо представление

co+ loo

R ( f *  А > 4 м -
2 ї і  О - іо о  (32)

= - _ і _  ^ «хр  (V i)  R (X , К) d>  > 1J  = d .
2lU (и д

U w » l .  /  со \
Здесь контур |<0,Л СОСТОИТ ИЗ V= Ч

|v f |< £ -il . ,  О Э > С О * > -0 .

Следующая теорема содержит достаточные уоловия генератора 

аналитической полугруппы и является полезной в приложениях.

Пусть Q. С R* -  ограниченная или неограниченная область, и

32>j>G£D={f(*>: f f > 0 f ( 'e ) € ^ C Q ') ( ^> (V )> © } ,
Предположим, что Д -  линейный оператор такой, что 

ЯВЛЯЄТСЯ его собственной функцией, т .в . *  JUVf , причем jU£ 

Кроме того, будем предполагать, что для всех R'e\'>CJe > o  

и of €  (-1 2 А справедливо представление для резольвенты

( У  I-  А ) %  \  к  \ )  fcs ') els*, (эз)
Д. __________

ЛНБ ім. В. Стефаяика I 
АН України

17

70



ІЬ
тогда справедлива

Т е о р е м а  12. Если для ядра К  выполнь-

втоя неравенство

І К < ^ Л ) І £ ! ^ К ( х А ^ ( - ^ )

при некоторых и ^ , не зависявих от X , S , X , то для 

т ю  вьіпрлняетси неравенство (ЗО) в нормах пространств

C&pCGO, .«і
Анализируя ход доказательства этой теоремы, легко получить 

следу «шее

С л е д с т в и е  I .  Если оператор А  удовлетворяет услови­

ям теоремы I I  и Д о -  некоторый линейный оператор, подчиненный 

оператору Д  в том смысле, что ХСА*^ и для его резольвен­

ты справедливо представление (33) и для ядра (х ,$ ,Х ) выполня­

ется неравенство

I К д ( к »а»Й*\\

то справедлива оценка

где и JU -  соответствующие собственная функция и собствен­

ное число оператора Д  .

Из теорем 10,11 и следствия I  следует 

Т е о р е м а  13. Бели выполнены условия следствия I и

, то оператор Д д  являэтоя генератором ана­

литической полугруппы U  (У) в » причем JU _  тип этой

полугруппы.

В параграфе 2 третьей главы содержатся различный конкретные 
примеры генераторов аналитических полугрупп, демонстрирующие прнло-
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жения приведенных теорем. ,

Следующий пример содержит положительный ответ на вопрос 

профессора Да Прато.

П р и м е р  I .  Пусть . В  = * £ 5 ( Л )  . Оператор

Д  задается дифференциальным выражением Лагранжа ! и  =

и область» определения

Оказывается, что так заданный оператор Д  является генерато­

ром аналитической полугруппы.

П р и м е р  2. В атом примере для оператора Штурма -  Лиувил- 

ля Д ц =  l/w +fyO O U O O  . . доказывается следувиая

Т е о р е м а  14. Дія того, чтобы оператор Д^был генератором 

аналитической полугруппы в (R 1)» достаточно, а в случав 

и необходимо, чтобы <^{х)е5д . г д е

пространство Степанова с нормой \\а \\ — s u p  ^  *
і »

В третьем параграфе для Q . « ( о ,  О  исследуется оператор Д ,

заданный дифференциальным выражением -?ч (13) при следусцих

условиях а коэффициенты, введенные М.1 .Келдышем и детально нас­

ледованные В.іі.Глуако.

У с л о в и е  | ) Ст  ̂ . Если при некотором г*. выполняется не­

равенство O n -i)  а .'(о ) ■£ О . то Р* удовлетворяет усло-
•тч (пО

вив [)
У с л о в и е  t  . Если —а ( о ) > 0  , то -£* г удовлетво­

ряет условие Е .

Обозначим через -» оператор', определенный дифференциаль­

ным выражением -?xUW, удовлетворявшим условив D ^ ,  и областьв 

определения (

1 b ( Q i ' ) = f u ^ :  Є Ф  (to, о ) , U Є 3 ,  SqU(o )-©0U fo) 1

S „ U ( V ) - t - © , u ' M = 0 ,  « • + c o - > 0 ,  і . - о и і  -
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-  оператор, определенный дифференциальным выражением l xU 60f 

удовлетворяпвим условие Е ,  и областью определения

Ъ ( Q0 = [u : Pxu t s  (Го,л), и €£b(c<vi), S ци) + 0и'(і) = о
+ © г>  О  , % :» О

Таким образом, в определении оператора Q a участвуют два 

граничных условия, а в определении Q., -  одно.

Q \  и Q г. будем называть операторами Келдыша.

Из результатов В.феллера и А.Д.Вентцеля следует, что опера­

торы Q ,  и Q z являются генераторами С ,  полугруппы в простран­

ствах 'З З (С о .о ) .
В диссертации этот резуль^^т усиливается в следующей теореме.

Т е о р е м а  15. Пусть Q  -  оператор Келдыша, если Q(x) ,

С СО|0^ • то Q  является генератором анали­

тической полугруппы tK lA  в полуплоскости I ^ - j*  •

Глава 4 посвящена оешению проблемы косинусной функции и свя­

занной с ней задачей И.Г.Петровского. __

Пусть *3 -  одно из множеств: R1 , (2^ или Rl* и В) -  

банахово пространство.

Семейство O (V ) ограниченных в 0> линейных операторов 

называется сильно непрерывной косинус -  функцией (КОФ), если оно 

удовлетворяет условиям:

I. Cft+s>Cft-a)«2CfbCCs^ i s  O'.

2» С ( о ) =  I  < I  -  тождественный оператор),

3. х  сильно непрерывна по {; при любом фиксирован­

ном х  €  Е> »
Производящим оператором (генератором) КОФ называется линейнчї! 

оператор Д  і определенный как сильный предел разности:



2І
[ C c v o - i l *

-k m  ------------------------- =  А *  .
U o  Я ^г

А  замкнут и Я Ш = Ь .

Рассмотрим функцию Эрмкта Ц _ , с первым отрицательным

индексом, Н -\ і  •

М., ( ( -  S - 2**) <=*■*- €хр(їг) [ \ -  Ф(«] ,
VTT о

где ^

< ф ш = - = г -  ^
Т» о

-  интеграл вероятности, можно считать, что интегрирование ведется 

вдоль отрезка прямой, соединяющей точки О и % •

ф с г»  являетоя целой функцией, а ЦцООД» при о ( > о

преобразование Лапласа функции

С Ъ  = -рг ехр ( - Л - V  
^  -Wt? к Aj.'1 1

Для функции комплексного переменного г  ( х ^  со значениями 

в 0) введем интеграл

u  f t ) F w = - i -  ( х ) 4 х  ’
J»K v о!)

' t ^ o  • t  fe 'З * который будем называть М а  -  преобразова

ниєм функции р ( \ \  .

Пусть А -  линейный оператор, действующий в ^  и такой, 

что для всех X: R * \ >  оЭ >  о  существует резольвента 

К О Д М А -Х ’Л  \  тогда справедлива ».

Т е о р е м а  15 (основная). Для того, чтобы оператор Д  был 

производящим оператором КОФ, необходимо и достаточно, чтобы он был
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производящим оператором аналитической полугруппы и при каждом 

t t  ^  для Н<х -  преобразования резольвенты выполнялась оценка

Следуюиие результаты является результатом применения теоре­

мы 15.

Т е о р е м а  17. Оператор Штурма -  Лиуаилля, рассмотренный 

в примере 2 ,является генератором КОФ тогда и только тогда, когда 

выполнены условия теоремы 13.

Т е о р е м а  1^. Оператор Бесселя, заданный дифференциаль­

ным выражением ■fxU’s u"(v)+- ~  va и областью определения

* ^ ( A V { if :4 e '0 < .^ 6  , f y U €  ' f e o ) ,  является генератором КОФ 
при O ^ Q < 1  и не является таковым при Q Ъ і  .

Последняя теорема применяется к исследованию ТРК разрешимости 

задачи Коши для гиперболических уравнений Трикомй с начальными 

данными не на линии параболического вырождения

it (34)

равномерная no

При этом для функции C (V >  справедливо представление

если l-tl > 0 ,
• f - * > 0  ,CW*I.
. Здесь предел понимается в сильном смысле.

ц* a,u(x,a')j, '91u(Mi > 
Э х 4Э х г

(35)

( ot- COHsl , Vvi>0,



При этом (35) является /равнением первого рода, а (36) урав­

нением второго рода, причем для (36) прямая tj = o  является 

характеристикой.

Для уравнений (3 5 ), (36 ) хорошо изучена задача Кови о началь­

ными данными на линии вырождения ^  =  0  (см^например, моногра­

фии Смирнова М.М. по уравнениям смешанного типа).

Здесь исследуется ТРК разрешимость задачи Коши, когда дан­

ные Кови задавтся на прямой X -  О .

Исследования проводятся по следувщей схеме: уравнения (35), 

(36) рассматривается как абстрактнее уравнения второго порядка

= Д и в пространстве непрерывных и ограниченных ,на [о, to") функ-
cU1

ций с равномерной метрикой, далее применяется полученные здесь 

результаты для КОФ.

Т е о р е м а  19. Если в уравнении (34) |гп 3 - 0  , то задача 

Кови ТРК разрешима; если • то задача Кови не ТРК разре­

шима.

Т е о t  е м а 20. Если в уравнении (34) выполнено условие

гч-: 2i.-(H-«flm._ „ і , то задача Коши ТРК разревима, если 
2 - т -

Э с1-(н^)т >  і , то соответствуввая задача Коай не ТРК рав-
2-YW "

решима.

В пятом параграфе четвертой главы для операторов, рассмот­

ренных в теореме II,доказы вается

Т е о р е м а  17. Бели для ядра в (33) при £

выполняется условие

Н ^ К С х ^ Л ^ о  , t 

то имеет место неравенство (3 4 ).
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м
В качестве приложения теоремы 17 в вестом параграфе приво­

дится пример многомерного дифференциального оператора о постоян­

ными коэффициентами, порождавшего КО* в У З ( Q ")^  %
Пусть £ 2 *  (J11 и А  -  оператор Іапласа А» У ' т~ Т ~  . оп-

U , г х і
ределенныи в по Соболевскому П .В ., когда в качестве

области определения *£> ( А ^  берется множество значений операто­

ра ( A - ^ l V i  Аля пробвгавних вое ^ 3 ( K h),

Т е о р е м а  21. Оператор Д ,  заданный как нечетные сте­

пени Д £КИ( к = о , ц . . . ) операторе Лаплаоа в O C R " ) ,  является 

генератором КОФ тогда н только тогда, когда h  і

Следушцая теорема, которая доказывается в седьмом параграфе 

четвертой главы, позволяет строить генераторы КОФ и судять о 

богатстве класса этих операторов.

Т е о р е м а  22. Если А -  генератор КОФ в 0> j то вся­

кий операторный мн». сочлен

Р  ( A ^ A ^ V Z e . A "  О . « И
КгО

также является генератором КОФ в В  *

Теорема 22 является аналогом теоремы Паке, утверждавшей, 

что если Д -  генератор аналитической в правой полуплоскости 

полугруппы [} (1)  в банаховом пространстве, to  т&кув же полу­

группу порождает оператор (> (Д")- ( - ^ 'Д ^ Х В *  А* при лвЙиХ 
линейных и ограниченных в &  операторах .

Однако, в отличив от тёореми Паке, утверждение Феоремы 22
. ♦

неверно в случав четного н  , что покйзываетей в работе о nt>- 

мовдью примера.

Испольвуя метод регуляризации контурного интеграле, пріиеяйнмй 

вайе для Построения КО#, в восьмом параграфе исследуется te w a -
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равномерно корректная разрешимость задачи Кеши для уравнений е 

дробными производными в смысле Лиувилля.

Для целых dL>Z задачу (37)-(Э 8) рассматривал П.А.Кири- 

чук о учетом порядка роста решения на бесконечности. В этом 

олучае для равномерной корректности этой задачи необходимо и 

достаточна, чтобы А  был генератором функции Миттаг -  Леффле- 

ра с параметре* Л .

В случае дробных регуляризованных производных в смысле 

Лиувилля задача Копи рассматривалась А.Н.Кочубеем в связи о диффу 

зионными процессами.

Здесь доказывается следующая

Т е о р е м а  23. Для того, чтобы задача (3 ^ )-(3 8 )  была ТРК 

разрешима,необходимо и достаточно, чтобы существовали такие числа

[ ^  > -І> , , что для всех V. R « y > cO  ■>■ О резольвента опе­

ратора А  удовлетворяла неравенствам

,JIVV _ , n

uu\ , <37)

(38)

где Д  -  линейный замкнутый оператор с 56 СА) ~ Ъ ,

«H* ГО'-А’) O

h=-[-df| ( h-A-cJ.<n.,

I I fc (xu,A ) II *  M  ( - ~ f  [ |?e V- c o V 1,
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J  l < c t n Ш . Ю 1

"С 6 ( о .е У

Тек же, как и в случае аналитических полугрупп и К0Ф; спра­

ведлива

Т е о р е м а  24. Пусть для А выполнены условия теоремы 12; 

тогда для торб, чтобы задача Кови (3 7 )-(3 8 ) была точно корректно 

разрешима в нормах пространств ^3^>С£2.) , достаточно, чтобы 

выполнялось уоловие й т  [X*"' K ( x , s A V \ ^ o .
Пользуясь подученными результатами, такчю как в случав КО* 

для нечетных степенем оперг'ора Далласа в 3 ^ ) ( £ н)  доказывается 

теоремы: ^

Т е о р е м а  25. Вели . и  Д  =! Д
-  нечетная степень оператора Лапласа в ( f>K)  , то задача 

Кови (3 7 )-(3 8 ) ТРК разрешима при любых m  и W ,

Т е о р е м а  26. Если в условиях теоремы 25 2 , то

задача Коши (3 7 )-(3 8 )  ТРК разрешима тогда и только тогда, когда 

выполнено неравенство (  к + 1-) й  1\ ( 2 m и )  ( і  -  --■) ■

В пятой главе рассматривается дифференциальное уравнение

A u ( l ) * O t (39)

где Qf4)  -  оператор Келдыша, А * генератор О о  Полугруппи 

в £> » 4 .6  t) » *3 ** °*ИН ИВ интервалов (0 ,1 )  или (0 , с*» ) ,

О п р е д е л е н и е ^  функция U({) £  IbC A ') называется 

обобценним решением уравнания (3 9 ), е'сли

D u H i e f c f f t t f )  , 2 ) Q i i ) U  а к $ 5 ( В И » ) ,

3 ) u t b c SbcAV * * 4) она удовлетворяет уривне-
ни» 0 9 )  ь интервале D .



Рассмотрим следующие краевые задачи:

X. ' Ь ( о и ) .
Q^ucVk  А ш 4 )= о ,

<5 ч ( ‘0  +  © и  (0  г  б &  .

Q ^ U ( ^ +  A u i ^ s O ,  (42)

Б о Ш ° )-© 0и \о }  =  ‘Р , ( Ю)
« і  ч ( і ) + 0 ^ ( 1)  =  ^  ч > , е В , о  ((гол).

О п р е д е л е н и е  2. Краевая задача (4 0 )-(4 1 ) (соответ­

ственно (42)-(4Э ) ) называется ТРК разрешимой,еоли для любых 

Ч \ & существует единственное обобщенное решение ЗТОЙ 

задачи, непрерывно зависящее от Ц* и 4у в нормах пространст­

ва &  .

Т е о р е м а  27. Пусть Q̂ a-  наименьшее из чисел € ,̂і для 

которых выполняется оценка на резольвенту оператора Q 1 :

II ’ И ^  “  ТИП П0ЛУГРУ,ШЫ>генератором
которой я ляется оператор Д J тогда, осли СО+ . т о

задача (40)-(<и) ТРК разрешима и ее решение обладает

следующими свойствами:

а )  w i l t Д")«  З Д " ) ^ ,  . S C t4) -  сильно непрерывное

семейство линейных ограниченных операторов, прячем справедлива 

оценка || S f t ) Я Ц  f t ,-***)' где U ({r to) -  решение задачи (40)- 

(41) ііри Д  =

б) для %СА) справедлива бценка 

ь о * ' ( | | о и #в J f c u ' l l ) *  M u f t r oo) ( | | ^ | | +  И /Ц ІІ) ;

в) для справедливо .представление

(40)

(41)



г *
Ci+loo

211 w

, t ^ J -  ^ « ' " ' a .v i R M S ' A ,
l м і  :  . h->o <S-io°

где

u a , ^ i k ± u itN i i l <
W 4  k  J

tM
"ломаная" интерполирующая сеточное решение U -^  задачи

(4 0 )- (4 І )  на интервале ( 0 ,Гу.  ̂ р

При этом справедливо представление W;* (V i)~ — £-1 ії— •—  »
J  Рк М

где многочлены Р .., м  образуют ортогональную систему.

Аналогичная теорема имеет место для задачи (4 2 )-(4 Э ), а 

также для случая

П. ^ ( O j o o )  * К0Т0РЫЙ рассмотрен в последнем седьмом параграфе 

пятой главы. Здесь исследуются задачи

Q .(V )U (V W  / W )  =  o ,  (44)

<?4(VHt(V> +  A u t o  = 0 ,  (45)

% u 4 o H e u t o ) - ^ ,  I f e b .  (i(6)

Если Д  порождает С о  полугруппу ^  ^  , имеюцІПЬ f ип 

0 Л< ;0  > т0 справедливы теоремы. ,

Т е о р е м а  28. Пусть Q 0fl:") С Ц  и выполняе»ся ублойие 

£  -  Келдыша! тоґда едиисївенним реоіеяиві* Ш -U f '’̂ C B ,  |?+ ) 

уравнения (44) я в л я й с я  и Н )й £ 5  і
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Т в о р в м а 29. Пусгь Q, Й) £ X- и выполняется условие 
^(»0, тогда задача (45) - (46) ТРИ разрешима.

Отметим, что поведение решений эволщионннх уравнений на 
бесконечности и , в частности, решение задачи Дирихле для 
дифференциально-операторного уравнения второго порядка на полуоси 
изучалась В.М.ГорОачукам.
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