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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. В роботt досліджуються З кола 
задач:
1 . Обчислення констант Ш га Lp -гфооторів.
2. Резонансні теореми для послідовностей, обмеженнях, за 

мірою операторів.
3 . К -  Інтерполяція в задачах равномірного наближення 

функцій.
Для обмежено! множини в нормованого простору його 

чебииовським радіусоц називають точну нижню можу р ад іу с ів  
вс іх  куль, які м істять у собі цю множину, а константою 
Внга -  відношення чебишовськогс радіуса до діаметру множи­
ни. Константою Гнга ґк.Ю) простору називають точну верхню 
межу цих констант по в с іх  обмежених множинах з цього прос­
тору. Це а важлива геометрична характеристика простору.

Ще в 1901 р . Г.Юнг обчислив ц і конотанти для скінчай» 
новимірних евклідозих просторів, а в 1952 р , А.раутледж 
обчислив K.D простору . О.Б.ОтечкІн довів, шо х.П 
простору /р ґщ о -З  тісно пов’язана з точною константою в 
теорем! Джексона для апроксимації функцій конотантаии. За 
допомогою цього факту В.І.Бердишев в 1967 р . одержав оцін­
ки знизу К.Ю просторів Ip tO ylir ]  . и р і  , котрі у ви г 
падках р ч - <*, співпали з точними значеннями к .С . Та­
ким чином, обчислення констант Инга просторів тісно  
пов 'язане як з екстремальними геометричними задачами в цих 
просторах, так І з задачами те о р ії апроксимації функцій, І 
актуальною в задача створення методів обчислення цих ноно- 
гарт.

Задачі п.2 виникли у зв ’язку з дослідженнями збіж -  
ності за мірою кратних рядів Фур’ в. Відома теорема A.У.Кол­
могорова стверджує, що для довільної функції 8
II  ряд Фур’ е зб ігається  за мірою. Однак для функцій багать ­
ох змінних це вже не так . Результати, отримані за останні 
роки Р.Д .Гецадзе та С.В.КоняИним, показують, що Існують 
функції з /  ґ Т ч), Щ7  і , часткові суми Фур’ в котрих роз­
бігаються за мірою (спектри часткових сумм знаходяться в



гомотетах опуклого центрально-симетричного т іл а ) .  Тому 
виникає потреба в л і н ій н и х  методах підсумовування кратних 
рядів Фур’ в, які в гарантували збіжність за мірою для Ін- 
тегровних функцій. А для цього актуальним в знаходження 
кри тер іїв  збіжності за мірою послідовностей значень опе­
раторів , визначених на просторах вимірних функцій.

Задачі п.З пов’ язан і з равномірнос ащюксимаиївю 
неперервних функцій. Для періодичних функцій ОДНІЄЇ ЗМІН­
НОЇ М.П.Корнійчуком у 1963 р . був побудований метод точ -  
ного обчислення найкращих наближень тригонометричними по­
ліномами класів функцій, що задаютьоя опуклою вгору мажо­
рантою їх модулів неперервності. Цей метод грунтується на 
проміжному наближенні даного класу Іншим класом -т^нкцій, 
для котрого найкраще наближення поліномами вже відоме. 
Пізніше Я.Петре запропонував Інтерпретацію цього методу у 
термінах т е о р ії інтерполяції операторів за допомогою вве­
денного ним поняття К-функціоналу.

В те о р ії апроксимації неперервних функцій, визначе­
них на довільних метричних компактах, на цей час в багато 
нерозв’язаних екстремальних задач. Тому виникає потреба в 
узагальненні методу проміжного наближення на випадок функ* 
ц ій , визначених на довільних метричних компактах.

■ Мета роботи. І .  Обчислити константи Юнга -проо- 
то р ів .
ї ї .  Знайти критерії поточкової обмеженості за мірою послі­
довності значень операторів. Застосувати отримані критерії 
до задач дослідження збіжності за мірою кратних функціоналі, 
них ряд їв „
Ш. Довести точні інтерш ляційні теореми для операторів, що 
діють у щ>осторах функцій, неперервних на метричних ком­
пактах» Застосувати ц і теореми до задач наближення одного 
класу функцій Іншими.

Методика дослідж ення.' Для обчислення к.Ю £р  -прос­
торів доводяться деякі спеціальні І р -нерівності типу 
нерівностей Кларвсона і Шекберга. %>и доведенні резонанс­
них теорем для неперервних за мірою операторів застосову­
ється метод усереднення по зсувах функцій та усіляких роэ~
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поділах знаків . Для проміжного наближенню функцій, заданих 
на метричних компактах, точно обчислюється К-Зіункціонал 
відповідних  пар просторів.

Крій цього, об 'єднує во і ц і задачі риз тематичне зао * 
тооування пре їх розв 'язан н і Ідей та методів творі! Інтер 
подяці! операторів.

Наукова новизна. В роботі одержпні та*І результати»
1) обчислені конотг.;ти Юнга просторі» ipC Q ^w l  (глава I ) j
2) отримані двосторонні оцінки констант Юнга скінченнови -  

мірних і^осторів і р  , коурі для деяких вимірностей да-
" ють точне значення к.Ю (глава І ) |

3 ) доведені точні достатні умовк відокремленого! двох МНО­
ЖИН Г І пер ПЛОЩИНОЮ В Ір  у вигляді нерівності МІ* ДІЙ- 
метрами І в ідстан і між ц&ми множинами (глава І ) ;

ц) одержані кри*ерІЇ поїочкової обмеженості за мірос послі­
довності операторів (глава I I> j

5) дооліджена збіжність за мірок вереди їх  Бохнера-РІса рядіи 
по власних функціях операторі Лапласа (глава I I ) j

6 ) доведені точні Інтерполяційні теореми для ош рагб р ів , ще 
діють у просторах функцій, неперервних на меіричних кои­
пактах (глава Ш).

Теоретична І практична звачиміоть. Результати роботи 
мають теоретичний характер, Ц! результати, а тчкож методи 
їх  одержання, можуть бути застосовані в т іо р і!  функцій та 
функціональному а н а л із і,

Апробація роботи. Основа! результати двсертьц ії допо­
відались на семінарах по т е о р ії функцій Дніпропетровськом 
університету (В,П.Моторний), Інзтитуту математики Atf України 
(М.П.Корнійчук, 0 . 1.Сїепанець), а також на оямінарах С .Б .С Н і-- 
к іна в Математичному Інституті РАН Ім.В.О.СТеклоза, B.M.'ftkxf,.. 
и ірова ! Ю . Ульянова в МДУ,

Крім цього, а результатами досліджень автор лю тував S 
доповідями ! лекціями
-  на міжнародних, всесоюзних І республіканських икзлех I. кон­
ференціях (Саратов, 1985,1992 p p . .Луцьк, ТОД9 р . ,0 д е с ч ,Ш І ,  
І992 p p . ,  Київ, 1990 р..Д ніпропетровськ, 1986,1990,1933 p p ., 
Кам’ яяець-Подільський, Воронеж, 1992,1993 p . ) ;



-  в Міжнародному математичному центрі Ім.С.Банаха, Варшава,
1989 р .

Публікації. По темі дисертації опубліковано 18 робіт,
9 з них склали основу д и сертац ії. Список цих робіт приведе­
ний в кінці автореферату.

Структура І об’ єм роботи. Робота окладавтьоя Із  всту­
пу, трьох глав І описку цитованої літератури. Об’ єм роботи -  
190 оторінок машинопису.

ОГЛЯД Э11СТУ ДИСЕРТАЦ11

У вступі приведені постановки задач, сформульовані оо~ 
новні результати І вказані зв’язки з дослідженнями Інших ав­
то р ів .

Перша глава складається Із  вступу, 8 параграфів I прис­
вячена- константам Сига і р  -просторів та суміжним екстре -  
мяльним па дачам.

В і  І  доводяться деякі ТОЧНІ і р  -н ер ів н о ст і, ЯКІ в 
аналітичною осжовов подальших результатів . Далі для числа 
tif ti,  «  ) позначимо p':p(p-f)~f , ї  г Шш. (р/  р'\  .

Теорема 1.1 Нехай *і, f a  *і. (
елементи комплексного Простору ір  ь і р  (AjZjJi ftp* — ,

rf.A h
Тоді мають місце нерівності  - - ,

#  VfyV А
л (І

к. с



У випадку 7 для нвокІнч( ного набору значень 4
І і можливо так вибрати числа f елемонти а

/ а  , ЩО В ЦИХ Н в р і іН О О Т Я Х  буД Є  ВИКОИуВЭТИСЬ 2 Е8 К p t ? H O C '

» r f
Вперие нерівності такого типу дзсліджу*аи (Гзнберг, 
Доведення цих нерівностей грунтується на інтерполя­

ц ій н ії теоремі Ріса-ТЬрі
В § 2  виьчаотьоя доотатні у»юви строгої відохремле- 

HOOT І двох множин ПЛОЩИНОЮ в гкінченновимірном)-' просторі 
, а  в } 3 » пя * задача для н8окінченновцмірних ^  м 

просторів, /> * / .
Теорема 2 .1 . Нехай в д  -нимірному иідщіоогорі д 1 ''о -  

■ого простору 4а *ан * мво*иші А І В т а к і ,  «о для їх д іам иь 
р ів  d(A)f, I dit ip  виконані умови tftA)f <ch, 1 •
Тоді, ЯКЩО ДЛЯ Д ОВ ІЛЬН И Х X# А і i t  Ч для в ід д іл і між Н ИЦ І 

dl%tt)p  виконується нерівн ість

d*()U )р > 4 -  d ?  + < г / )
i t 1  U k tA X  *  * >

то Іовув гіперплощина, к У*ра строго відокремлюй множини А 1
 ̂ * ' \ijji 

d  (и*л>-4 cwtv І )  ?■ -s. ІМ'Я ( Q d S  й і І І  л ' / и

' / *  , Х

При цьому показано, гдсі у випадку р* і  цк умова п Ідо»- 
ремленооті а найкращої) можливої» ;т тому розум інні, що Дд/і 
нескінченного набору значень н  константу вмевмтл
неможливо. , -

Теорема Э.Т. НехяЯ в неокінченновимірнсму дійсиоцу 
просторі І .  дані множини A I 8 . Тоді, якщо діли будь яких



s
Xt A I Jtt В виконується нерівн ість

d \ * * ) f  у  Д ,  id ' (A )p i - d l( i)P),

<£{ С4ц/г 4/ СОнлҐ BJp
то

I Іонує г  І перплощина, яка строго відокремлює А І в . Якщо

d  \  4 в ) р  *  ^  (  сС  г( Ц  + d \ t > ) p  )  > О ,

то сом- d  гі ссмґ 0 * 0,
Існують такі множини А І В в ір[с,і1, що

(юп*А /1 c**v- Ь * 0  І

d \ J , 6 ) p  -  j i - i  ( ^ c A j p - t d h B j p j - r O .

Раніше у випадку р^і ц і результати були отримані 
В.Л.ДольнІковим.

В /  <* аналогічна задача розглядається для д о в іл ь н ії  
скінченновимірних нормованих просторів.

Теорема 4 .1 , Нехай А І В -  множини з дійсного нор -  
мованого простору X , ufaX*"* к*, , такі цо с і (4) * сІ< , 
d(S) (<4t \  Т0** якп'°  для будь якпх A I I t  В викону­

ється нерівність

d ( i , l )  Т  П С А *  (  £ ~ с / ,  +  Ч * ± -Л  d t )  ,

то Існує гіперплощина, яка строго відокремлює множини А І В, 
Якшо ж виконується р івн іоть

i t t ' t ) .  ы * "  І ^ 4  * i g t A  А ) ,

то це, взагал і каодчи, не гарантує строгої відокремленості 
м н о ж и їг  А I В.

Основні результати першої глави пов 'язан і з обчислен­
ням констант Рига -простор ів .



Для обмеженої множини А нормованого Нр И гору X води-
ч^У  zc/?}-' <*4V W  И 6 -т.11 м( X at А
називають чебииовоьким радіуоом  шоздши А,

t . l / f )  ~ <*І ічр На .М.ІЇ 
5 ttfVf QtW

-  відносним чебимовсысш радіусам А,

( ]> м ‘
•  константою Юнга (відносною койот антои Они) игоиияц А 
в0прооторі X,

JrJO * iu-f> {  ; Si- o f  не ж *#Ц

JjfXf *. яif> A - сине у tH і і опт*]

-  в ідповідно константою f i n .  1 відновною коле? >}vtW Юнга 
простору X.

В § 5 глави і  ми д ія  екікчгш новииііних гї'< п е р і ?  6 2  
доводимо оцінка зверху к ’ж стан т Сига J<{,») * I > ,
які у випадку p ( f f j i )  для деякії* вимірноот*» / ( л і н і й .  
дають э  точними значеним и відповідних  к іа з т а и г .

Теорема 5 .1  Для коястадт Ичга дійових грситррі» /  * 
1«f>< <* . виконуються ШфІВНООТІ

h t i u h i V ' f r .  ( . * ) *

У випадку ц, таких, що Іонув патриця Адамара псріу.ку ^ t t  > 
ЧРИ />£ Li,І)  мають міси* р ідкості

J ( ь / г

В $ б доодід іуаться з д а ч а :  як отримати оцінку ввер­
ху константи Ш га неокінченновимїрного простору, якщо *1д<ь 
НІ константи для його скіаченноаимірних підпрооторі», Опнсяі* 
ним резуль*атом в теорема б .З , в якій для дійаїшх просторії* 
4* 1 ІрІВ /іІ  • и P<OJ > обчислені констант» Іь т ш



£
hip)* -I i tp) ■■■- HUpfyt]) * Js MplO'il)* [f, 7**. j 'p j

Слід відзначити, no ц і значення співпадають а оцінками зни­
зу Е . І.Бердиїлеяа, сама тону нашої) основною метою буде ство­
рення методу оцінок цих констант зверху.

В ) 7 для матричних просторів J f  -періодичних функ -  
Цій г

C*U) s  CoU)( Ґ )  = ( f }  і і / І  = I

де ш -функція типу модуля HenepepBHOcrt, отримана точна 
константа в теоремі Джексона для наближення функцій конотан- 
тамиї

5 df> £ с ( р  _

{бЩ О  &(£.*)  = '
{■ jt a m t

Зз допомогою цього факту в теоремі 7 .2  обчислена коне -  
танта Юнга цих прооторів:

^  С UUL ) )  = і.
Запропонований в главі І  метод розв'язування деяких екстре­
мальних гво«?тричних задач в і р , який грунтується на спе­
ціальних точних нерівностях, отриманих за допомогою те о р ії 
Інтерполяції, виявився корисним І в задачах т е о р ії апрокси­
мації функцій. Так, в § 8 ми використовуємо ц і х ід е ї в 
задачі наближення періодичних функцій двох змінних сумою 
функцій в ід  одн ієї зм інно!.

В теоремі 8 .1 , зокрема, доведена нерівність
і

(Ч  Лf i t y - f t f - t y ) / /  < - L  иэ(£-.<1г.г) , .
p i  1,1 TV ® j  JppCWV т' '  brptTJ

в котрій константу одразу для во їх f (W )  зменшити не­
можливо.

Тут МЛІ) Ціт) -значення змішаного модуля неперервнос­

т і ф у н т U  ffyjf) а T0чa, ^  *



В главі I I  дослідяуютьоя поолідоакоргі об метеки х «а 
мірою операторів. j

Послідовність операторів С Т^) < ДІ»'<и* з банаховой) 
ИрООТОру X В ПрОСТ ip L, в  l 0 ( J2t Z 'J l)  йКИ'.ЛНК.І ФУНКЦІЯ «!> 
Імовірцосному просторі ( J2, S jjc)  vопсл»г/ зю X  і «шості ва 
міро», назвеио поточково о4ие»енсо вр, *<ірор, я»:*о g X 
множина {  обпечеш* я / ,ф .
Якщо при цьому оператори Тл це а ЛІНІЙНИМИ І ОфівКфШШИ,' 
то будемо говорити, цЬ поолідигв ісг» ( 7Ч ) їв л й н и ь  кдю у , 
f l m x ;  ( ( Г и )е & п іх і)
о _

Якщо i U f )  *-* ііі, • } li lM fffc s*  за m Ijot аа тотальній
в X множині елементі» f  I ( Тл ) і  $f\ (X) , 'fo годі д ія
будь якого {бУ, поолідовні^г» <?Тц/} збігаО Длн за м і­
рою. Тому ДОСЛІДЯЄННЯ 1Ж кбо Т І ЭД мірою ПООНІ ДЗВН'Ю'.'вЙ ЗКВ-. 
чень операторів зводиться :дз вявчинля клазу В ^  ( У) . Иа.* 
ша пета е дослідження умов н а м н ім р і  т о м у  кл. су,

В і  І за допомого! отандаргии/. миркумиь, э*онова*и’; 
на теоремі Бера про к а те го р ії, 'г.овог^итьоя п ри тк и  зівномір 
но! обмекенооті для і Т\у ) у випадку, коли on m rojn  ді - 
ють в простір І  .

Лена 1.1 (Приниз*!* їанахр для товдіроялист і потеч -
ново обмежених за м ірз» опумнх операторів). Гехай ).' -  ся >•
ховай простір. Ти ;У+40 (Ч ' і / ,  > -  опуклі О'імїіієні еціг-
ра?ори. Послідовність (Т*.) буде поточково обм«Дв\іш з» м і­
рою тоді І тільки то д і, коли знайдеться нііВіД' ішаа оіадна 
функція Си) t  &<,(»,ї ї  , таге що

Ун V f t  X У х е  (О, / ]

Р (Infix) і С(ч) Чр/̂  )

де Р(7*І,Х) -  кначення ОПЄДБОГО пзреота^леннк (УНКц І>і
/Tbfl В ЇОВД.І X. j

В f  2 отриманий критерій належності (Тл) кдчлу \
( Х р )  , Д0 Х« -  простій  типу р  , f i t  m i .

Т е о р е м а  2 . 1  П о е м  і д о  ті ті І о т і  ( 7*  J л а л а їн тг* к л ь ,

а у  в / і  і У р )  « о д і  і т Н № '  т о д і ,  к ол и  д л я  с у д ь  « ч о г о

9



Ио
які задовольняюсь умови

Q i t , ,<*)<*,  J  +K't lu)Jji r f - f ,

т а к і,  що btyrO виконуються нерівності

S  t ,  M j j ,  f  Щ і S f/ Ґ .
і ( Г ф и ) І ^ )  V Р

У випад*; Тк е  Т ,  тобто для Індивідуального оператора, 
ця теорема дає критерій fo ro  неперервності за мірою І 
довезена В.М.НІкІшиним. Ц т  доведенні ми значною мірою 
використовуємо як Іде ї НЧкІшина, так I принцип равиомір- 
ноі обмеженості.

Побудовано приклад, який показує, що взагал і кажучи 
неможливо побудувати єдину вагову функцію ^  одразу для 
усіх  н .

Застосування теореми 2 .1  в конкретних задачах може 
бути складним тому, до m  маємо мало Інформації про ва  -  
гові ф ункції. Тому ми вилучаємо важливий окремий випадок, 
роли вагові функції приймають лише два значення: нуль та
ОДИНЙ’Я.

, Наслідок 2 .1  Нехай для кожного Л  « 1 , 2 , . . .
НТн.1 < •* .Т о д і  (Тн)е вН і Х/>) тоді І т іл ь ­
ки ТОДІ, коли

Уіто з  С ( о  Ун з  4 , ю с  J 2  ̂

У {( Ур УК  (0,і)

ч

Тут -оператор множення на характеристичну функцію
ІЇНОІІИНИ фк .

.Наслідок 2 Л  показує, що при зроблених припущеннях 
для кожного фіксованого і  слабкі -норми опера­
торів Хф Ти равномірно по к  обмежені.



н
В той же час можливо навести приклад, «о для операто­

рів  Тк їх  слабкі £р -норми яри вик  «в умовах можуть
'Зростати, причому як завгодно швидко.

Наслідок 2 .1  дав можливість яр* дослідженні клаоу 
застосувати теорії) інтерполяції операторів . В f  І  

m  застосовуємо творі® Інтерполяції для операторів, дісчих 
з сеиет'ричиигс щюстооах.

Теорема З .т йехай для деякого

<Гн)е ВН (Ір)

< яря кожному к  .  Тоді:

»> Vu V i70 З  Сг<() 3 ^ c S l 1-£,

-У т-
н 4 .’4 ^ 8  у < Ct ce) •

<0 У і г о  ЗС<() з  4 u c S I ,J A  < h > f - e  ,  У н  

W + Jk!lr /7 !/< Ссе){<*(&cf }/р)

Таким чином, в шкалі просторів маємо слідуючу сукуп­
ність властивостей: якщо {  Т*)  є  6Я<-Ір) для деякого 
р (  [ f , i )  і НТціір # < * *  , тс для <5удь якого ( ю

норми відповідних операторів и  Г* , по-перше, равно- 
мірно обмежені в сктуані! і г  для г * ( р ,л )  , по-дру­
ге , равномірно обмежені в ситуації £р  для г t  (0,р))
І no-трете, у випадку 4 f  * 4 ?  ® оцінка зверху можливої
8Вїдкості зростання норм.

Тепер нехай Е-дов!льний симетритаий простір вимірних 
функцій з фундаментальною функці® j .  Слідуючий ре -  
зультат отримано за допомогою К-Інтерполяції операторів. 

Теорема 3 .2  Нехай ( 7 н ) (  & N t h )  І Ун
Л Тч ; ■+ АььІІ *•<.  '

Тоді У (70 д  С (£) 1  Ф«; ^  7 < - ( ,  V - f t  £~

V t f ( 0, f t )



п  і
*? і\  Т ,{ ,і,) А  Cm < S , )* 

А6 «  5 
/  *% >-

б І  % глави I I  ми розглядаємо ситуацію, коли опера­
тори Ти наділе»! додатковими властивостями відносно де­
яких перетворень Т : &  -*■& , цо створюють ергодичну
сім*» Р  .  Тобто нехайг
І )  простір складається з ви м ірах  на функЯ
Ц І#,
г) f / n f  y f ( t p  і  a f t , , , ,
3 ) оператори зедовольяявгь умову»

l / t i f  Ул для майке воіх  и* Л

І ( Тн *)їСи) /4 І І Ту tfr )(u )i

ЦІ умов» вмочую ться, наприклад, для огиратоЯ» згортки на 
вровторах If, і Т * )  періодичних функції, їагіиих на щ -
В*МІр*ОКу т о р і Т т .

ГЦзії цих умовах доведен і сл ідую чі три теоремиs 
Теорема Якио І Тл } е BHl/fi) , to З С Ун

V f t  1 ,  V , . w , , l  p (  J .  ^  > h c  щ

Теорема 4 ,2  Якщо для деякого  p f t f j j l )  П н ) Є $ Н і І р ) ) 
to r I)  Vi і  (р,л) 3 Ct У* if Ті, і І ь */,ь //>  4  ;

2) ЯКЩО Н Тн. : /,р~+Ь.К <t*> } , *й ; /  С Уь

НТь U p - r ^ / i s C d t  W  f t

Творена Ц.'і Якщо (Тц)( ^М (^)  t o V ’f & E

Уп і о, 4 )



і
к Щ и ) * * *  /} '

p  c r . f ,  * ) , * <  B ( S  £ ■  f , a  .
* t ( i )  Т)Г/

де константи А і 3 не залежать в ід  ч. , {  , х  .
В 5 5 ми показуємо, як з доведених критеріїв  ножна 

вивести в і д о м і  результати Р.Д.Гецаг.зе І С.В.КонягІна про 
розбіжність за мірою коатних рядів Фур’ є.

В § б ми застосовуємо отримані результати для дослід­
ження збіжності за мірою середніх Бохнера-РІса рядів по 
власних функціях оператора Лапласа. Збіжність майже скрізь  
цих оередніх раніше досліджували Е.Стейн, Е.М.НІкІшин,
К. І .Бабенко та Інші.

Нехай {іск(п }  -система власних пункцій оператора Лап­
ласа з будь якою з трьох класичних крайових умов в області

0  з Щщ (мті), -в ідповідн і власні значення,

А  * і  f o i u Kn U i ,

<£<{,.)- Z  ( (/- jjj Ґ / ,  « .« і

-  середа! Бохнера-Ріса порядку X  -
Теорема 6 .1  Нехай 0 -  at -вимірна область з обме­

женою поверхнево® мірою Иінковського. Тоді для будь яких
і <*. ($-£) - { )  знайдеться функція з / Г(Щ 

для яко! середні Бохнера-Ріса розбігаються за мірою.
В І  7 для функцій, визначених на компактній абелевій 

групі £ . з мірою Хаара ц , розглядаються проетори Ор- 
л іча І ц ( & ґ Ц ( £) )  S h  ( tftdj* * 0 ° } )  
де, як звичайно, ^-опукла і ненульова при ч?о
функція, Hto)sO , яка задовольняє -умову. Ми вво­
димо ще одну умову: Н ( ^ )  в опукла вгору функція змін­
ної . Прикладом такої функції а функція



*у' °  ) UP<S/ c * cr>

яка яор-одкуе простір /,f ( &>*г/  + с).
Теорема 7.1 Нехай 7" ;  4м(£)-+£(() , - л і-

нtйвВ неперервні оператори, які переставні зі зсуваии на 
групі £  . Тоді (Гн)еМ (/м(())  ТОДІ І ТІЛЬКИ ТОДІ, 

коли З &?0 Vb KffAjftS-) У* 6 <0/1)

Дослідження Л .В ,к Ікіпош і л і , Р .Д .Г ец ад зе , С .В .К онягІна 
зб іж аості за  м іров  кратних ряд ів  Фур’ в по тригонометричній 
систем і »І спектром 3 кубі для функцій 3 просторів 
І І & я Ч і с / '  і  Т т)  показали, що ві дповідь  оуттсво  за­
лежить в іх  показника Л  „ Тому виникав потреба в критеріях  
належності класу В Н И н )  , я к t й враховували специфіку 
метрики. Теорема 7 .1  дав  в і д п о в і д і  на не гглтаннч.

Оскільки п еревірка умрви ( І )  для просторів Орл\|ча в 
конкретній aHTpoLttІ ноже завдати великі труднощі, ми виводи­
мо з теореш» 7 .1  необх ідн і умови поточково} обмеженості за 
мірою для випадку просторів Ар (6 л* £ + < іҐ  ( Т Ґ  )  * ОП0“
*атор і*  Тн  *МУ

(Z\рЩ* §  Кп (V' V)fl v) d ji,

Вехай і и р І Н ( к О * к ) - К ц і ‘ )ІІо) J > -значення
модуля н еперервності в метриці / ,  ( 7 '* )  ядра А \  в точ­
ц і  Г  ,■  .

Теорема 7 .?  № * » p t [ f , i )  ,
М  Ти -в в ер зт о р  згортіск з  ядро» К к  '  f i r 1*5 . й -
АІ ш й д е т ь о я  константа А, яка не залежить в ід  и І <Г , 
та к а , до для бухь якого і ї е  ( 0, 1)  , що задовольняв умову

f ~ m 7 t &*/(*• . • ЯОНІЯЬИбГО н викби/іпе* но -
р ів н о ст і



*s - *  ыЧЩ<Аи**>(КщГ)^Г * ' і м г )

Для конкретних ядер е можливість параметр S' вибрати 
оптимально. Наприклад, нехай 7< -лінійний метод підсу­
мовування рядів ф ур'в по тригонометричній системі з і спект­
ром в Я- ® , де 8  -обмежена центрально-симетрична область 
в Я т X

і тфм * J  Кцш-rtfMfr,, z  с,я^е,v;
Т ІеКІ *2 "  }

X A (u)~ 2 L  в б * * 11,
k f K 9 M "  ' ' 1

І множили»/підсумовування равномірно обмежені по
модулю. '

Наслідок 7.1 Якщо ( Тц)ї 
pt£f,l) , J.y/0 . т о  ядра ЛГА при довільних Rro повин 
ні задовольняти умову

iiXj,, < с. І * <м )  г ,
де константа u  нр залежить в ід  Ц

В заключному § 8 глави I I  розглядаються оператори зі 
значеннями в метричних простооах и >(6 )( £ }  , де uJ -
функція типу модуля неперервності, £  -  компактна вбелева 
група. Пікала цих просторів включав 4Р (£ )  при р 4 (fi/fJ 
I Ш  .

Теорема 8 .1  Нехай p t ( e , i )  - ,  Функція to задо­
в і льняв умову ^

/

7"; Ір  -г со (І > -лінійний, переставний з і зсувами опе­
ратор. Тоді Т  б> е неперервним ТОДІ І ТІЛЬКИ ТО Д І, коли



Teopeua 8 .2  Нехай J J , /  ^  u t i j )  , » t *  4  » A -сп р я ­
мована множина Ін д ек с ів , p e r q f )  -у загал ьн ен а п о с л і д о в ­

н і с т ь  неперервних оп ератор ів , переставних з і зсувами, І

t
Тоді п о с л і д о в н і с т ь  ( 7 / }  буде поточково обмеженою тод і І 

т і л ь к и  ^ о д і, коли З  С  V f t t p  V x t l f y f i  Y / e / t

, ''P tfynh** CHftf.
Далі розглядаю ться оператори , я**  Д ію т ь  з  простору
типу/» У р (  С )  в  С 0 ( £ ) 1 & )  , І г/рзстір склада­
ється з деяко ї сукупності вимірних на 6- функцій та  норка 
Ін вар іан тн а відносно - jy s y  на групі £  .

Теорема 8 .3  Нехай в випадку y W  СО -д о в іл ьн а  
функція типу модуля неперервності, а  при -т а к а ,  до
зб іг а є т ь с я  Ін теграл  J  ♦ Нехай, д а л і, Т  !

і )(р ~r u » U )  -л ін ійн и й  оператор, переставний з і  зсува- 
ми. Тоді оператор Т  Буде неперервний го д і I т іл ьк и  т о д і, 
коли З  С Ц е У р  У  и  (О, П

Р  І  Т / ,  * )  А  « С  .

Теорема 8 .4  Нехай о і со вадовояьциють умова тео­
реми 8 .3 ,  5 . '  Хр +  и * М >, J t fA  , *• узагальнена п осл ідовн ість  
веперервнвх, переставних а і зсувами о п ер ато р і* . То*» i 7 j )  
буде поточково обмеженою ТОДІ І тільки  їо д і ,  вод* З С
v/f/t vfffy Vtt(6,il

Pt'Tdf*)!** Ctf*x .

ф е т я  гл ав а  присВ’ячена К -Інтерполяц ії в  заъчч&х р ія й о к ір -  
яого  наближення функцій.

f  І  носить допоміжний характер. В ньоку ш вч а* гіе я  
моиулі неперервності пункцій 5 С ( 0 )  . де ( Q p )  Медички*

P I  Tfj к) Л  <С



компакт* - i f -  і

о  (у )/ ,  Kf* в  ) f t * } )  * 4 )

В теоремі І . І  доведено, що множина таких модулів не­
перервності співпадав з множиною функцій типу модуля непе­
рервності таких, що bP(Ah<*t( tU am fi) * diam  &,  
тоді I тільки т од і, коли компакт в метрично опуклим.
Цей результат 6vb одержаний сумісно з В.А.Бабенком.

Для даного модуля неперервності uJ розглянемо проото-

Р" ^  L)
С * *  С Л в )  * ( f t  С ій ) ;  / / Д ,  ж ' f f  -£ їй )  <ооГ>

вокрема, якщо a tlh )  * , / е ( 0 , / 1  , то маємо

ЦИл  *  4 і ( Щ і Ь к ~ 1 )  )  
к.

-відповідно ліпшіцеву норму та простори функцій, я к і  задо­
вольняють умову ЛІпнІця порядку /.

Нехай С0 і ( ‘ ) -найменша опукла вгору мажоранта функції 
b f j ( ' )  •

t tlf,  С ,С°)  -  f t  (* М !С * *"*1Гси>)
-значення К-функцІоналу Петре на функції ^  в точці 4*0 
для пари прооторів ( С(6) ,  С и,( ^ } .

В f  2 обчислено значення К-функцІоналу для ц і є ї  пари. 
Теорема 2 .1  Нехай &  -довільний метричний компакт, 

СО -такий модуль неперервності, що для деякого ItiO.ctivmQl
02 l U  -строго зростав при kilo, І )  I at cf )  при
A f Сf, <Ьащ tfj, функцій С(й) така, що cJf(i) =

для воїх (i r / f  J ter1 f i j  .  Тоді мають місце рівності:

'  i '/ t  u>f , и  • М П

Г випадку S = [ - T , f i  цей факт д о в ів  Я.Петре, для до­
в іл ьн о го  9- I u c t ) * £  -  в.А .Брудний.

Цей результат використовується для вивчення норм суб-

Ї ЇЕ Б  їм. В. Стефаникв 
АН України
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лінійних (тобто напівадитивних та однорідних) операторів 

7 7  С С Нехай Н*  -одинична куля простору . 
Для скінченності норми llTflu  ̂ -
необхідно, щоб для йудь якої { .ш и м і  виконувалась умо 
ва Т {= 0  . Далі вважаємо, що ця умова для операторів 1' ви­
конана.

Теорема 2 .2  Нехай 0- -довільний метричний компакт, 
а функції оз I f  задовольняють умови теореми 2 .1 .  Тоді 
для довільного оублінійного обмеженого оператора 77С(6}-*С(6) 
виконується неріваіоть

Для кожного оператора Т ця вер івв іоть  в точною. Це означає,
«о в правої чаотині в І вонотанту , н і агрумент 
/  / / Г С с  функц 11 одразу для во їх

С зменшити неможливо. . )
Наступна інтерполяційна теорема е корисною д ія  розв’яз­

ку деяких типових задач теор ії наближень.
Теорема 3 .1  Нехай #  -довільний метричний компакт, І

ДЛЯ ДОВІЛЬНИХ I VI  t  (1, ж**< 6 ]
Взхай далі модулі неперервності I cat ik )  ст­
рого зроотам ь при к (  [ f t f j  І постійні при сйлш (12,
в  функція и ^ » (^ г « у к л а  вгору. Тоді для обмеженого сублі- 
нійного оператора Тіб(й )-*С сіІЇ  вякояувтьоя нерівність

С Л " (  ~ 2 & S  \  і  і л ’ {  І Н І л і 5  І

Шо й. -мотрвчяо опуклий компакт, то ця нерівність е точ- 
вою, тобто Іонугть оператори Т, для авїри* вона пересторюеть- 
ой яа р ів н іс ть .

Відзначимо йаслідбк для просторів Літіишя: як® о

* 1 • *°
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fi-’C

ц і результати застосовуються до задач дайликеп- 
ня функцій. ЦІ застосування грунтуються яа тому, що заміоть 
оператора Т вдмкнз взяти оператор J -  Р  ̂ , де Рд -опе­
ратор метричної проекції на підпростір а, чи оператор J - £  , 
де ^  -лінійний метод наближення функцій підпроотором А 
з С(&) .

Нехай £(£ }А )  -найкраще наґтижения елемента £  п ід- 
простором A, Л) І £(Н ^ )Л )  -відповідно найкраще І
лінійне (методом /і') наближення класу М 4* підпростором А. 
Тоді виконуються точні на просторі Сі б-) нерівності і

Щ ,Л) <1 С Ш Н 1} * )),

Якщо §■ в метрично опуклим, ТО ДЛЯ будь ЯКОГО

c t f  (  І £ 1 Щ ]

Ц - ф с * « , (

Такі точні нерівності вперше були одержані М.П.Корнійчуком 
у випадку найкращого наближення тригонометричними полінома­
ми періодичних функцій.

Д алі, якщо w < І (ліг. задовольняють умови теореми 
3 .1 ,' а fi -довільний метричний компакт, то



яо
Ці співвідношення дозволяють порівняти наближення да­

ний л Ідпроотором різних класів f t10 . Для періодичних функ­
цій одн ієї змінно! ця задача досліджувалась М.П.Корнійчуком, 
А.О.ЛІгуном та іншими.

В заключному § 5 наведені оцінки К-фуакціоналу пари 
(.Сс-Г/П) £ г 1-кт1 ) , де /і///с1 *  Ц {НЦ^ . » за !х

допомогою одержані оцінки зверху для »Tfh  в термінах 
йоду ля гдадкоот і u>t  .).

Теорема 5 .2  Якщо Т-обмежеїшй оублінійний оператор, 
їо 6 Cf-r,V3

« ч и  *  <*<< />  І

Для будь якого g?o знайдуться Т І ^  т а к і, ще

* Щ  у(нТНс̂ -£) сОї U } /T Z 3 ST )
1 *'*+С }
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