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З А Г А Л Ь Н А  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  Р О Б О Т И

В запропонованій роботі побудовано алгебраїчні мно­
гочлени, які ’’добре” наближають на відрізку функцію і при 
цьому успадковують такі її  властивості як к у с к о в 
а-позитивність, або к у с к о в  а-монотоннісгь (тобто, 
змінюють знак або, відповідно, змінюють знак монотонності 
в наперед заданому наборі із з точок відрізка, подібно до фун­
кції). Обмеження такого вигляду', накладені на наближаючі 
елементи, називають вимушеною (constrained), або формо- 
зберігаючою (shape-preserving) апроксимацією.

А к ту а л ьн ість  т е м и . Ще П.Л.Чебишев побудував два 
зростаючі на /  := [—1,1] многочлени з найменшою на І 
рівномірною нормою серед усіх зростаючих на І  многочленів 
вигляду Рп(х ) — xn-(-aia;n~l - f ... +  ап -  і вигляду Р„(х) =  - х п + 
йіа:""1+  ... +  ап. Далі С.Н.Бернштейн розв’язав таку ж задачу 
для многочленів Рп[х) з  Р п \ х )  > 0 ,  х  Є 1, q — 2 ,3 ,4 ,... .

В 1953 році Lorentz G.G. помітив, що многочлени
С.Н.Бернштейна

B ,(x - , f )  =  2 g  (  "  )  /  (1 + * Г '( 1  -  *)'

зберігають форму функції /  в тому розумінні, що якщо 
/<«>(*) > о на / ,  то і В п \ х )  >  0 на / .  Звідси, зокрема, випли­
ває аналог теореми Вейєрштрасса для формо-зберігаючого 
наближення.

Початок сучасного етапу розвитку формо-зберігаючого 
наближення пов’язаний з роботами Lorentz G.G. і Zeller K.L. 
(див. також Shisha О. і Roulier J.A.). Так, в 1968 p., для будь 
якої монотонної на І  функції /  і кожного п Є N Lorentz G.G. і 
Zeller K.L. побудовали алгебраїчний многочлен Рп(х)  степеня 
<  п, монотонний на І  і такий, що

|/(х )  -  Я„(ж)| <  cwi (/;/)„(:*)), ,т Є / ,  (1)
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де с— абсолютна стала,

, . 1 у /Г-Х*
P n ( * ) := - j  + ----------- , х Є / ,  п Є N ,n l n

u)x(f \ t )-~ (перший) модуль неперервності функції / .  
In (1) одразу випливає оцінка

ЕЦЧГ )<си, (2 )

де JSn ( / ) — величина найкращого рівномірного наближення
функції /  Є С(І )  монотонними на /  алгебраїчними многочле­
нами степеня < п.

Природно виникла гіпотеоа, чи не зводиться вимушена 
апроксимація (принаймні монотонна) до наближення без об­
межень. В наступній своїй роботі Lorentz G.G. і Zeller K.L. 
негайно спростували цю гіпотезу. Л саме, вони побудували 
неперервно диференційовану на і  функцію /  з f ' ( x ) > 0, х Є 
/, для якої

це Fn( f ) — величина найкращого рівномірного наближення 
(без обмежень) функції /  Є С (І)  (довільними) многочлена­
ми степеня <  п. Більш того, для монотонного наближення 
не виконується навіть аналог добре відомої оцінки

а саме. І.О.Шевчуком для кожного п Є N побудована непе­
рервно диференційована на І  функція /  з f ' ( x)  > 0, х € / ,  
гака, що

Тому, починаючи з 1968 року, з  робіт Lorentz G.G. і Zeller 
K .L. інтенсивно досліджується питання: в яких випадках кла­
сичні оцінки наближення без обмежень многочленами непе­
рервних на відрізку І функцій /  зберігаються для вимушеної

j.—  £ Г ( / )
hm ~7ГТ7Г =  00• П-ОО En[f ) (3)

E n( f )  <
п

2



апроксимації, а в яких ні? Мова іде про класичну оцінку типу 
С.М.НІКОЛЬСЬКОГО

|/ (х )  -  Рп(х)\ < cprn(x)u>k{ f {r)-,pn{x)), х Є / ,  (4)

в якій к € N , г Є N  П {0}, п > к + г — 1, с = с(г, к), /  € 
С (г)(/), u>*(/(r>;f) — fc-й модуль неперервності функції / ( г); і 
про наслідок оцінки (4) -  нерівність

£ „ ( / ) < с ( 1 ) ' , , ( / « ; 1 ) .  (5)

Нагадаємо, класична оцінка (4) доведена А.Ф.Тіманом (ви­
падок к — 1), В.К.Дзядиком (к =  2), Freud G. (к = 2), 
Ю.А.Брудним (к > 2).

О.С.Шведов виявив, що оцінка

4 " ( / ) < с - . .  ( / ; » - ’ ) ,  (6)

яка доведена Lorentz G.G. і Zeller K.L. для А; =  1 і DeVore 
R.A. для к =  2, -  не виконується для к > 3, а тим більше не 
виконується відповідна поточкова оцінка. Тим часом DeVore 
R.A. і Yu Х.М. підсилили оцінку (1), замінивши в ній ші на 
и?з; а для г ф 0 Lorentz G.G. (випадок г =  1 =  к), DeVore 
R.A. (г >  1 =* к) і Yu.Х.М. о Ма Y.P. (для будь яких г, к 6 N) 
встановили нерівність

E lx)( f )  < cn~TiVk (/ (r);n - ‘ ) , n > к + г -  1; (7)

і нарешті І.О.Шевчук довів поточковий аналог оцінки (7).
Таким чином, до останнього часу повністю було дослідже­

но лише випадок ’’чисто” монотонного наближення (тобто 
з =  0). Що стосується ”чисто” позитивного наближення, 
то тут рівномірні оцінки вигляду (2), (6), (7) є тривіальним 
наслідком оцінки (5), а поточкові оцінки до цього часу не до­
сліджувались.
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М е т а  р о б о ти . Встановлення поточкових оцінок набли­
ження неперервних на І  кусково-монотонних та диференційо­
ваних на І  кусково-монотонних, а також кусково-позитивних 
функцій алгебраїчними многочленами, які локально успадко­
вують вказані властивості функцій.

М е т о д и к а  дослідж ення. В роботі використані мето­
ди теорії інтерполювання функцій та методи теорії набли­
ження, зокрема поліноміальні ядра типу Джексона, Дзядика, 
нерівності Уітні, Маршу, Дзядика, апарат скіннчених і ро­
зділених різниць, класичні прямі та обернені теореми, тео­
реми спільного наближення функції та ї ї  похідних.

Н аукова  новиона р е о у л ь т а т ів  т а  ‘їх наукова 
ц інн ість . Основні результати дисертації є новими. їх зміст 
полягає в наступному:

• доведено, що класичні оцінки поточкового (а отже 
і рівномірного) наближення многочленами неперер­
вних на відрізку функцій зберігаються для кусково- 
монотонного наближення у випадках, коли гладкість 
функції характеризується: а) першим або другим моду­
лем неперервності (м. н.), б) першим, другим або третім 
м. н. похідної, в) будь-яким м. н. будь-якої (починаючи 
з другої) похідної; у решті випадків класичні оцінки не 
зберігаються для кусково-монотонного наближення;

• таке ж повне дослідження проведено для кусково- 
позитивного і ”чисто” позитивного наближення мно­
гочленами;

• як наслідок встановлено конструктивну характеристику 
кусково-монотонного і кусково-позитивного наближен­
ня функцій класів С.М.Нікольського і отримані оцін­
ки формо зберігаючого наближення через оцінки набли­
ження без обмежень.

Результати дисертації Мають теоретичний характер, але
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можуть бути використані як в задачах теорії функцій, так і 
в обчислювальній математиці.

А п робац ія  р о б о т и . Реоультати дисертації доповіда­
лись на республіканській науковііі конференції ’’Экстремаль­
ные задачи теории приближения и их приложения” (м. Київ, 
1990 р.), на школі ’’Теория функций. Дифференциальные 
уравнения в математическом моделировании” (м. Воро­
неж, 1993 р.), на наукових семінарах відділу теорії фун­
кцій Інституту математики НАМ України (керівник профе 
сор О.І.Степанець).

П у б л ік ац ії, ГІо темі дисертації опубліковано 4 робо­
ти, список яких наведено в кінці автореферату. Реоультати 
робіт [2] і [3] отримані в процесі спільної праці, при рівному 
вкладі співавторів і в рівній мірі належать кожному співавто­
ру; їх не можна розглядати як механічне об’єднання окремих 
тверджень, що належали б кожному о співавторів окремо.

С т р у к т у р а  т а  о б ’єм р о б о т и . Дисертація обсягом 81 
сторінка машинопису. Складається іо вступу, додатку до 
вступу, двох розділі?, переліку цитованої літератури, що 
налічує 52 найменування, та  додаткового переліку літерату­
ри, що налічує 25 найменувань.

З М ІС Т  Р О Б О Т И

Викладемо оміст роботи в чотирьох пунктах: п. 1° і 
2° -  кусково-монотонне наближення (історія питання і отри­
мані результати), п. 3° і 4° -  кусково-позитивне наближен­
ня. Об’єм автореферату не дозволяє зробити огляд резуль­
татів, присвячених опуклій, q—монотонній, багатовимірній, 
Lp, сплайн вимушеним апроксимаціям, вимушеному набли­
женню в термінах модуля З.Діціана і В.Тотіка, вимушеним 
поперечникам. У додатковому переліку літератури наведені 
роботи Beatson R.K., Van Wickeren Е., Wu X., Gilewicz J., De- 
Vore R.A., Ditzian Z., Iliev G.L., Коновалова В.М., Копотуна 
К .A., Leviatan D., Листопада В.В., Lorentz G.G., Lorentz
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R.A., Ma Y.P., Манія С.П., Nessel R,.!., Newman D.J., Павли­
ка A.В., Passovv E., Raymon L., Roulier J.A., Totik V., Hu Y., 
Zhou S.P., Шведова О С ., Шевчука I.О., Shisha 0 .,  Szabados 
J., Yu X.M., .Jiang D. з них питань.

і 0. Нехай С  -  простір неперервних на /  функцій f  ; І  —* R, 
j рівномірною нормою

II /  I N  шах |/(х ) |;
гЄ/

С (г) ;в  у  . f(r)  €  С } ( Г Є N; С {0) := С.

Нехай і  6 N , Y  — Ys -  фіксований набір з s -f 2-х точок «/,,
занумерованих справа наліво:

-1  *С у,+1 < у, < . . .  < Уі < у0 *  1. (8)

Через Д ^ (У ')  позначимо множину функцій /  € С таких, що
/  не спадає на відрізку [,y,+i,t/,] при і парному; /  не зростає 
на [у.+ьУ.} при і непарному. Функції /  € називають
комонотонними між собою (за набором 1'). Позначимо Vn -  
простір алгебраїчних многочленів степеня < n, п € N;

£<'>(/; К ) :=  inf І І / - Р . Ц  
РпеГ..пЛОЦ1-)

— величину найкращого рівномірного наближення функції 
/  Є Л (1)(1/ ) м н огочленам и  Рп €  Vn О Д (1*{У').

Нагадаємо, іцо к-и  шщжтл неперервності функції /  Є С  
називається функція

^ * ( / ;0  sup
ї Л:" к Лі J

При t Є [о, 1} ; L0k(f] t) & v k{ f \ | )  при t >  де

* £ ( / ; * ) П / ( І  +  І,,) i=0 '■

б



-  k-гі різниця функції /  в точці х о кроком h.
Скрізь надалі N a, Ва і N^,0, Ва,р позначають, взагалі 

кажучи, різні додатні сталі (константи), які залежать тільки 
від о і, відповідно, тільки від о-, /1

Відомі наступні результати наближення функції /  Є 
Д <,)(У') многочленами Рп Є V n П А ^)(У ). Роботи Newman
D.J., Passow Е., Raymon L. і Roulier J.A. містять перші оцін 
ки такого наближення (див, зокрема, далі, (13), (14)).

Iliev G.L. і незалежно Newman D.J. довели оцінк)

п є  N . (9)

О .С.Шведов (див. також Yu Х.М.) підсилив оцінку (9), 
замінивши в ній перший модуль неперервності и-ч (/;0  дру­
гим модулем неперервності u.'з ( /;0 ; а саме, ним доведена 
оцінка

E llH f ; Y )  < B Y W2( f ; n - ' ) ,  п €  N. (10)
При цьому, він же довів, що сталу В у  в (10) неможливо 
замінити на В,.  Оцінка (10) тягне оцінку

п Є N , (11)
n

для /  Є ДМ (К). Аналогічно (9), сталу Ву  в (11) можно 
замінити сталою В,  (див. Beatson R.K. і Leviatan D.), Із (9) 
і (10) для /  € П Д М (К), г =  1 V 2, випливає оцінка

( 12)

причому, як було сказано, Iliev G.L., Newman D.J. (г — 1), 
Beatson R.K. і Leviatan D. (г =  2) довели (12) зі сталою В л.

Для гладкості більше двох відомі оцінки Passow Е., Raymon 
L. і Roulier J.A.: якщо /  Є С ^  П Д ^ (У ') то

4 1)( / ;  У )  <  В т~ ,  ( 2 п ) * і ~ ~ 1 ,  п >  2(г -  1), (13)
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E ^ ( J ' , Y ) <  B Y,r - .n 2^ ^ - ,  n >  4(r +  l). (14)

Наслідком основних теорем 2.1, 3.1, 4.1 розділу І (див. їх 
формулювання в п. 2°) є
Т ео р ем а  0.1. Нехай г Є N. Якщо /  Є П Д*^(К), то 
при кожному натуральному гг > г — 1 гснус многочлен Рп Є 
Р п П Д ^ ( } ’) такий, що

Оцінка (16) при г =  1,2 співпадає а (12), а при г > 2 
суттєво уточнює оцінку (14). Оцінка (1-5) у випадку кусково- 
монотонного наближення є новою для всіх г Є N. Нещода­
вно Giiewicz J. і 1.0 . Шевчуком (в друці) доведено, що в (16) 
By ,г можно замінити на В ,іГ при всіх г Є N , а не тільки 
при г — 1,2. Це ж стосується оцінки (15), але тільки для ви­
падку 5 = 1 .  Якщо з > 1, то, як свідчить приклад 5.1 з  §5, в 
оцінці (15) замінити Вул на В,,Т, взагалі кажучи, неможливо. 
Оскільки в дисертації вивчаються насамперед оцінки вигля­
ду (15), а оцінки вигляд\г (16) виводяться лише як тривіальні 
наслідки поточкових оцінок, і  о, з врахуванням прикладу' 5.1, 
питання про можливість заміни Ву.г на B SJ в дисертації не 
досліджується.
2°. Сформулюємо основні в розділі І теореми 2.1, 3.1. те­
орему 4.1 та їх наслідки -  теореми 0.2 і 0.3. Відзначимо, 
що теорема 2.1 доведена автором у роботі [1], теорема 3.1 -  
спільно з І.О.Шевчуком і Giiewicz J. [3], теорема 4.1 -  спільно 
з 1.0.Шевчуком і В.В.Листопадом [2]. Доведення теореми 4.1 
з  роботи [2] в дисертацію не включено, а теорема 4.1 доведе­
на у §4 як простий наслідок твердження 1 з §3.

<  By,, і | / і ' » ц .
Pn

(15)

зокрема,

< BvJ^- (16)
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Т ео р ем а  2.1. Якщо f  € Д (1)(^ ) ,  то пРи кожному п Є N  
існус многочлен Рп Є V n П Д ^ (} 7) такий, що

|/(х )  -  Рп(х ) І <  By  wa( / ;  рп{х)), х 6 / .  (17)

Т ео р ем а  3.1. Якщо /  € С (1> П Д (1)(К ), то при кожному на­
туральному п > 3 існус многочлен Рп Є ? п П Д ^ ( К )  такий, 
що

\f{x)  -  Рп[х)\ < В у  рп( х )и ь ( / ' \р п(х)), х  £ І. (18)

Т еорем а 4.1. Нехай k € N. Якщо /  6 С ^  П Д ^ (У ) ,  то 
при кажному натуральному п >  k +  1 існус многочлен Р„ Є 
Рп П А ^ ( У )  такий, що

| / ( і )  -  Рп(х)| <  B y<k p2n( x ) u k{f"; рп{х)), х  Є /• (19)

Wu X. і Zhou S.P. довели, що в нерівності (10) (а отже, 
і в (17)) другий модуль неперервності o-’j, взагалі кажучи, 
не можна замінити k-и модулем неперервності w* э к >  3. 
Аналогічно в (18) третій модуль неперервності и>з не можна 
замінити на ы* а к >  4, про що свідчить приклад 5.2 з  §5 
(приклади з  §5 опубліковані в [3]). Таким чином, для всіх 5 Є 
N , t  € N  і r € N U  {0} з'ясовані всі випадки, коли вірні або 
хибні наступні судження 0.1 і 0.2. А саме, обидва судження 
хибні у випадку г = 0 < к — 2 і у випадку г = 1 < к — 2. У  
решті випадків обидва судження вірні.
С удж ен н я  0.1. Якщо /  (Е П Д^*(У), то при кожному 
натуральному n >  к + г — 1 вірна оцінка

ЕІ1)(Л  Y )  <  Вухт ( j )  w* (У > ;  ^  , (20)

де Вух* — const залежить тільки від Y, k і г.
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С уд ж ен н я  0 .2 .  Якщо  /  €  С (т) П Д (1>(У), mo прь кожному 
натуральному п >  k + r — 1 існує многочлен Рп € 
такий, що

|/ ( * )  -  Я„(*)| <  В у х г Ш ^ / (г)\рп{х)), X Є / ,  (21)

де Ву,к,г — const залежить тільки aid Y, к і г.
Крім теореми 0.1т» теорем 2.1. 3.1 і 4.1 випливають також 

теореми 0.2 і 0.3.
Нехай а  =к г +  /3, де 0 < /3 <  1, (г + 1) € N; Я " -  клас 

функцій /  є  С ,Г*, Д Л Я  Я К И Х  u —  0 ( t e), t 0 +  -

Т еорем а 0.2. Лехай а > 0. Функція /  € Н* П Д^^(У') тоді 
і тільки тоді, коли існує послідовність многочленів Рп Є 
Vn П Д ^ ( К )  така, іцо

f - P n
Рп

Достатність в теоремі 0.2 випливає із класичної оберненої 
теореми В.К.Дзядика.

Для а  > 0, п Є N  і /  € С  позначимо

а -М )  := « I I
/ - Р »

я
, С Ї Ї ( / і П infг„е

/ ~ Р п
Рп

Для п =  0 позначимо G0.a{f )  = Go,l ( f ' *Y)  НД°) ~  /II-
Очевидно Gn,a(f )  < Gn}a{f‘,Y ) .  Разом о тим має місце
Т ео р ем а  0.3. Нехай а  > 0 — фіксоване число. Якщо /  Є 
Д ^ (К ) ,  то

sup G[xl ( f ; Y )  < B y,, sup £ „ ,,( /) •
n>a-l n>r»~ 1

Теорема 0.3 є наслідком класичної оберненої теореми 
В.К.Дпядпка, а також теореми 2.1 (випадок а  < 2), теоре­
ми 3 1 (1 < о- < 4) і теореми 4.1 (« > 2).
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Доведення теореми 2.1 суттєво спирається на специфіку 
другого модуля неперервності і пов’язаний о ’’виправлен­
ням” многочлена Q \  € Т п. який побудували DeVore R.A. 
і Yu Х.М. для конаближення скрізь неспадної на І  функції 
/  € С  (тобто, для випадку 5 — 0). Доведення теорем 3.1 
і 4.1 пов’язані з  перенесенням складної нелінійної техніки 
І.О.Шевчука з  випадку монотонного наближення на випадок 
кусково-монотонної апроксимації. Здійснення такого пере­
несення і, скажімо, сам характер техніки дозволяє автору 
відзначити її  універсальність для отримання прямих оцінок 
формо-зберігаючого наближення. Наприклад, за  допомогою 
цієї техніки І.О.Шевчуком, В.В.Листопадом і автором (див. 
дисертацію В.В.Листопада, а також УМ Ж , 1993, 45, 1, 38- 
43), для випадку г > 2 була доведена і наступна теорема 
(випадок г — 1,2 належить Leviatan D.)
Т еорем а. Нехай г € N . Якщо неопадна на І  функція /  £ 
С мас на (—1,1) локально абсолютно неперервну (г -- 1)- 
у похідну і | / (г)(х)(1 — x2)r/21 <  1 майже скрізь на / ,  то 
для кожного натурального п >  г — 1 існує неспадпий на І 
многочлен Рп Є Vn такий, що

І/ (х)  -  Pn(f}i н г, с =  с(г) — const, X Є І.

3 °. Нагадаємо,

s Є N , Y  = Y, = {у, : - 1  =  у,+1 < у ,  < . . .  < ух < у о ~  1).

Через Д*°*(У') позначимо множину функцій f  Є С  таких, т о  
/  не від’ємна на відрізку \Уі+і,Уі] при і парному; /  не додатна 
т  Ррн і штлрному. Функції /  є  Л (0)(У ) иаанмю ть
копозитнвними собою (за  набором У), Позначимо

4 0) ( / ; П : =  \ \ І - Р п \ \ЛгйР„пД(°)(Г)
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— величину найкращого рівномірного наближення функції 
/  € Д (0)(К) многочленами Рп Є Vn П Д ^ (К ) .  Нагадаємо,

Е Л Л  :*  inf II /  -  Рп II ./іп С Гп

Очевидно

£ „ ( / ) < / 4 0)( / ;  { -1 ,1 } )  < 2  £ „ ( /) .  (22)

Відомі наступні результати наближення функції /  Є 
Д*°>(Г) многочленами Рп Є 'Рп П Д ^ У ') .  Перші оцінки та­
кого наближення належать Passow Е., Raymon L. і Roulier 
J.A ..

Leviatan D. довів оцінку

E ^ ( f ; Y ) < B ^ ( f ; n ^ ) ,  п € N , (23)

де В  ~ абсолютна стала. Hu Y., Leviatan D. і Yu Х.М. підси­
лили (23) і встановили

E ^ ( f - Y )  < BY * 7( / ; « “ *), п > Ny.  (24)

Нещодавно К.А.Копотун, для кожного г? > Л у. довів 
нерівність

[/(* )  -  />„(*)( < /»«(*)), .г Є / .  (25)

Із (25) випливає оцінка

E i ° \ f ; Y ) < B v ^ ( J ; n - 1), п > N y , (26)

яку довели також Hu Y. і Yu Х.М., як наслідок аналогічного 
результату для сплайнів. Оцінка (26) (а отже, і (25)) є осто- 
точною в тому розумінні, що існує функція /  6 С ^ П Д ^ Г ) ,  
для якої

Jim
eL0)u - , y )

u M / ; " - 1)
— оо; (27)
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цей результат належить Zhou S.P..
Для класів диференційованих функцій Leviatan D. (для г < 

2) і Yu Х.М. (для г >  2) показали: якщо /  (Е С ^  П Д^°*(К) 
і п достатньо велике, то існує многочлен Р„ Є V n П Д ^ У " )  
такий, що

E f \ / i Y )  < BY.r n - r u x( f ^ - , n - l ) ‘ (28)

Оцінка (28) була підсилена Hu Y., Leviatan D. і Yu Х.М.. А 
саме, для /  Є П Д<°НК), к € N  і кожного n > Ny.k вони 
побудували многочлен Р„ €  Рп П Д*°*(К) такий, що

Ej?4 f- ,Y )  < В УАп - ' і * ( Г (29)

Таким чином, враховуючи результати І.О.Шевчука (для 
п =  к + г — 1, див. далі (34)) при всіх 5 Є N , к € N  і 
г € N  U {0} були з ’ясовані всі випадки, коли вірне або хибне 
наступне судження 0.3. А саме, судження 0.3 хибне у випадку 
г ~  0 < к — 3, а в  решті випадків воно вірне.
С удж ен ня 0.3. Якщо  /  €  С (г) П Д (0)(У), то при кожному 
натуральному п > k -f г — 1 вірна оцінка

£<0)< /ї  Y) < ВуХг ( І )  и>к і )  , (ЗО)

де By,k.r — con st залеж ит ь тільки від Y, k і г.
Зазначимо, що при з  =  0 судження 0.3 вірне для всіх k € N 

и г Є N  U {0}, що тривіально випливає з (22).
Із результату К. А.Копотуна (див. (25)) випливає вірність 

наступного судження 0.4 для випадку г = 0 > k — 3, а з  
результату Zhou S.P. (див. (27)) -  хибність цього судження 
для випадку r = 0 < f c  —3. В § 6  розділу II доводиться вірність 
судження 0.4 для решти випадків, тобто для всіх k Є N , г € 
N  і з Є N.
С удж ен ня 0.4. Якщо  /  Є С ^ Л  Д <0*(1К), то при кожному 
натуральному п > k + r — 1 існує многочлен Рп € 'РПП Д (0*(У)
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такий, що

\ f ( x ) - P n( x ) \ <  B Y,k.rprn( x ) u k{ f (r);pn(x)), х е / ,  (31)

де By,k,r =  const залежить тільки від Y , k і г.
На відміну від судження 0.3, судження 0.4 не є тривіальним 

для "чисто” позитивного наближення, тобто для з =  0. Тим 
не менш неважко довести, що і у випадку з = 0 судження 0.4 
вірне для всіх i s N ,  г Є N U  {0} (див. в кінці автореферату 
теорему 7.1).
4°. Основним результатом розділу II € теорема 6.1. Позна­
чимо Ш

П (* ) і= П (* ;Г )  := П < *  -  *)•
Ы 1

Т ео р ем а  6.1. Нехай k  €  N . Якщо  /  Є і /(х )П (х ) >
0. х € / ,  то для кожного натурального п > ЛУ* знайдеться
алгебраїчний многочлен Рп — Рп(х) степеня < п такий, що

Рп(х)Щх)  > 0 ,  х є  / ,  (32)

|/(х )  -  Рп{х)\ < B t k рп{х)шк{ / ' \ рп[х)),  х е / .  (33)

При & =  1,2 теорема 6.1 випливає з  (25). Теорема 6.1 
доведена шляхом "виправлення” многочлена, який без обме­
ження (32) наближає функцію /  Є A ^ ( Y )  зі швидкістю (33). 

Із теореми 6.1 і нерівності

f f ( / ;  Y )  < B y ^ t  ( / ' ; * - ' )  (34)

випливає
Т еорем а 0.4. Нехай к £ N . Якщо  /  Є С '^ П Д ^ (У ') ,  то при 
кожному натуральному п > k існує многочлен Рп Є Vn П 
д (° ) (у ) такий, що

ІД я) -  /*n(x)| <  Ву,к рп{т )щ (Ґ ;  р„(х)), т € /. (35)
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Сформулюємо три наслідки теореми 6.1, 0.4 і, відповідно, 
класичної оберненої теореми В.К.Доядика.
Т ео р ем а  0.5. Нехай г Є N. Якщо /  Є С ^  П Д(0*(У), то 
при кожному натуральному п > г — 1 існус многочлен Рп € 
Т п П Д ^ К )  такий, що

/ - Р п

Рп

зокрема.

4 0)( / і  У) < Ву, пТ

Т ео р ем а  0.6. Нехай о > 0. Функція /  € Н “ П Д ^ (У )  тоді 
і тільки тоді, коли існує послідовність многочленів Рп Є 
Vn П Д <0*(У) така, що

І - Р п

Рп
0 (1 ), П -+ ОО.

Для а > 0 ,  п 6 N  і /  Є Л (0)(У) позначимо

f - P n
Рп

Oi’U f ;  У ) := inf• Р„ЄР„ПД«»(К)

Очевидно Gn,a(f) < 6’1°1(/; У). Разом з  тим має місце 
Т ео р ем а  0.7. Нехай а  > 0 — фіксоване число. Якщо /  € 
Д<°>(У), то

sup G l ° l ( f - Y ) <  BY,a sup <?„.„(/).
n>Q-l n>a-l

Насамкінець, сформулюємо теорему 7.1 із § 7.
Т ео р ем а  7.1. Нехай k Є N . Якщо f  С  і f ( x )  > 0 ,  х Є І,  
то при кожному натуральному п >  k — 1 знайдеться не­
в ід ’ємний на І  многочлен Рп 6 Рп такий, що

І / ( і )  -  Рп{х)І < Bk u>k{f ]pn(x)),  х £ І.
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