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І, Загальна характеристике роботи.

Актуальність теми. Граничні задачі для випадкових блукань і 

процесів знаходять широке застосування в теорії масового обслу­
говування, теорії надійності, управлінні запасами, статистиці. 

Різні прикладні задачі сприяли прогресу дослідження граничних 

задач для процесів з незалежними приростами, процесів ня ланцю­

гах Маркова та напівмарківських процесів.

Значний вклад в дослідження вказаних граничних задач внесли 

Е.А.Андерсен, Г.Крамер, П.Леві, Ф.Оіітцер, Л.Такач, 0.0.Боров­

ков, В.С.Королюк, А.В.Скороход, Б.О.Рогозін, Д.В.Гусак, В.М.Зо- 

лотарьов, В.М.ІІІуренков та інші.

Однією з найбільш важливих з прикладної точки зору являється 

задача знаходження розподілів граничних функціоналів від сум і 

процесів, а саме: супремуму і інфімуму, моменту і величини пер­

шого переетрибу рівня, часу перебування в заданій множині та 

ін.

Детально досліджені граничні задачі для однорідних процесів 

з незалежними приростами методами факторизації в роботах 0.0.Бо- 

ровкова, Б.О.РоГозіна, Д.В.Гусака, М.С.Братійчукя.

В.С.Королюк запропонував оригінальний підхід до вивчення роз­
поділу граничних функціоналів випадкового блукання на суперпози­

ції двох процесів відновлення, який розвивався в роботах М.С.̂ря- 

тійчука, Б.Пірліева, Б.Пірджанова.

В даній роботі розглядається схема решітчатих налівмарківсь- 

ких випадкових блукань, в якій моменти стрибків утворюють супер­

позицію пуасонівського те довільного процесів відновлення.

Мета роботи. Дослідити граничні задачі для випадкових проце­

сів, що визначаються сумами випадкового числа дискретно розпо­

ділених доданків, і встановити співвідношення для перетворень 

розподілів різних граничних функціоналів.

Методи дослідження. Основні твердження в роботі отримані на 

основі аналізу інтегральних рівнянь, які виводяться з стохас- 

тичних представлень граничних функціоналів, із застосуванням 

факторизаційного методу, який раніше розвивався для однорідних 

процесів та процесів на ланцюгах Маркова.

Наукова новизна. Всі основні результати дисертаційної робо­

ти в новими:
- отримані представлення для твірних функцій екстремумів 

процесу; знайдені розподіли екстремумів процесу п випадку від­

сутності пуасонівської компоненти і геометричності розподілу
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стрибків і
- отримані представлення для твірних функцій сумісного розпо­

ділі'' процесу то його екстремумів, моменту і величини першого пере­
стригу додатного (від’ємного) рівня; знайдені розподіли абсолют­

них екстремумів процесу при певних обмеженнях;
~ встановлена співвідношення для твірної {функції часу перебу­

вання процесу в фіксованому стані.
Апробація роботи. Результати дисертаційної роботи доповідались 

і обговорювались на семінарі відділу теорії ймовірності та матема­

тичної статистики Інституту математики АН Україні», на третій До­

нецькій міжнародній конференції "ймовірнісні моделі процесів в 

управлінні і надійності" (вересень, 1993 р.).

Публікації. Основні результати дисертаційної роботи опубліко­

вані в роботах 1 - 4  , з них 2 у співавторстві з науковим ке­

рівником, якому належить тільки постановка аадйч.

Структура дисертації, Дисертація викладена на 97 сторінках і 

скдадавттіся зі є ступу, двох розділів (по 3 параграфи в комному), 
та спибку літератури, по містить 42 найменування.

і  і .  Зміст роботи.
У вступі до дисертації сформульовано проблему дослідження, по­

ляно ст'лш', основшіх результатів, які виносяться на захист.

В Перися/ розділі описано випадковий процес і вивчаються гра- 

•vwi н̂кціонзли, пов’язані з розподілами екстремальних значень.

Основний об’єкт дослідження - випадковий процес

«і(^(Ч) - а) -  кумулянта процесу f ,  (+) .
Процес ft(t/ ие залежить від f((+) і задається за допомогою

стрибків довільного знаку

Т(4-Т,0М*(4,
де Тч (Й ( 7 » - 0  , 4 * 0  ) -  складний пуасонівський процес а Додаї- 
шми сїрибками ~fK' і часон між стрибками ^  :

Т,(Ф Ч ч , -  ь:-±х

Р\Т.'>ОІ-І. Р ^ - - 1Ї 'Г '  . Е w ‘ '<
Г>( Л -« Л  -*■>! С) С  Т ч ЙPU» <.і] - \- ч (v°,C®- * їг«« . t 4 ‘ е
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Р < л * .  - Л - Е * р̂ ) , w - 1
Час між стрибками JJ* мае довільнії!- неперервний розподіл

G W *  *•]  ̂ і г О  f ^(.4* Ее-*^

~г л Ф ^  , S o  , > w *  —  \ w  Г ч 4,ь с М

В термінах випадкових напівьшрківсь.чих блукань процес Т (0 

являється наиівмарківським випадковим блуканням на суперіііїиці'( 

пуасонівського їь довільного процесів відновлення.

Такі процесу, використовуються для опису функціонування систем 

теорії масового обслуговування, де - послід івність зая­

вок, які поступіють на обслуговування в систему, яка складається 

з одного пристрою, через показниково розподілені моменти часу 

У* > п - Т*- *' 1 інтерпретується гк кількість ібслужених

заявок на інтервалах З довільнім розподілом.

Для вивчення граничних функціоналів процесу “"f О) нами гво­

дяться допоміжний процес ~ТШ (Л) s

t . w - ' S t : ,  т : -т . 'Т ,ф .

в термінах компонент факторизації якого виражаються характерис­

тики основних граничних функціоналів.

Важливу роль в нашому дослідженні відіграє функція

К М  - 1- fw , C - « 9  -

або в термінах допоміжного процесу ~Т,(1)

Ечт«сі) »

’яка допускає факторизаційний розклад

К(*,ч)-  ї й  (vO  ( 4- ^w)"к. С*.Ч) , U l -  1,

-  К *(■».>)
к* CvO -  кг См) '

К.(*,1.) ек<Г', S ^ O ] J  ( |v| <1,

K- <m) * «V I- I , * I t *  , К  <°ll ,M* ** (*'” І -Х )



Б § Ї.І вивчається допоміжний процес ~fv 00 , для якого

встановлено рят тверджень, основним з яких є теорема 1.2, 

Теорема 1.2. Для твірної функції процесу f » О) справедливий 

факторизаційний розклад г Т„(б,) г * (е.) г 17 (0«)
Ь.4 Ьи/

Твірні функції розподілу максимуму 

та мінімуму процесу визнача­

ються співвідношеннями

Г Т»(в*> „ **М . , "Г*1 (. л
t  u. “ k .o w  * 1 ’ >
г- ТІС®») К-<*,0 -п -l с \
t v .  - Т о ) * к-

5 1.2 присвячено вивченню екстремумів процесу *f (-0 . 

Представлення для твірної функції максимуму процесу ЕГчТ(в̂  

те функції «  n r  -s'tV) •
* 5EIu b_ ©■ , Vul  ̂1,

на п с н ^ р і  стоуастичних с п і в е ідношень для * £ * 0 0  встановлюй

Тепцеме 1.3. Твірна функція (>,■*) визначається співвідно- 

ш є н н я у  г  0 ( 4 - 4 ^  і Г п «  r s ’ v l
- ^ Г  Q * M ] ,

СК*.ч) * t % 0 )  J 'i-Ĉoo C‘-*W>) * 01
Твірне функція максимуму процесу ^(V) має вигляд

Е »Г(М - і -E J :w  [q: ы  - q: м і .
Відповідні твердження для нижніх функціоналів встановлюються 

в теоремі 1,4. . к .ьах*0
Топ 1-0 1.4. Твірна функція 0 . м. Є. , /\и\»і /

'СЧ»-)” Сп| , / * < 0  / визначається співвідношен-

fl- Ы - 7^Ї 5  С‘Л]̂

”  , A : M - t J :twEtO-uf')e-'', ’f,vo].
Твірне функція мінімуму процесу Т ( \ )  має вигляд

- 4 -
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Представляє інтерес розглянути деякі частинні випадки.
1. У випадку С *-  *t$ )  * о  » тобто для
твірних функцій екстремумів справедливі представлення

г  Т > ‘) - ______
Ь4, v - 3w u - q ;m + q : c vo) /

Q (*.<)* Е Ч? ^  (р+0> p+w) ;

г Л*(е»)_______і -
^ u  7 - * w * a :(m .)-a : c% o  '

А с*.'») - 1 «?<e,) £ [О - ufA) ё Т , т, < о ] .  E  J (e,) зф (■»- j- w)
fttaio крім цього додатні стрибки процесу т .  (У  Геометрично 

р озп од ілен і, тобто твірна функція стрибка

f *W ’ S * uV  F* т * і т  > f< -  ? •  ,  ( т ' ) ,
« « m * .  <Цм).ц..-T^Ctr<W ir^cE f T14
досить легко обертається ПО w  І тобто

E ё*г  w • ІЧ т> » у  *1 • і* E f T (0,)z i  * Й f  I  ( M
Аналогічно, як'До в цьо*.у випадку /  С , «  kt>) * 0  /  в ід ’ ємні 

стрибки процесу ^ ( 4 )  мають геометричний розподіл

Св<т<4̂
то з  ітредставлення для тв ір н о ї функції

t  J  1вч>p.TiV ^
п ісля  обернення по іс  знаходимо

Е<£‘ , 0“°)

2. іік-цо .  1 - Є ^  . т°бто
"f С^) е  однорідним пуасонівським процесом з кумулянтов

E ф  Е ІС(м)У

- 5 -
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кСч) * * сі. - *) .

Твірні 'їункції екстремумів в цьому випадку визначаються
співвідношеннями

Знайдено також представлення для характеристик граничних функ­
ціоналів екстремумів процесу у випадках, коли стрибки пуасонів- 
сьКого процесу приймають лише значення + і, а процес ^ ( Л )  маа 
лучів ві;-.*г,мні стрибки, та коли стрибки процесу 3 додатною
iVi-Mp-m'To приймають лише значення - І  /р » - о  , к і4* і  /  .

До з  останньому випадку одержуємо представлення для <}унк~ 
цН 0-'>,•«') у вигляді

» - м - Р ,  ^ E J ; w f V . M .  р.,-Пт.-й,
яке «о,'на обернути по и, , тобто знайти

тп Його екстрекумів.
Основні результати цього параграфу сформульовані в наступних 

ль̂х теоремах.
Тгог;ev& 1.5. Твірна функція сумісного розподілу процесу f ( j i )  
те І'ого максимуму "У1" ( 9  “ ^  f  W

Е ч} ІЄі) -  s. -  Q1(mV})

Q ( m )  • -  «£ L \J  ^  ;

t 1J  ^  4 (j + ^  v 1c«) L  A* (yo - A! c*. <}]) , 

4 ^ - І г Г<Мт Й г ( Р І Т ^ С ^ ‘ ОІ -

ПГл-од;̂ }. ы .
? 1.3 присвячений вивчення сумісних розподілів процесу'f('t)

еизиочаїться співвідношенням

а м  - ^  e  J - w  A '  c c . cm) * &; m l

«И і ■■' -» і- « і я (*-*(>)) - 4) E  J *  ̂



Частинні розподіли максимуму процесу І ЙП|ГО доповнення ^  (+) • 

- Т М - Т * №  мають вигляд

С ( &_(*,«) •* &*(*,()).

Теорема І . б . Твірна функція сумісного розподілу процесу ~ f ( b j  та 
ЙОГО мінімуму Т^Ч)

я і ^ чу) - г(«л»*Цыч1«и)
визначається співвідношенням

ґр, Л г ?«(« 4-nfr-*w» а г ТГ(0«)Г т ; ^  
ч-"3«  t u '  Ы '

Частинні розподіли мінімуму процесу і його доповнення 
- Щ -  '^"(4:) мають вигляд

Е ^ - . Е * ™ 4

Г 19.) Г 1.(М І-Ч—«.-> г т :М
t 4  “t u  — Ьч,

ЙКіЦО порівняти розподіли T W  І Т'(в«) а також Г (в .)  і  ? ( v ,  
то виявляється, ЩО вони не ідентичні. Тобто для процесу. 'f(-l) не 
виконується властивість "взаємодппоштованості" екстремальних зна­
чень. Але вказані розподіли відповідно збігаю ться у деяких частин­
них випадках, наприклад:
1/ с,-к(.ч)«о : Ч Ф -Т іС*) ;
2/  €0 3 |- 1- V 4 * і J (^ . . • Б цьому випадку процес у ( ± )

може розглядатись як складний пуасонівський процес з кумулянтов

ад 4^ < u . )  * с^г -  і )  .
Простота обох вказаних випадків пояснюється тим, цо (функція

- £  u ™  Ĉ 4 ‘-,v̂  “ А)
не залежить в ід  и. /  i / f i v W )  -  з ' ф - і  , ч  EU*,*) -  / .
Т^му обчислення проекцій для в обох випадках тривіальне.

Як наслідки з  доведених теорем знайдено розподіли абсолютных 
екстремумів процесу ~ f ( ± )  при певних обмеженнях.
Наслідок І . Як 40 існує невироджєний розподіл абсолютного макси­
муму ДОПОМІЖНОГО процесу ~f"* •  tiw. Т Г  (Л ) /  достатньо,
:цоб Е f , * - :  О  / ,  то *“’ **
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t  *т - !*л S E u5' ,
1 дЛ-ь,сЛ«ч.ідй«» Ечі:

4-.0  -k(nj E^i *- ^

Наслідок 2 . Якщо існує невироджений розподіл абсолютного мініму­
му допоміжного процесу Т * (.+) /д о с т а т н ь о ,
щоб Е  7 * ? О / ,  то ч~***

Е.И'- U  E . r№ ■, . £ , т;і-»о /

t » 1 - А *  Е Л * * *  - g ~  [  *  [ 6 .  сі» ] *  \  _

* Є.с.)- U  ^  W  - 1) Ь і : .
Другий роь,.іл дисертації присвячено вивченню функціоналів, 

пов'язаних з досягненням процесом ( і )  фіксованого рівня  
/  момент та Ееличина першого перестрибу рівня /як  додатного , 
так І в ід 'єм н ого /: г ч * )*

W  U 4 |4 -T W < kJ . & ■ « * < -№  ‘W), O'*®) * величина стрибка, iqo 
накриває рівень : -  )j*■ с»-') ■*• У* («•’) . If* W  f  (Д Ч * .-.))  I
момент першого досягнення рівня та відповідна величина перестрибу:

; час Перебу­
вання процесу в фіксованому стані Ct O) * j ? t t№  ->М ч, ,

В § 2 .1 .  вивчаються "верхні" функціонали /функціонали, поР*я~ 
дані з досягненням процесом додатного р ів н я /.

Для твірн ої функції сумісного розподілу моменту і великими 
першого перестрибу додатного рівня

(яч*)* jj§Lu.' £ і е 11с W 0* tMl ,  (М**, 1<иО
BCTflliOEJiOHO Справедливість твердження. -і
Теоремо Твірна ф ік ц ія  fit ^i,v*) визначається співвідношенням

[ ^ Q c w ) V . .
дг . .

♦ г^(&<зНЙ( - <) J
Цікавим здається  аналіз цього факту в деяких частинних випад- • 

кг.х. Так,Э останньої формули при f i*  І отримаємо представлен­
ня 'іля функції fi+ (*,*) /теорема І .З  / ,
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У випадку О : Q 4 ^ * t v r C<,g(e^-f,C>i).

а функція набуває вигляду

-  < г г  t v J  ^  - р | з  ( Q*(4,s«) -  Q* О*,*)).-
А якщо крім цього ще вважити, що додатна частина стрибків 

процесу "f.ty геометрично розподілена, то в останній формулі 

легко обчислюються проекції, і замість неї можна записати:

Л ( „. Л.  J 9 .  > І .  - Г г  V W<r* w )“T-jej (и«ДЦ*) ь? Ьи
Порівнюючи з відповідним представленням для tf*. (S'*) , можне 

зробити висновок, що в цьому зипадку

*Л«Л*) *

Останнє представлення для функції
можна легко обернути П0 ^  f а потік і пі v, , і анайтк 

представлення для твірної функції

Порівнюючи останнє З твірною функцією Е:®.*"1 ^  /в анало­

гічному випадку/, ми робимо висновок про незалежність випадкових 

величин 'Е*(» і :

Е І е ’ ^ . г н - ' Ь  Ь е ‘г ' са і<-й р " .
Знайдено також представлення для функції {?*(ii.s.tf? у випад­

ках, коли Q(t)* <-<£е*г ; коли стрибки процесу ~Тд.(Л) прийма­

ють лише від’ємні значення /р*Лу) **° Л а стрибки пуасонівськогп

процесу приймають лише значення +І.

В останньому випадку д7+ (■*,*,«) - о. -0*<Ч.,ч)

В § 2.2 встановлюються в ід п о в ід н і твердження для нижніх 
функціоналів /ф ун кц іон ал ів , п ов 'язан и х  з досягненням процесом 
е і д ' ємного р ів н я / .

Основний результат цього параграфу виражає наступне твердженні. 

Теоремо 2.4. Твірна функція г г .я-с») Y4rf1 г  \

лсччв)- V» °Циі»<,мн)
визначається сп ів е  ідношення» 

ч с пт ; ф ‘) г  u t f
Л U1X- і
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Якщо покласти в останній формулі - 0 - і  , одержимо пред­
ставлення для тв ір н о ї функції tf_(*.ч) /теорем а 1.4 / .

У випадку с, - к(у) т О

£ (тз ̂ -и7’), V° 1 “ j W  { $ . Ш  * \ М ) .
Якщо, крім цього, стрибки процесу (і) мають геометричний 

розподіл /від'ємна частина/, функція V- (*>,w) набуває вигляду

w  Л W  „ г . л Г  т\в«) ^  г  V<M -Of
^  1 0 - $  Ь >̂ й-у с Т ^ Г  ■

Порівнюючи з відповідним представленням для &.C.V*) , можна 
вробити висновок, що в цьому випадку

*-(&*) . ^  

ПІСЛЯ обернення співвідношення ДЛЯ -й.(«>,<>)»• V
по X) , а потім і по u  , знаходимо представлення для твірної

і » * .  Е^ д > , , ] . _ й _  ^ і . т' Етг # » .

« Z 1 Р \ т  W - }) Х (х ?4, К < о \

Порівнюючи останнє з твірною функцією Е в ^ *, ми робимо 

висновок про незалежність, в цьому випадку, випадкових величин 

VC*} і І5'С»9 • 1 г -л'С») . t-(
t  Р- , * ь  <& Л<- р  ? .

Знайдено також представлення для функції у випадку,

•Или стрибки процесу "Тл(*) з додатною ймовірністю приймають 

1йше вивчення -1.

В останньому випадку ^  * 'З. (*>*)•

В заключному параграфі /§ £.3./ встановлено співвідношення 

Vi Я твірної функції . Основні результати формулюються

° термінах функцій .

(«,$* ь " 1,
в* C«.VJ>- ̂  «ч І'(і,Г) Л . (% j), Ц -і.

TPcfoewa 2.5, Для процесу тс*> твірна функція ччсу

і»еребУвяння я фіксованому стані ркаиачпеться співвідношення*: 
Г „Ш г  ,

^  («.‘.у) - ^  ~ 4  +
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+ — t   - г  > ,
»* j'- 1(V.K(.4)

♦ riC<v)(nrt' u \ ,
ne A t c ^ * * V

Твірне функція послідовності перших моментів

-ty))
■ *Л*) " '

ідо nn цін ішилідитюиті ІіирШИХ W''

* г -  '  С в и \  Ь * % 9 *
S I  t! ь rt(»̂  » jC4 1-KV

Теорема 2.6. У випадку с,-к(ф* 0  / у  (*) * Тх (.4) /, твірна

функція Ь’(<, s.ji) мае вигляд
в с  Г ^  і

й ( * * у) ' T^ji? [С ^ї)-з «) СЦ-) «■ ~  (*»♦*) - 0 J ,

Л6 C ^ - i ? ] r ^ - O P l w . - T b  

- [<- * (j« - j M  Р ^ - Т І  \

/випадкова величина ^  однаково розподілена з ~fK і не авле» 

жить від у к /  / .

Для першого моменту часу перебування в стані справедливе 

представлення £  ̂  ^  ̂  ̂  ^  ■

У випадку, коли U*)- 4 - Є Ч*(**о) процес т « 8 ОДНО­

ГО боку є сумою двох складних пуасонівських процесів і 7*^) •

а а другого боку - являється однорідним процесом з незалежніш 

приростами з кумулянтов

к (у) - VW) V ч<Й - С.̂чС’Ь 0 * СіС^)- 0 

а твірна функція b(i*i*>jO визначається співвідношенням

- іт у ^й в ^Г  ^  ̂ Є° •

Відповідно, £ _

І-»- *•
Розглядається також ситуація, коли функція &  (tj в ком­

позицією >Ґ експонент і вказується можливість виключеная 

в представленні для залежності від 8. C*/jd •
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Пізніше розглядається иожливість виключення такої залежності

і а загальному випадку ( теорема 2.5 ), хоче це й не в простою 

операцією.

Основні положення дисертації опубліковані в роботах:

1. Гусак Д.В., Розуменко А.М. Факторизационные тождестве для 

решетчатых блужданий, описываемых суммами случайного числа сла- 

гаамых//Случайные эволюции: теоретические и прикладные задачи.- 

Ниев:Йн-т математики АН Украины, 1992.- С. 17-26.

2. Розуменко А.М. Момент і величина перескоку через рівень 

процесів, що задаються сумами випадкового числа доданків//Допов.

АН України.- 1994.- » 10.- С. 23-26.
3. Queak D.V., Rozumenko А.1-і, The sojourn-time in fixed (sta­

tes of processes defined by втма of a random number of discre­

tely dietributert addenda //АеМіптотичний аналіз випадкових

еволюцій.-Київ: 1н~т математики АН України, 1994.- С. 74-93.

4. Розуменко А.М. Про екстремуми решітчатих процеоів, які 
визначаються сумами випадкового чиол* доданнів//С̂ми: СЛ1І,

1995.- 23 с.- Деп. в ДНТБ України

«

Л Н Б їм. В. Стефаника 
АН України



Розуменко A.M.

Распределение граничных функционалов ох суми случайного числй 

дискретно распределенных слагаемых. Рукопись. Диссертация на соис­
кание ученой степени кандидата физико-математических наук по спе­
циальности 01.01.05.- Теория вероятностей и математическая статис­

тика. Институт математики НАН Украины. Киев 1994.

Диссертация посвящена граничным задачам цля схемы решетчатых 

полумарковских случайных блужданий, в которой моменты прыжков об­

разуют суперпозицию пуассоновского и произвольного процессов вос­

становления. Основные результаты диссертации устанавливаются в 
утверждениях, в которых получены представления для производицих 

функций совместного распределения процесса и его экстремумов, мо­

мента и величины первого перескока уровня, времени пребывания про-р 

иесса в фиксированном состоянии и некоторых предельных значений 

4ункционалов.

Яожитепко А.К.

The diatribution of boundary funktiormls of sums of n raric'on' 
number of discretely distributed addenda. Manuscript. Thesis for 

a degree of Candidate of Science ( Ph. D. ) in Physios and t'atj.f- 

matica, speciality 01.01.05 - Probability Theory and liatheiniitiotj. 
Statistics. Inntitute of Mathematics of Academy of Sciences of 

Ukraine. Kiev. 1994.
The thesis are devoted to boundary problems for the scheme of 

lattice semi-Marcov random walks, in which the momenta of jumps 

form the superposition of the Poiaaon process* and an arbitrary 

renewal process. The assertions about the representations for 

generating functions of the joint distribution of the process 

and ita extrema, the moment and the value of the first overjump, 

the sojourn-time in fixed atatea arid aome limit values of functi­

onals are obtained.

Ключові слова: напівмарківські випадкові блукання, факторияацій- 
ний розклад, компоненто факторизації, граничні 

функціонали.

Підп. до друку . Формат 60x84/16. Папір друк. Офс. друк.

Ум. друк. арк. 0.93. Ум. фарбо-відб. 0.93. Обл.-вид. арк.0.6

Тираж 100 пр. Зам. ІЬ

Підготовлено і віддруковано в Інституті математики НАН України 
252 601 Київ 4, МСП, вул. Терещенківська, 3.



Ав 31.841


