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Загальна характеристика роботи

Актуальність теми. Багато задач природознавства і техніки 
зводяться до розв'язування різних класів диференціальних, 
інтегральних, Інтегро-диференцігільних, функціонально-
диференціальних рівнянь та їх систем.

В даний час Існують різноманітні метода дослідження та 
побудови розв’язків таких рівнянь. Серед великої кількості 
наближених методів найбільш часто пчстосовуються Ітераційні та 
прямі методи. Однак перші мають обмежену область застосування, а 
другі можуть повільно збігатись.

Обмежена область застосування методу послідовних наближень та 
не завжди задовільна швидкість його збіжності стали стимулом 
створення методів, які б прискорювали швидкість збіжності 
Ітераційних процесів 1 розширювали область їх застосування. До 
таких методів відносяться методи, які поєднують в собі Ідеї 
прямих та Ітераційних, зокрема проекційно-ітеративний метод.

При застосуванні проекційно-Ітеративного методу для 
відшукання розв'язку лінійних рівнянь його реалізація зводиться в 
основному до виконання Ітерації та розв'язування системи лінійних 
алгебраїчних рівнянь. У випадку застосування проекційно- 
ітеративного методу для побудови наближеного розв’язку 
нелінійного рівняння потрібно здійснити Ітерацію та розв'язати 
систему нелінійних алгебраїчних або трансцендентних рівнянь. 
Розв'язати таку систему не завжди легко. В зв'язку з цим, 
розробка та дослідження варіантів проекційно-ітеративного методу, 
які б були по можливості вільні від цього недоліку, в актуальною 
задачею.

Мета роботи. Побудова 1 обгрунтування ефективних методів 
проекційно-ітеративного типу для розв'язування нелінійних 
рівнянь. Розробка обчислювальних алгоритмів, здійснення їх 
чисельної реалізації.

Методи та об'єкт дослідження. Для побудови алгоритмів, 
встановлення критеріїв їх збіжності, отримання оцінок похибки 
використовувались методи функціонального аналізу, теорії функцій.
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теорії наближених методів та обчислювальної математики. Основним 
об'єктом досліджень в нелінійні Інтегральні рівняння 1 крайова 
задача для диференціальних рівнянь.

Наукова новизна:
- побудовано нові варіанти методів проекційно-ітеративного типу 
для розв'язування нелінійних Інтегральних рівнянь: модифікований 
проекційно-ітеративний метод, синтез проекційно-Ітеративного 
методу 1 методу Ньютона-Канторовича, синтез проекційно- 
ітеративного методу 1 методу хорд. Для запропонованих методів 
встановлено умови їх збіжності, а також оцінки, які характе­
ризують швидкість їх збіжності}

для синтезу проекційно-ітеративного методу 1 методу 
Ньютона-Канторовича отримано оцінки швидкості збіжності, які 
узагальнюють оцінки ІІтака для методу Ньютона-Канторовича та його 
модифікацій;
- досліджено застосування методів для побудови розв'язків 
крайової задачі для диференціальних рівнянь;
- побудовано обчислювальні схеми методів, зручні для їх 
реалізації на ЕОМ. Здійснено практичну реалізацію методів і 
аналіз отриманих результатів.

Теоретична 1 практична цінність. Одержані в дисертації 
результати дають можливість розширити область застосування 
проекційно-ітеративного методу, можуть бути використані для 
подальших досліджень наближених методів розв'язування нелінійних 
рівнянь, для розв'язування практичних задач, які описуються 
Інтегральними рівняннями.

Апробація роботи. Основні результати дисертаційної робота 
доповідались і обговорювались на семінарах відділу звичайних 
диференціальних рівнянь Інституту математики НАН України, на 
Всеукраїнській науковій конференції "Застосування обчислювальної 
техніки, математичного моделювання та математичних методів у 
наукових дослідженнях", 4-6 жовтня 1994 р., м. Львів.

Публікації. Основні результати виконаних досліджень 
опубліковані в роботах 11-5), список яких подано в кінці
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автореферату.

Структура 1 об'єм дисертації. Дисертаційна робота 
складається зі вступу, трьох розділів 1 списку цитованої 
літератури, викладених на 128 сторінках машинописного тексту. 
Список літератури містить 130 найменувань.

Основний зміст роботи.

У вступі дано обгрунтування актуальності теми, 
проаналізовано сучасний стан проблеми, вказується мета 
досліджень, яким присвячена дисертація, 1 коротко викладено 
основні результати.

В першому розділі описано алгоритм 1 досліджено властивості 
модифікованого проекційно-ітеративного метода для нелінійних 
інтегральних рівнянь виду:

b b
У (ж) - Ф(І) + І Ш , і )  У<{) dt + І Т(І.Ї) /(С,У(С)) йї, (1) 

а а
в якому:

1) функція <р € Lt[a,b), а ядра К(х,(;). Т (М) 
задовольняють співвідношення

ЬЬ bb
а1 » И  К"(х,{) djcd{ < оо , в* = II T*U,t> dxd* < оо ;

аа аа

2) функція /(х,у) вимірна по х € (а,Ь1 при фіксованому 
у є (-“>,+“>), 1 майже при кожному г задовольняв умову Лігапіца
по у

І /(і.У) - І < А І у - в І, А = const. (2)
Послідовні наближення до шуканого розв'язку будемо визначати 

згідно з формулою

Ъ
ykU) - ф(х) + І К(х.ї) (Ук„,(?)* wk(t)l df + 

а

з



b
+ j T l x . C )  / ( t . y k„ ( t ) +  O ^ i t ) )  d4,
a

К « 1, 2,..., y0 ( Lfla,bl, 

де невідомі поправки vk(x) 1 <*к(х) визначаються з умов

и
Vk(X) - I Pn(X,ї ) lyk(F.) - Уц_,((.) 1 сЦ, и

b
dj,(x) = J Pm(x.U wk<o а?, о s m < n. (5)

ч
ь

Відносно оператора (P^v) (x) » | РпіхД) v({)
а

припускається, що він проектує простір Lztа,b) на його
підпростір розмірності п.

В §1 рівняння (1) та метод (З)-(Б) розглядається в 
абстрактному вигляді. А саме, в банаховому просторі X для 
відшукання розв 'язку рівняння

х = Кх + Тх, (6)

в якому К: X — » X - лінійний, Т: X — ► X - нелінійний
неперервні оператори, х е X - шуканий елемент, послідовні 
наближення до шуканого розв'язку визначаємо згідно з формулами:

xk= К(хк t+ vt) + Т (1^,+ о̂ ), io € X, k - 1,2,3,..., (7)

де невідомі поправки vk та визначаються з умов

4 , r < y W '  (8)

** Р Vk, (9)

Р, Р - проекційні оператори, які задовольняють співвідношення

РР = PF = Р. (10)
Для методу (7) - (9) отримано умови його збіжності а також
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оцінки, що характеризують швидкість його вбіжності. Встановлено 
умови існування та единості розв'яаку рівняння (6).

В §2 при застосуванні методу до Інтегральних рівнянь (1) 
переформульовуються основні положення теорії, викладеної в Я, і 
доповнюються новими фактами. Запропоновано обчислювальну схему 
методу.

В 83 описано алгоритм застосування модифікованого 
проекційно-ітеративного методу для побудови розв'зків крайової 
задачі для диференціальних рівнянь.

В другому розділі роботи досліджується узагальнений варіант 
синтезу проекиійно-ітеративного методу та меподу Ньютсна- 
Канторовича.

Розглядається рівняння (1), для якого виконується умова 1) 
і умова:

г') функція Ях.у) мав часткову похідну /у(х,у), яка для 
всіх у та майже для всіх х обмежена і неперервна По у (у €
< (-«..-к»), х ( (a,bJ).

Послідовні наближення до шуканого розв'язку визначаємо за 
формулою

b
yWl<x) - ср(х) * І К(Х,Ї) + « k „ < e n  <Н ♦

* <11)

Ъ
♦ J Td.C) й? + Рк.4(Х), К * 0,1,2....

а

да невідомі поправки о̂ ,, (х) те Ркм(х) вианачаамо й умов 

b
c^t(X) - J Pn(x,4) eW4(t) <К, (12)

а

ьь
Р„М (Х) - || n j t . i )  TCC.t) /y(t,yk( D )  вк„(і> dtdc, (1 3) 

aa

в ЯКИХ 0k„U> * ' V x)> Уо(ї) * Функція 3
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простору Ья f а, Ь1.
b

Відносно оператора (Гуг) (х) -  |  і у х . ї )  v({) <Ц
а

припускається, що він проектує простір Lala,bl на його підпростір 
розмірності ш.

В §1 рівняння (1) та метод (11)-(13) розглядається в 
абстрактному вигляді. А саме, в банвховому просторі X для 
відшукання розв'язку рівняння (6) послідовні наближення до 
шуканого розв'язку визначаємо згідно з формулами

к <«к ‘ <*,..> + Ч  + * . . •  0 4 )

де невідомі поправки визначаємо з умов

р  ( І ь ,  -  V -  < 1 б >

К *0,1,2.... (1-і)

хо - деяке початкове наближення, Т'(х) - похідна Фреве 
опврйісра Т. Оператори Р tq II - проекційні оператори, які 
проектують простір X на його підпростори Х^ та Хп, відповідно.

Т98ЛІЗВЦІЯ процесу (14) -  (16) зводиться до розв'язування 
ПЄПНИХ ЛІЛІЙНИХ операторних рівнянь в просторах Хр , Хп. 
Якшо Хр, Хд є скінченновиміриими, то ми отримаємо систему 
лінійгап алгебраїчних рівнянь розмірності п + ш.

Підставивши формули (16),(16) в формулу (14), отримаємо

КОХу ♦ КР^, ♦ Ч  * n ’tJ, <’7>

ле Q я І - Р , І - одиничний в X оператор.
Введемо позначення:

аь ='І - КР - ІГГ' (хк), Гк * ( Sk f '= I I - КР - ПТ1 (х,) і1.

Справедливе твердження:

Теорема 2.1,1. Нехай виконугяься умови:

і) для деякого елемента хо f X справедлива нерівність
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II Кхо+ Тхо- Іо II < 1); (18)

2) для оператора S0 Існує обернений і відома оцінка

II Г„ н « В0 ; (19)

3) в кожній точці кулі

П: = j х « X І || х -  х0 II < r j (20)
оправедливі нерівності?

!!ІГГ'(Х) - ПТ* (у) И < Д(г) IIх - уЦ . (31)

ІІОТх -  ОТуі « £ (г )  IIх -  у* , (22)

де k(T),£(r) - визначені на t 0, р J неспадаючі ф)нкції,
З - і - п.
Якщо функція х(г) (описана нижче) was вданий нуль г* на
проміжку І О, р 1 1 х ( р )  < О, то :
рівняння (6) мав в кулі

(23)

(24)

П: - { х ( X І В х - хо к $ г* J 
розв'язок X* , який вдиний в кулі

б: . { х < X І Н х -  II < Р } •

наближення, що породжуються формулою (1V). визначені при всіх к, 
належать кулі Гі* 1 справедливі оцінки

« • V J  « Рк- р»-.- <йе>

II X* Хкй < 1* -  Р„ . (26)

де послідовність { рк ) будується па Формулою:

р = р -  -------  , р0 -  О , (27)
1 “ в„ шФ к >
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г
d(r) - \  + Во ^ и>(х) (11 + в0 Н(Г) ,

Г
Ш(г) * ^ А<Т) (11,

г
Н(г) « | £(т) &х + Я г . Ц « Ц KQ II , > во Т| , (29)

Х(Г) * Л(Г) - Г , (30)

Отримано оцінки швидкості збікності, які узагальнюють оц1н<ш 
Птака для му году Ньютона-Канторовича 1 його модифікацій. А саме, 
оцінки (25), (26) набувають вигляду

II W  ** Н < f U ” Р* - Ak< V ’ <3,>

Ц і* - ^  Ц < г* - рк - W(Ak (т^)), (32)

ДВ Ah,t(r) * 4(Л*(Г)), А°(Г) =» Г, (33)

(34)

(36 ) 

и(Г), 

(36)

(88)

W(r) > I Ak(r> , 
k = 0

Л(г) » u(r + v(r)), V(г) - функція,обернена до функції

%(Г)
и(г) * -------- .

1 - B0W(D

Якщо Д(г) = А, £(г) = Є, то функції d(r), 
А (ТУI W(D мають вигляд

d(r) = ц, + \ Ь0 А г* + ВоР г ,

а



\  + 2 Во *  г* -  О , -  ВоР) г
u(r) = (37)

1 -  в0 А г

г* + 2аг
Mr) - (38)

2 |а + /(v + а)* + d

W(r) » г + /(г + а)* + й  - /а* + d , (39)

Дв

а -  -Е -, d -  <Вв4 )-І1  -  2Вор -  2h0), ц, -  А ВД, . р -  Ц + £ . 
А

В цьому випадку теорема 2.1.1 вводиться до теоремиj.

Теорема 2.1.2. Нехай виконуються умови 1) - 3) твоїми 
2.1.1, в яких А(г) = А . £(г) = Є .
Тоді, якщо

(остання нерівність повинна бути строгою, якщо строгою в перша), 
то рівняння (6) має розв’язок х* , що належить кулі Q*, єдиний в 
кулі Q, послідовні наближення, .породжені формулою (17), 
визначені при всіх К , належать кулі Q*, і справедливі оцінки 
(31), (32), в яких функції А(г) та »(г) визначаються за 
формулами (38), (39), відповідно.

В §2 при застосуванні методу до інтегральних рівнянь (1)

ho  <  2  (1 "  ВоР > ’ (40)

1 - Вор - /(1 - Вор)* - 2h
Г  ------------------------------- *— < г <

(41 )
1 -  в0р 4 /(1 -  В0Р)Ж -  2

ho
- н*

9
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го реформульовуються основні положення теорії, викладеної в §1, 1
доповнюються новими фактами. Теореми 2.2.1, 2.2.2 доведені в 
умовах Мисовського, а теорема 2.2.6 - в умовах Канторовича.

Поруч з алгоритмом (11) - (13) розглядається його
модифікований варіант, згідно з яким послідовні наближення до 
шуканого розв'язку знаходимо за фордулою (11), а невідомі 
поправки визначаємо з умови (12) і умови

bb
Ркт,(х) - И  Пт(х,?) TU.t) /y(rt,yo('t)) 0к>і(т) did*. (42) 

аа
'і

Отримано умови збіжності модифікованого варіанту методу, а 
також оцінки, які характеризують його ввидкість збіжності. 
Запропоновано обчислювальну схему основного і модифікованого 
варіантів синтезованого методу.

В §3 описано алгоритм застосування синтезованого 
проекційно-Ітеративного методу для побудови розв’зків крайової 
задачі для диференціальних рівнянь.

В третьому розділі роботи досліджується синтез проекційно- 
ітеративного методу 1 методу хорд.

Даний метод представляв інтерес, оскільки ітерації методу 
хорд можуть бути обчислені легше, ніж ітерації методу Ньютона, як 
в нескінченно, так 1 в скінчешювимірному просторах, 1 може бути 
використаний для знаходження розв ’язків рівнянь з 
недиференційованими операторами.

Розглядається рівняння (1), для якого виконуються умови 
1) ,2).

Послідовні наближення до шуканого розв'язку будемо визначати 
згідно з формулою (11), де невідомі поправки (х) та P^t(x)
визначаємо з умови (12) 1 умови

ЬЬ
" JJ nm(x ,t)T (5, ,r)h('i,yk(T)yk t (t)d'tdt, (43)
аа

/(T.U) -/(T,Z)
П{1,П ,*) =------jpj----
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yo (i>, y_t(x) - деякі функції з простору L2ta,t>].

в §1. який містить допоміжний характер, описано положення 
теорії поділених різниць, необхідних для досліджень.

В §2 рівняння (І ) та метод (11), (12), (43) розглядається 
в абстрактному вигляді. А саме, для відшукання розв'язку рівняння 
(6) послідовні наближення до шуканого розв'язку знаходимо згідно 
формул (14), де невідомі поправки , flwt визначаються з умови 
(15) 1 умови:

ІЩз^, xj, k - 0,1,2.... (44)

де хо, і ( - деякі початкові наближення, оператори Р та П 
проекційні оператори, які проектують простір X на його 
підпростори Хр та Хд відповідно, f(u,V) - поділена різниця 
оператора Т .

Реалізація процесу (14), <15), (44) зводиться до
розв'язування певних лінійних операторних рівнянь в 
просторах Хр , Хд. Якщо простори Х^, Хп в скінченно- 
вимірними, то ми отрицаемо систему лінійних алгебраїчних рівнянь 
розмірності п + га.

Підставивши формули <15), (44) в формулу (14), отримаємо

Х^= KQX, + КРх,,, 4- ♦ пт<хк. Xk.,)(X,„r  X,), (45)
де Q = І - Р.

Введемо позначення:

S(x,y) - І - ЯР - ПГ(ж,у), Г(х.у) - (І - КР - ІЯ<х,у)Г‘. 

Справедливе твердження:
Теорема 3.2.1. Нехай виконуються умови:

1) для деяких елементів іо, x_t « X справедливі нерівності:

|| Кх0+ тя±- хо І < %  і хи- х_4 И < 0; (46)

2) для оператора S<x,y) існув обернений Г(х,у) в кулі

П:= j і < X j || х - хо И < р І , р = шах {Є, Ю^>, (47

11



Я, " Во1)# Д0 Н визначавтьоя нижче, і відомі оцінки

II Г(Х0. Х.4) II «S Во. II Г(Х, у) R « в ; (48)

3) в кулі Q справедливі нерівності

II ПТ(х, у, е) II «{ І, (49)

Ц QTx - QTy И < € Ц х - у її, Q - І - Пї (50)

4) виконуються співвідношення

ь =■ v  V  b2 < V  з )  < і -  вр, вр < і , т^< в ,  ( б і )

де = Bfh^, h,» В?0. Р = Я ♦ с, И « II KQ ||.
Тоді в кулі О (47) рівняння (б) мав вданий розв'язок х*, до якого 
збігається процес (14), (15), (44), 1 при цьому справедлива оцінка

Теорема 3.2.1 була доведена в припущенні, що оператор Г(х,у) 
існує в усій розглядуваній кулі. У випадку, коли відомо, що цей 
оператор Існує в деяких точках х0 , х,, справедливе твердження:

Теорема 3.2.3. Нехай виконуються умови:
1) для деяких елементів хо, х_4 t X справедливі нерівності (46)!

2) для операторе S(xo,x й) існує обернений Тсг^.ж.,) і відома 
оцінка

(52)

де Іс» 1, І,- Вр + h, ^  - Вр + h,,!,...І*.,*

Н И  4 ! bV і?і 4_«< С

К Г(х0, X . , )  II < в „ ;

3) в кулі

{{: . { х « х і ||х - х0 Ц < t )

сттрчття.’пгаі нерівності (49). (БО) і

12



Тоді, якщо

К  - Во«0, < \ Iі ' Во«й - ВоР)’ • X  - V *  • р - >* + £ •

1 р < 1 « R* (остання нерівність повинна бути строгою, якщо 
строгою в перша), то рівняння (0) мвв в кулі

Q:* j  х е X І Ц х -  хо II < р | ,  р  -  шах ( 0 ,  Н ^ )

розв'язок х". Цей розв'язок вданий в кулі 0(. Послідовні
наближення txk), що визначаються з рівняння (45), визначені при
всіх К , належать кулі П та збігаються до х* . При цьому
справедливі оцінки

II - \ - J  * К -  Ру-.‘

й х* - x j |  < хи -  рк .

де послідовність ф к) будується за формулою

Рк - <нрк)
Рк„ - Рк --------я----- -------  -1 - Вс«(рк ♦ рк_,+ 0)

в які* d(p) = \  + вJp* + (В0р + bj0)p .

і' . (2h0)-‘ { 1 - В J O  - В0р - / 7 T ~ b J o  - ВоР)* - 4ho" } ̂  ,

R* - (2 V "  { 1 - В J o  - В0Р + /  (1 - Bja - вор)* - 4h0 1 .

В §3 при застосуванні методу до Інтегральних рівнянь (1)
переформульовуються основні положення теорії, викладеної в §2, 1
доповнюються новими фактами. Поруч 'з алгоритмом (11) - (13) 
розглядається його модифікований варіант, згідно якого послідовні 
наближення до шуканого розв'язку знаходимо за формулою (11), а 
невідомі поправки визначаємо з умови (12) 1 умови

13



bb
Pk.,(I) = JJ п„(ї,{) *(t.4) h(T,y0(T),y_l (t )) Зк,,(ч) did{. 

aa

Отримано умови збіжності модифікованого варіанту методу, а 
також оцінки, які характеризують швидкість його збіжності.

Запропоновано обчислювальну схему основного 1 модифікованого 
варіантів проекційного методу хорд.

В §4 описано алгоритм застосування модифікованого 
проекційно-ітеративного методу для побудови роав'зків крайової 
задачі для диференціальних рівнянь.

Крім цього, в дисертаційній роботі до кожного із 
досліджуваних методів наведено приклади, які ілюструють їх 
ефективність. Деякі приклади паралельно розв'язуються декількома 
методами, а потім здійснюється порівняльний аналіз одержаних 
результатів. '
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Киндабалюк А.Ю. Методы проекционно-итеративного типа для 
нелинейных интегральных уравнений.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата 
физико-математических наук по специальности : 01.01.02 -
дифференциальные ургвнения. Институт математики, Киев , 1995.

Защищаются результаты теоретических исследований, изложенные 
в диссертации, Б опубликованных работах.

Построены методы проекционно-итеративного типа для
нелинейных интегральных уравнений : модифицированный проекционно- 
итеративный метод, метод, сочетающий идеи проекционно­
итеративного метода и метода Ньютона-Канторовича, и метод,
сочетающий идеи проекционно-итеративного метода и метода хорд. 
Для предложенных методов получены условия их сходимости, а такта 
оценки, характеризирующие скорость их сходимости. Установлены 
условия существования и единственности решения рассматриваемых 
уравнений.

Kindybalyuk A. Ju. Methods of projective-iterative type 
for nonlinear Integral equations.

The3ls for Ph.D degree of physical and mathematical sciences 
on speciality 01.01.02. - differential equations , Institute
of mathematics, Kiev 1995.

Thesis, 5 scientific articles are defended.
Methods of projective-iterative type for solving nonlinear 

Integral equations (modified projective-Iterative method, method, 
combining the ideas of projective-iterative method and 
Newton-Kantorovich method, and method, combining the ideas of 
projective-iterative method and method of chords) are presented. 
Convergence of methods, the solution existence and uniqueness, 
and error estimates are established.

Ключові слова: інтегральні рівняння, проекційно-ітеративний 
метод, метод Ньютона-Канторовича, метод хорд.
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