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ЗАГАЛЬНІ ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Питання, що пов'язані з вивченнях 

взаємовідношень між умовами неперервності, моногекносгі та 

8И&ЛІТЙЧН0СТІ функцій комплексної змінної відкосяться до 

класичних питань теорії аналітичних функцій. В цьому 

напрямку добре відомі робота Г.Вора (І), Д.Є.Мельтона [2,31. 

Лоомана та 1я. В результаті впровадження у теорію функцій 

комплексної змінної апарату теорії функцій дійсної змінної 

стало можливим значне просування у дослідженні питань, які 

тут виникли. Важливі результати отримані Д.Є.Меньловим,

B.C.Федоровым 14]. Г.ПЛолстовим (51 та 1н. У свій час інте­
рес до досліджень у цьому напрямку зріс під впливом постав­

лених М.М.Лузіїшм проблем, по стосуються моногенності функцій 

комплексної змінної.Розв'язанню цих питань присвячені роботи 

Д.А.НвшкІса 1 Г.В.Гіль (6), А.Д.МшкІса [71, А.Д.Тайманова, 

Ю.Ю.Трохимчука [81. ,

Важливою проблемою в одержання можливо більш слабим 
умов, ио забезпечують голокорфність досліджуваних функцій. 

Найбільш значні результати в цьому напрямку, які стали вже 

класичними, були отримані Д.в.Меньловим. Але у його 

дослідженнях суттєвим було припущення про однолистність 

неперервних відображень. Подолати ці досить сольні обмеження 

вдалося Ю.Ю.Трохимчуху иа основі синтезу ідей теорії вну-рі­

йних відображень те теорії множин моногенності.

вивченню аитень можливості переносити? цієї теорії на 

«влада* відображень багатовимірних комплексних просторік



присвячені роботи А.В.Бондаря [9,101. Одержані тут результа­

ти відносяться до багатовимірної теорії множин ионогенності 

та багатовимірної теорії локальних геометричних характери­

стик.

У результаті досліджень Г.Верея till, І.М.Векуа СІ2), 

Г.М.Полового СІ31 та інших була побудована теорія узагальне­

них аналітичних (або псевдоаналітичних) функцій,які не в ана­

літичними, але зберігають їх основні властивості.Тому досить 

природною в задача побудови аналогів множин ионогенності та
V

встановлення 1 обгрунтування в деякому розумінні "мінімаль­

них” умов псевдоаналітичності неперервних функцій Із відпо­

відних класів.

Мета роботи. Робота присвячена побудові математичного 

апарату, який узагальнює класичну теорію множин ионогенності 

Ії.М.Лузіна, та дозволяв коректно сформулювати 1 довести 

умови -̂монотонності та критерії псевдоаналітичності у де­

яких класах неперервних функцій.

Методи дослідження. Дослідження грунтуються на вико­

ристанні методів теорії функцій дійсної та комплексної 

змінної, теорії узагальнених аналітичних функцій, та методу 

категорій, пов’язаного s теоремою Бора.

Наукова новизна. У роботі запропоноване поширення 

відомої теорії множин ионоге’гності на випадок 

псевдоаналітичних функцій. У результаті цьсіпо отримано 

аналог основної теореми про миожи.чи ионогенності, який 

дозволяє дослідити структуру множин <Г~моногекност1 у біль­

шості точок області визначення досліджуваних функцій. Знай-
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з
деко локальні геометричні умови, подібні до класичних умов

Д.Б.Меньшова та Г.Бора у теорії голоморфноеті, шо

забезпечують С-моногенність fl̂-диференційовяних функцій.

На цій підставі у термінах постійності «Г -розтягу та 

С-консерватизму кутів коректно сформульовано та доведено 

критерії псевдоаналітичності в класі неперервних функцій.

Всі основні результати роботи в новими.

Практична та теоретична цінність. Одержані результати 

можуть бути вшсористані в теорії аналітичних функцій, а 

також у суміжню: галузях теорії функцій.

Апробація роботи. Результати дисертаційної роботи 

доповідались та обговорювались на семінарах відділу

топологічних методів аналізу Інституту математики НАН

України (керівник - А.В.Бондар), на Всесоюзній математичній 

■колі "Комплексний аналіз” (Кацивелі,І990р.), на Міжнародній 

математичній яколі з комплексного аналізу та теорії потенці­

алу (Кацивелі,І993р).

Публікації. Основні результати опубліковані в роботах 

(1-6 і, список яких наведено наприкінці автореферату.

В роботах:'0 структуре множеств у-моногенности непре­

рывных функций" (Укр.мат.журн.- 1993 - 45, М2.- С.226-232), 

"0 псевдоаналитичности непрерывных функций с постоянным 

5-растяжением" (Укр.мат.журн.- 1993 - 45, N4,- С.459-466), 
”0 псевдоаналитичности непрерывных функций, обладании 

у-консерватизмом углов" (Укр.мат.журн.- 1993. - 45, ЯВ,- 

С.І051-1057), "Множества т -моногенности и критерии псевдо- 

анвлитичности непрерывных функций" (Прппр./ АН Украины. Ин-т



математики, 92.7 Киев,1992.- 28с.) постановка задач налегать 

А.В.Бондарю. Результата цих робіт отримані в процесі спіль­

ного пошуку, обговорення та праці, ио включила доведення 

рідних частин одних і тих самих тверджень, при рівному вкладі 

співавторів 1 в рівній мірі належать обом співавторам.

Об'єм роботи. Дисертація складавться зі вступу, попе­

редніх відомостей, трьох розділів те списку цитованої 

літератури, по містить 74 найменування. Робота викладена на 

9б сторінках машинописного тексту.

ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі подано короткий огляд досліджень по темі 

дисертації те сформульовано основні результати,що виносяться 

на захист.

У попередніх відомостях наводяться традиційні для гео­

метричної теорії функцій визначення та умовні позначення, 

які застосовуються у дисертації, е також наведені необхідні 

дині про псевдовналітичні функції та сформульовані теореми, 

тґ) використовуються у роботі.
Перший розділ присвячений розробці методики дослідження 

умов псевдоаналітичності. Для цього у роботі визначаються 

нові множини - множини (У-МОНОГВННООТІ, які виконують для 

( р .'(, > аналітичних функцій ту ж сему роль, що 1 множини мо- 

котянності М.М.Лузіна для аналітичнії функцій. Розділ скла­

дається з двох параграфів

В { І.І. дається кдачове для всієї роботи поняття
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Це поняття «“-аналітичної або ( р, ср-аналітичяої функції: 

нехай -область комплексної плоиинм С • р . tj,, - 

дійсні неперервні в сІд функції, причому р (2) >0 

V& £ 9Е) .т« <r^p -lCĵ  .функція j . <£)-+ С  , ■f='U +  itr, 

називається ( р, )-аналітичною або -̂аналітичною в обла­

сті 5) ,якшо ії дійсна та уявна частини мають неперервні 

частинні похідні, ідо відповідають системі ріхкшшь

п э н  , 0 D U  э У  n 
р ї ї ї   ̂ ^  i f  °*

- с ь Ш  + Р Ж  + Э Г = о,
' Э Х  1 э у .  Э Х  * 

шо рівносильне наступному рівнянню;

2 | + Л§ї»о, «>эг эг

Наводяться основні необхідні факти з теорії ( р, cj )- 

аналітичних функцій Г.М.Положого.

Вводяться базові для всієї роботи поняття $ -похідних 
чисел, множини S'-моногенності та похідної.

Означення 1.1.1. Нехай 5" -функція класу С1 в обяь- 
сті фс С • 8 \ - довільна неперервне в ^  Функція.

Комплексне число с називається б -похідним числом фун­

кції \ в точці Ct t Ж) , якшо існує така послідовність

і £„ Г, с уд > во збігається до точки Я , для якої існу*? 
С я*'1п.*4

5



6

границя

Ц->>эо

т дг -̂г -̂а, ¥и .= і,л,... ,

А(Гі(а >й 2^)“<г(ои) ['Udt+&2>-ti(ft)] ■+

+  і[лгса+да\-V w l  »

ft Є £> , а + Д 2  t  ®  . • функція визна­
чена в теорії псевдоекалітичнйх функцій.

Означення 1.1.3. Множина всіх <Г -похідних чисел фукк* 

ціГ у точці Ct £ 9) називається множиною V -ионогешю- 

оті функції у точці а  та позначається

Означення 1.1.2. Якщо у точці ft Є Ісиув границя

U .  t№) М і ! ,

то ця границя називається 5"-похідно» функції в точці ft 

та познвчавться -j- (It) • Коли в точці СС Є 3D функція 

має £ -похідну, то вона називається от-ионогенною у цій 

точці.

Теореми 1.1.1. Для довільної неперервної функції -4, її 

множин» б -моногенності у точці Cl t 8с> в компактною зв'яз­

ною піямноотною розширеної комплексної, площини Є  та вірна

рівність



да T ^ , t ) = j t ( A )  ; о<|ди<е |

На приклада і показується, що множина (5 -моногенності 
неперервної функції може бути повно» пловяно». Крім цього, 
те місце

Теорема І.1.3. Нехай К  -довільний локально ав'явний
континуум комплексної ОЛООШКИ С  • Тоді ДЛЯ довільної
Іункції Т**р-і<^ класу G  .визначеної в околі Ц нуля в 
£ . Існув така неперервна в Ц  хомшюксновначиа функція 
\ , шо TfVt*ty-fc

В (1.2 доводиться наступна лема.
Лема І.2.І. Якао функція {^-дяференційовна у точці 

£1«&*то множина $•-моногенності ) * коло в центром
у точці ^  (а ) та радіусом • При Цьому пара­
метричний запис цього кола має вигляд

r v -jlU
і е ( v + Ії  <а) Є *

т  - їнйохіднв число функції ^ вздовж променя , 
який виходить 8 ТОЧКИ а Під кутом <д до дійсної осі Ох ,

7

• £ w * t rU) <г(л) | |ч а )4 І  Ц  (Л) ,

L  (*>“ t rO) <Г(а) (а-)+1 ^((V)l .
і * за «?2 j
Зокрема, коли С О , ТО ТО***



те  ̂ -мояогекна у точці Ct.

Головним результатом першого розділу в основна теореме 

оро МНОЖИНИ «Г-МОНОТОННОСТІ, яка розв'язує проблему про 

структуру множин 5 -моногенності у більшості точок З л о сті 

визначення досліджуваних функцій.

Теорема X. 2.1 (Основна теорема про множини ij-моноген- 

коеті).

Нехай с&) -  область комплексної площини С  • 4 =  і- 

р(й)>0 V £ -  функція класу С 1 , - довільна непе­

рервна в $ ) функція та И  -  множина ас їх  точок C l t  &  , в 

яких , ( { )  не збігається з усією розширеною комплекс»») 

олопино») С  • Тоді:

а)при будь-яких п,  * 1 ,2 , . . .  існують такі компакта М .,
СЮ » V > V t

та комплексні числа 6am, яо ^  ,та для будь-яких

точок ft t М ^ ^та £.€-<£) таких, що 10,-21 < УН і виконується 

нерівність

! 4(»М(»+ $и«І2-Ч

де  ̂о -  основний іюмеоморфізм рівняння (X);
0 /функція І С & + 1R. -даферекційовна
майже у кожній точці множини [И _ :

в)майже в кожній точці множини М функція IR. -диферен- 

ційовна, та множина -ионогеїшості )  8 точкою, або

колом.

Другий розділ присвячено узагальненню на випадок псев- 

доанвлітичних фугащій відомих результатів Т.Бора, Т.Радема- 

тара, Д.К.Меньшева, Ю.П.Трохимчука про аналітичність функцій

8



а постійним розтягом. На основі.цього вивчаються псевдовна-- 

літичиі властивості гельдерови:: функцій, що визначені в об­

ласті С € і відповідають умові Іч* .яка в узагальнен­

ням умови К" Д.Б.Меньиовв.

Розділ складаються з двох параграфів.

Означення 2.1.2. Вважатимемо, яо фуішціи \ = tl-t-iV за­

довольняє у точці CLt ©  умову ,яяпо з точки Я, вихо ­

дять три промені ^((Ь) . ^(.а ) • t 5 («•) , які лежать на 

різних прямих, та вздавк цих променів Існує однакове границя

9

<г(а) [ц ( у -  гс(о,)] ч- і [гра - r(g j
R_Ccv> — font 

* e t v< »  (Уа •

Геометрично це означав, ио вздовж трьох променів Ц, (V- 'І 

а;3) вю виходять з точки а.е5£)та належать різним прямим, Г- 

розтят R.CCt) однаковий.

Лема 2.1.1. Яшо функція у точці &f$) дафе-

ренційовна, відповідає умові та е прямою, то вона <Г ~ 

моногенка у цій точці.

Далі у {■2.1 доводиться ряд лей, необхідних для подаль­

шого.

Лема 2.1.2.Нехай Я?) ~ область в С , f  - досконала 

Підмножина з 50 та •£- - неперервна функція; яка відповідав 

умові на деякій підмножині Q  С F не першої категорії 

на р . Тоді знайдуться непуста порція Р= F Л fb , де £>- 
круг, та постійна L  такі, що
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(a\ - -K z" )|<  L|2 '~i"|

доя будь-яких точок Z' f і "  € P.
Лама 2.1.3. Нехай - прямокутник іш

плодані С діаметра меншого одиниці, <Г“ f>- рС2)>0

V z  Є Q  , класу C ^ ( Q ) f O<j,</l , н І  - неперервна на

Q  функція, яка абсолютно неперервна майже на кожному гори­

зонтальному та вертикальному відрізках

Якщо частинні похідні функцій 'VC та сумовиі на Q та 

задовольняють майже у кожній точці 0  рівняння (І), то фун­

кція ?-аналітична всередині Q  та II чвстинні похідні

належать до класу С (̂ Q) , 0< X < * •

В (2.2. наводяться допоміжні відомості, необхідні для 

переходу до основного результату другого розділу.

Теорема 2.2.1 (Критерій псевдовнялітичності неперервної 

функції з постійним «'-розтягом).

Нехай ^  - область в С . fr-p-lfy - функція класу 

С* (§0) »в ^ - неперервна ж Ж) функція, яка відповідав 

умові У кожній точці Clf 55 « за винятком не більш ніж 

вліченного U  числа £  « Якщо функція в прямою майже 

■ кожній точці a,(r3D • *о вона ї--аналітична в ^  та мав 

другі частинні похідні, які належать до класу Cj.(«jD) в 

показником $ , як завгодно близьким до «А. . Крім цього,



*)яшо f t  . то -f і С^Сф) , да Y
як аавгодхо близьке до ;

Оякао G t С*°С$£)̂ , то f fc С С̂Ж)) і

в)якяо С - аналітична функція від ЭС та у. . то •[ - 

аналітична функція від ас та lj. ,

В третьому розділі вивчаються неперервні відображання, 

■о відповідають умові с-консерватизму кутів ( К*). яка • 

узагальненням умово консерватизму кутів ( К* ) Д.Є.Меньшова, 

що мкористону«тьоя при дослідженні умови аналітичності.

В 53.1 розв'язується задача визначення та вивчення 

умови С-консерватизму кутів.

Означення 3.1.1. Нехай ї = р-і.<̂  та %+ ііґ - не- 
перервні функції, визначені в області )̂с С . Будемо го­

ворити, по функція -j- задовольняв умову К( у точці ССЄ$). 

якио існують три промені ZA (а) , Zĝ Cd). -Cg C&). «о виходить 
в точки CL та лежать на різних прямих, 1 вздовж цих променів 

Існують границі

II

АЛса.да)
дг = 4 V (Л)> V=/),5,5> (2)

що збігаються по Yvuxia.% : if ,,(а)«= ̂ ( d )(тЫ. л,і) ,

а . С <*) (у*о<1 ях) >

E v (&)=|a2 t-C: A E f q  а+дге .

Лена З.І.І. Якщо функція у точці Л€$д (R.-диферен­

ційована та відповідав умові K'f. то вона <г-моногегаш у



Цій ТОЧЦІ.

Наступна лема необхідна для доведення основного 

результату третього розділу.

Лема 3.1.2. Нехай - неперервна в області ^)сС фу­

нкція , та Р с^) - досконала підмножшіа. Припустимо, шо{
задовольняв умову К ̂  У всіх точках множини Q  С F не пер­

шої категорії на F  . Тоді знайдуться непуста порція Р- 

= F a  В>. > де Р> - круг, числа £»£С {>)>(?. S“с>~ С р} > 0 • 
£-1(р)>0 такі, но з кожної точки Сії Р виходять три 

промені tyCtt). V -1,2,3, які задовольняють умови:

а) 4£ nP*» р , V-I.2.3, a t b

о) [ t v са!)і i v (а * )]« £ . Va'.a" е Р:
в)відстань від множиш Р до межі області с<£) не менша 3~£ j
г)існує у площині 'ІС фіксований промінь Т а початковою 

точкою 'W»0, такий,по замкнений кутЛ̂ розхилу 2£ з пер 

«шиною 'ЦТ”0 т» бісектрисою 1 містить значення віднояення

А' і  (д.дг) _  <r(ct)|ii(z)-u^1-nfr(z)--ir(a)] 

дг г- tt

дяя а е Р  при а + А ? e t v ca> » V «=1.2,3, для будь-яких 
Д2  .таких, шо 0 <|А Х |<(Г }
д)знайдуться такі постійні ^  , СХ [ 'f't < £ X  , С > 0, т
при будь-якому <*,> 0 функція < ^ »

да -̂-глобальний гомеоморфізм ( j  (?)^ 7: иря ?*-»■*■’ )

pfnwmx* (І), відповідав иерівкісті

ї | ( г ь  9 ло ї | 5 ¥ -  а \

12



при C U P  . 2:ttv«!L) . V =1,2.3, i

8)якшо p' - образ множини P при відображенні ^ , то з

кожної точки 4 6 Р' як 3 вершина виходять три кути _Пу(-6).

Y *1,2,3, розхилу кожний, ио отримані паралельнім пере­

несениях фіксованої трійки кутів X L  v а загальною вершкою 

та тахих, шо образ (ПРИ відображенні ^ ) відрізка

променя "tv (Ct), який мтс довжину & , L v('6)c._I2v (-l). і 

виконується нерівність

« ,  <[лС7їг.Д
при , У, р“І,2,3, де £_S7,V ,л гі - величина кута

уїж бісектрвгсаш кутів S l y .  S ip ;  
ж)фуикція ^  однолиста на порції Р .

Умова К ,̂ як і умова «в мінімальною характеристи­

кою для f-моногенності, як показує твердження ЗЛ.1.

У S3.2 повністю розвязувтьая задача доведення критерій 

псевдоаналітичності неперервних Функція, шо відповідають 

умо*і К̂..

Теорема 3.2.Г (Критерій псевдоаналітичності функції, 

яка задовольняв умову" <Г-консерватизму кутів).

Нехай -область в С, - функція класу

(3 D )  т а  ^ - неперервна в <£) функція, яка відповідав 

умові ^  у кожній точці Л <г <£> , 38 можливим винятком не 
білью ніж апіченногоїх числа £  . Тоді функція -f <г-ана- 

аітитаа у і мав другі частинні похідні, які належать до 

класу Cg. (8Э) з показником , як завгодно близьким до . 

Крім цього:

ІЗ



а)якщо tf't-cJJ'CSD') , I. *o j  t  C ^ 1 (Ю ) , де V  як 

завгодно близьке до ;

б)якшо (Г е C^CSD) .то {  f С^Ов) t
в}якщо <Г в аналітичною функцією від “X  *8 у , т е  1*> * 

умову задовольняв функція -f.

Автор висловлює виру поляку науковому керівникові 

Анатолію Васильовичу Воядврю.
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Диссертация на сонсквнае ученой степени кандидата фнаи- 

ко-математических наук оо специальности 01.01.01. - матема­

тический анализ, Ик-т математики НАН Украины, Киев, 1994.

Определяются ■ исследуются множества С-моногенности 

непрерывных функций. Доказана теорема о структуре этих мно­

жеств. Получены критерии псе вдоанаяа точности непрерывных 

функций в терминах постоянства с-растяжений и «"-консер­

ватизма углов.

Lukjanova В.A. Conditions of Г-iaonogenate end pseudo- 

analytic оf continuous functions.

Dissertftion presented for obtaining the degree of Kan- 

dldat of Sciences in Pfisics and liathenatics on e.-.bject

01.01.01 - mathematical analysis, Institute of Mathematics 

Ukrainian National Acadeioy of Sciences, Kiev, 1994.

C-monogenate sets of contlnuons functions are defined 

end Investigated. Impotent theorem of structure this sets is 

proved. Pseudo-analytic of continuous functions criterione 

are obtained in terminology of a constancy of the ^-stret­

chings and f-conservation of angles.

Ключові слова! псевдоанялітичні функції, множина 

«■-монотонності, -розтяг, С -консерватизм кутів.
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