
НАЦИОНАЛЬНАЯ АКАДЕМИЯ НАУК УКРАИНЫ 

ИНСТИТУТ МАТЕМАТИКИ

Н а правах ру «о лиге и

КАЙ ГЕРМ АЗОВ Арслан Ахматович

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
БИОЛОГИИ

(11.01.03 — математическая физика

А в т о р е ф е р а т  
диссертации на соискание ученой степени 

кандидата фмаико-математических паук

Киев • 199Б



/ТВ
Диссвртсци» ЄСТЬ РУКОІШСЬ

ї вбота ьнлолюиа а Ннучно - исследовательском институте 

прикладной к'втемвткюі и автоматизации Миннауки России 

(г.Нальчик)

Н а у ч н ы й  р у к о в о д и т е л ь !

- диктор физико - математических наук, академии AMAtl 

НАШВБ А-М.

О ф и ц и а л ь н ы е  о п п о н е н т и і

-• доктор фиэико - математичеоких наук, процесор

ш ів о ш та я  и к.
- кандидат фипико - математических наук, доцент КГУ

rOFiHMCiWT! Ч.Д.

З е д у щ а я  о р г а н и з а ц и я :

Институт кибернетик!' НАН Украины

«дата состоится" k -  оА  .1995 гопа а ~̂чао. на 

э гедакии специелиэироваьього сонета D 01 .66.02 при 

Институте математики НАН Украины по т р е п у  25260’ ,

Чййч 4 , ГСП, ул. Терецекксвокал, 3 .

С диссертацией можно ознакомиться в библиотеке Инсли- 

1’?Т8, л ~
ІЗ  f ) 2Автореферат разослан"— ^ ” __ 199s. г.

Ученый секретарь

специализированного совета ЛУЧКА А.Ю.

Л Н Б  ім. В. Стефаника 
АН України



1. Общая характеристика работы. ,

Работа посвящена исследованию некоторых математических моцилэй 

с возрастной структурой, которые описывают динамику обратимь-х и не­

обратимых биологических процессов.

2. Актуальгэсть темы.

Проблема динамики возрастной структури популяции занимает цен­

тральное место в экологических исследованиях. Это связано с тем.чтс 

на протяжении жизненных циклов изменяете* не только численность ПО І 

пуляции, но и в первую очередь возрастная структура. Информация о 

возрастной структуре необходима также для рациональной эксплуатации 

как естественных так и искусственных популяций. В связи с бит*,, 

возникает необходимость исследования имепдтся и построения йота 

математических моделей динамики возрастной структуры популяцпи.

3. Цель работы.

Исследование известных и построение новых математических моде­

лей динамики возрастной структуры популяции. Изуче ние вопросов су- 

шествования и единственности решений СООГБвТСТВУВДИХ краевых 38Д2Ч, 

а также анализ стационарных состояний моделей. Исследование разнос­

тных схем решения популяционных задач.

4. Метод исследования.

основные утверждения диссертационной работы доказываются мето­

дами нелинейного функционального анализа, линейных и нелинейных на- 

тегоальных уравнений, априорных оценок.

5. Научная новизна.

Ь работе содержатся следующие основные новые результаты:

1) исследованы стационарные состояния и доказаны теоремы существо­

вания и единственности решений краевых задач для одного класса мо­

делей динамики необратимых биологических процессов;

2) доказана теорема существования и единственности стационарных ре­

шений популяционной модели с пространственной диффузией;

3) получены условия сходимости и устойчивости разностных схем реше­

ния популяционных задач.

в. Практическая и теоретическая ценность.

Полученные в работе результаты являются определенным вкладом в



разработку теории краевых задач для уравнений математической биоло­

гии. Результаты работы могут быть использованы при решении задач 

управления биологическими системами, а также при численной реализа­
ции популяционных задач на ЭВМ.

7 . Апробация работы.

Основные результаты диссертации докладывались и обсувдались 

неоднократно на научно - исследовательском семинаре НИИ ПМА ( НИИ 

ПММ) по современному анализу и информатике (руководитель - за­

служенный деятель науки КБР и республики Адыгея, доктор физико 

математических наук, академик АМАН А.М. Нахушев}, на заселениях 

объединенного Научно- исследовательского семинара математического 

факультета,-НИИ ПММ КБГУ соЕместно с Институтом математики АН Ук­

раины (руководитель - академик D.A. Митропольский!, в работе школы- 

оеминара по современным проблемам анализа и математическому модели­

рованию (руководитель - А.М. Нахушв).

8 . Публикации.

По теме диссертации опубликовано весть работ, б которых отра­

жено ее основное содержание. В работе (2] алгоритм идентификации 

моделей роста разработан Казиевым В.М. , алгоритм расчета влажности 

почвы разработан Кайгермазовым А.А. В работе [61 анализ стационар­

ных состояний проведен Кайгермазовым А.А., а теоремы существования 

и единственности решений краевых задач доказаны совместна.

9. Структура и объем диссертации.

Диссертационная работа состоит из введения, двух глав и прило­

жений. Первая глава содержит четыре параграфа, а вторая пять. Вся 

работа изложена на сто шести страницах машинописного текста, а спи­
сок использованной литературы включает сорок семь наименований.

Содержание диссертации.

Во введении дается краткий обзор работ по теме диссертации, 

обосновывается актуальность темы, кратко изложено ее содержание и 

сформулирована основные результаты, представленные к защите.

В первой главе исследуются популяционные модели, описывающие 

динамику необратимых биологических процессов с возрастной струк­

турой. Виоранный наш класс моделей характеризуется, в основном,
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з

явным заданием коэффициента рождаемости, который ищется среди про- 

изводственныг. Функций Кобба-Дугласа. Мы задаем эту функцию в виде

где г<т0<т- известные числа.

§1 . Описание моделей.

Приводятся основные опре целения л понятия. Осушео»вляе.тся 

классификация популяционных мошей динамики возрастной структуры. 

Приводятся основные законы сохранения.

§2. Динаму,' а возрастной структуры популяции, развивающейся 

свободно.

Пусть П » :(t,t)sO<";<Z, 0<t<T }.

Задача 1. Кэйти регулярное в областа П решениі; уравнения

где V x =const>.», а(х), ф(т) - неотрицательные функции.

Под регулбгяйм решением понимается классическое решение из 

класса С(П)ПС'(О).

Задача 2 . Нейти регулярное в области О решение уравнения

ґ т - т ,<* f т - т ,|І г т - t-ч
C(t)= ------ ----- - , (Э.- J

I V  5 j І т - .V 1 V  £ J

v  v  - o w v * (1)

удовлетворяющее условиям

u(-t.o) ■> ф<Т), 

t

u(0,t) )dt,

іц.+ u t  *  - a ( 't ) u ( T , t ) ,

удовлетворяющее условиям (2 М3).- 

Теорема l. Пусть

і) a(t), <p(t) .€ С' [0,1]*

2) ф(0) = \|с(РіД-к)ф!Vt+т)dc,

(2 )

ГЗі

(*)



где

Тогда задачи 1,2 имеют единственное решение.

Лемна_1_. Пусті. о(х ) ч  СЮ,I] и параметры г, і, т0 , ct, р системы

удовлетворяют узлйвйЮ

А В(1 +о£, 1+0) * 1,

где

А - гі-ї) ((Г-Ї )/(t0-2) ]11 [ (т-J)/ (̂ -т0 ) ie,

B(p,q) - Сета-функция Эйлера.

Т'ітда вадяча і шеи г единственное стационарное состояние.

Лемма 2 . Пусть а(т)€ С£0,1]. Тогда:

1) если Ч»’1 , тс задача 2 имеет континуун'разли'шых стационарны* 

реюний|

2) be.та Из̂і, то задача в имеет только нулевое стационарное ре~

иегов,

г Гг
dT-потенциал популяции

Гі. ’(гнамдаэ возрастной структуры лимитированной популяции.

Усмотрим в области О задачу

ц, + u t « —Я(Г,t;u), (5)

U(t,0) = <ph), (8)

u(0,t) = ф{і>, (Є>

і‘Л i f - известные неотрицательный функции, h(T,tju)~ иели-

ПЭЙНЫ* оператор от двух вещественна переменных t,t и переменного ц 

из вешстзэнного пространства О (П); значение оиератора h также ле­

жат з С(Л),

Теорема 2. Пусть выполнены условия

1) •((K'tvcC' 10,7.1, Ф ( Ї )€ С ‘ с о ,Т І ,

2) <р(0)Ц;(0),

?i оператор h(T,t;u) непрерывен по x,t в П при каждом Фиксиро- 

т ' (ш м ц<огО) и удовлетворяет у слегаю Липшица с константой

4
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In(0+J5 )/2)
k< ------------------ ,

Г
то есть

|h<t.t;u1) - httlttUg)! « kil^-Ugil, (7)

при тех же значениях переменны*Тогда, задача (65,(2),(6) имеет

единственное в С(0) решение.

Пусть h(T,t;u)=(a(T)+b(x,tiu)u. Тогда уравнени»; (б) приме?' вид

+ ut * (~a(t)-b(t(t)u)u. (8V

Теорема 3 . Пусть выполнены условия

1) o(t), 4>it)e. O'(0,11, » і.т,t)е С’(ІЗ),

2) b(T,t)>», при (хД)<П,

3 ) ф(0 ) » |o(T)<p(T)ci't,

4 ) Jic0<j»0< '(n2/T ,

где

СЛ= шах |0 <Ал+$)|, max MO,Vc+s)|f
° п<т<Г * ° r.<TKt

5

u(o,z) = exp-l

г
- Ja *; s ) ds

Тогда, задача (8),(2),(3) имеет единственное, неотрицательно» 

решение.

Леша 3 Пусть выполнены условия

1) а(Т)€ СЮ, I ], b(T.t)€ С(П),Ь(т,« :)20 при (t,t)€ П .
Тогда, при Н>1 задаче (8)»(2),(3) имеет единственное етацйо- 

Нерное состояние.

§-1. .СХОДИМОСТЬ разностных схем Д)Ш ПОПУЛЯЦИОННОЙ модели МПК- 
Кендрика.

Введем в  области П = t ( t , t ) : 0 < t < l ,  o < t^ T > сетку w ' т • ,
f  ►, к' t

где

7



t) > {T.ttT’» (*=0,1.2. T'N«4},
% 1
>,> в ( t  *nt , VK-T),
t

и зппроксіїмируек з&дячу

6

Цг * Ut =0.

>-Ut,0) = (9)
?

: " ' '• - ' I
ufo„t)<= |o ('c )u w ,t)d t

£азяоетяЬй cxem. 2
Л

yt+aŷ  + Cl-о)yf * 0,

5? *  ««0,1...........V, <1J)

*0 = J v * * ' • п“1*8.......к

1':Ж .  -Ж. .і-. Нусть ВЫПОЛНЯЮ. условия 

I I  Т ,’j ф  - г і ) 1' *  пр. V  ь - я ,  .

*> • v  і [ -  ¥■ * - £ ) •
'tor!?/, схвм?і (10) устойчива ло \іачал}-нш давяым н енергэчнес-

• )9 tXfW /  l|y| ,, j-|y?| и сходится со скоростью О(СЧИ').
fjaaa t  посвящена математически аяашву популяционной модели 

■ ттрс-о фаяственной диффузией.
j f ,  Постановка задачи.
Пусть tU t .t .x )-  плотность численности «шуляции возраста т б 

W. чсйт времени" t в Точке х; СЫ ( t . t .x  і :0<’1<Т,счк,1,0<х<Ь> -  огр.іки- 
Чвгачя область пространства Е3 точек -t, t , х .

її области 0 рассматривается задача



іц. + Ut  = ux x  + К И Д Д ) . *  

U ( 'C ,0 ,X ,  -  ip C t .x ) ,

г

7

(11)

(13)

U ( 0 , t , X ) = J c ( r , )U ( T ,  t . X l d T ,

u(T,tto)=(p0 (T,t), uK.t.L) ^ф^т.г) (Ы)

где Г, ф, <p0 , <p(, с - известные достаточно гладкие функция.
§2. Стационарные состояния модели.

Стационарные состояния модели определяются из решения чадачг

Пусть П={(т,х):0<т<!, 0<x<L).

Теорема 5 . Пусть выполнены условия

1 ) <р0 (т), <p,(t), с(т)€0(о,1], т,х)ес(П),

2) max |С(Х)1=ш<1/2,
т*[о.П

і г

3) фо(0) = [с(і;)ф0 (т)<іт, ф, ( I ) =|с(т)ф, <г)4т.

Тогда задача (15)— (1Т) имеет единственное в С(П) решение. 

§3. Априорные оценки в пространстве W’ .

В области П*{('с,х):0<т<1, о<х<1 > рассмотрим задачу

( I f

I

u ( 0 , x )  = j c ( ' t ) u ( ' c , t , x ) c .T ,
о

и(х,0 )=фо(т), u(-t.L) = ф,(т) HV,)

о

U(T,0) = U(T,1)=6,

I

U ( 0 , X )  *  J o ( T ) U ( T , X ) d T  +  |l (X)

(18)

(19)

(2 0 )

о

it fill

. <-іг j.



где Г(т,х), ц(х) - известные достаточно-гладкие функции.

Если выполнено условие

тг < 1/2 (1+ге')1г, 

і’о имеет место неравенство

|u|t < M(|f|a qj+ т і ) .

Где

»f l2.Q
§4. Нелокальная по времени краевая задача для уравнения тепло­

проводности.

Рассмотрим задачу

п% -  ихх =о, (81)

и(т,о) = u(,t,L)=0, (2 2)

I
|u(t,Jt)dT » Е(х), (23)

где Е(х) - известная достаточно Гладкая функция.

Лемма 4. Пусть Е(х)еСгСо,П, Е" (0 )=Е" <L)=o. Тогда задача

(21)-(23) имеет единственное, непрерывное в П решение, которое 

Представимо в виде

и(т.;Ю = T (t)X (x).

§5 . Сходимость разностных схем для диффузионной популяционной 

модели.

Введем в области n={(T,x):o<t<t, о<х<1 ) сетку ы т  аад ,
X' h t'h

где

w *  і ї *іг/ , j = o , i , . . * , 3_),
Ґ  J

w s (X »th, 
h

и аппроксимируем задачу

8



U (x ,0 )  = U ( T ,1 ) * 0 .  І

9

I
U<0,X) »|c<t)U (T ,X)<l^  *■ * i(X ),

разностной схемой

* 0,5Л<у+у) ♦ <p.

J'=1 
где

y(l.O) = у(ти) = ), (ЄБ)

y(0,x) « ^c(xJ, )у(Ху .ЦТ, fn(x).

c = f t ' , при j ' - 0; 0J ,
1 (т'/2, при J'-1,2.... d0-1.

Для схемы (25) при достаточно малом Г справедлива оценка

іу(ї' > ! ? < « [  1% , у<р1о-+ м ? ]. дай

Схема (25) сходится со скорость» 0(h2-K'2 ).

В приложении 1 приведены результаты численных экспериментов.

В приложении 2 приведены тексты программ на алгоритмических 

языках ТШБО-PASCAL,BASIC.

Основное содержание диссертации опубликовано в следую­

щих работах:

1. Кайгермазов А.А. Об одной нелинейной популяционной модели, зави­

сящей от возраста,- Деп. ВИНИТИ, 1988.Л 4445-В88.

2. Кайгермазов А.А.,Казиев В.М. Расчет влажности почвы о учетом ди­

намики накапливаемой биомассы // Методы математи- ческого модели­

рования эксперимента в системах автоматизированного проектирова­

ния и планирования.-Нальчик, 1989.-С.t10- 117.

(24)



3. Кайгермазов А.Л. Краевая задача для одной нелинейной популяцион­

ной модели // Нелинейные краевые задачи математической физики и 

и?: приложения .-Киев: Институт математики АН У крайни, 1 £-90. -С. 57- 

68. і
4. Кайгермазов А.А. Математический анализ одной нелинейной популя­

ционной модели О Нелинейные эволюционные уравнения в прикладных 

задачах.- Киев: Институт математики АН Украины , 1991.-0.56-66.

5. Кайгермазов А.А. Математический анализ одной популяционной мо­

дели // Нелинейные краевые задачи математической физики и их 

приложения.- Киев: Институт математики АН Укрг?ины,1993.- С.60- 

61.

в. Кайгермазов' А.А.,Казнев В.М. Математический анализ одного класса 

моделей динамики возрастной структуры популяции // Нелинейные 

краевые задачи математической физики и их іфиложения. - Киев: 

Институт мэт- і а тики АН Украины, 1994.-С,86- 88.

Пользуясь случаем, выражаю глубокую благодарность моему науч­

ному руководителю доктору физико-математических наук, академику 

АМАН Адаму Мэремовкчу Н&хушеву за руководство данной работой. Вы­

ражаю искреннюю признательность профессору Шхаяукову Мухамеду Хаба- 

ловичу и доценту Керефову Анатолию Анатольевичу за ряд ценных со­

ветов и замечаний, высказанных по работе.

Кайгермазов А.А. "Краевые задачи для уравнений математической

биологии*. V
Диссерташія на соискание ученой степени кандидата физико-

математических наук по специальности О!.01.03 - математическая фи­

зией, йн-т математики НАН Украины, Киев, 1994 г.

ГТроаедено полное исследование стационарных состояний популяци­

онных моделей динамики необратимых биологических процессов, доказа­

ны теоремы существования и единственности решений нелокольных по 

времени краевых задач. Доказана теорема существования и единствен­

ности стационарных состояний популяционной модели с пространствен­

ной диффузией. Получены условия сходимости и устойчивости разност­

ных схем для свободно развивавдейся ггопуйяциончой модели и модели 

о пространственной диффузией, разработаны алгоритмы решения этих 

задач на ЯЗВИ.
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Kalgamazov а.А." Boundary problems і a- e^uatlona'c# : wtftifeii». 

biology*.

Dissertation presented *yj- obtaining Мы (I*i3rea of Kamld-ii cl 
eolencts In Phlelcs and Mathematics cn euJoct 01,01 .Q3-raatl\efflatleal 

palsies. Institute of Uathem&ilJB, ukrali.lan Nbtlonal Academy of 

Sciences, Kiev, 1994.

A full Investigation of ijt^tlonary states of #>pulatloti models 
of dynamics of Irreversable biological pjvoeasea h&ii bun carried  
out, the thftor-ета of existence and the оіцу solution of ncn-looal 
time boundary j.-(.'0bleni8 tea beer: proved.

The theory ia of existence and of only solution of stationary 

states of popul itlon models with space dlfftwlon hi been proved. 

The condition':.: if oolnci,<lfinoa ani stability of rn'iwerlcal schemes 

lor unlimited jopalatlon models and the Codeia wit} space diffusion 

have been achieved the al(goryilaiS of the solution of these oroblems 

on a campute;' fca?e been developed.

Ключевые с,лава:

стационарам состояния, популяционная модель, вакок ровдаемосїи, 

даламика возрасгной структура, априорные оценки, разеюстные схемы, 

скорость сходаости.
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