
К И ЇВ С Ь К И Й  У Н ІВ Е Р С И Т Е Т  ім. ТАРАСА Ш Е В Ч Е Н К А

На правах рукопису

ВЕРГУНОВА Ірина Миколаївна

ОПТИМІЗАЦІЯ ПСЕВДОПАРАБОЛІЧНИХ СИСТЕМ 
З УЗАГАЛЬНЕНИМ ВПЛИВОМ

Спеціальність 01.05.02 — Математичне моделювання 
та обчислювальні методи в наукових дослідженнях

АВТОРЕФЕРАТ

дисертації на здобуття вченого ступеня 
кандидата фізико-математичних наук

Київ —  1995



Робота виконана в Київському університеті ім. Тараса Ш ев­
ченка.

Науковий керівник: доктор фізико-математичних наук, 
професор Ляшко С. І.

Офіційні опоненти: доктор фізико-математичних наук, 
професор Белов Ю. А.,

доктор фізико-математичних наук, 
доцент Капустян В. О.

Провідна організація: інститут кібернетики НАН України,
м. Київ

Захист дисертації відбудеться « м  *
1995 року о 14 годині на засіданні Спеціал
______при Київському університеті ім. Тараса Шевченка (252127,
м. Київ, пр. академіка Глушкова, 6, Київський університет, ф а­
культет кібернетики).

З дисертацією можна ознайомитись в бібліотеці Київського 
університету.

Автореферат розісланий « *& *•»  1995 року.

........
ізованої ради Q Q l.0 i.2 0

Вчений секретар 
Спеціалізованої ради, 

канд. фіз.-мат. наук Зінько П. М.

ЛННБ України ім.В.Стефаника

0 0 7 7 7 3 3 2  (Т)

ЛН Б ім. В. Стефаника 
АН України



ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність роботи В сучасній техніці, фізиці, біології та 

інших наукових областях часто зустрічаються процеси, що зна - 

ходяться під впливом короткочасних зовнішніх сил. При мзтема - 

точному описанні таких процесів і явищ нехтують тривалістю 

впливу зовнішніх сил та рахують, що вони мають характер миттє - 

вих Імпульсів. В результаті виникає необхідність розглядати 

широкий клас важливих прикладних задач, для яких адекватними 

математичними моделями є системи з розподіленими параметрами, 

що мають в коефіцієнтах та вільних членах рівняння стану роз - 

ривні або узагальнені функції типу С - функції Дирака та II 

похідних. З розвитком нових технологій виникла потрібність роз­

в’язання багатьох задач оптимального імпульсного керування. Це 

проблеми корекції космічних кораблів, стабілізації плазми в 

ядерних реакторах , використання медичної імпульсної техніки, 

керування ресурсами, забруднення навколишнього середовища, оп - 

тимізації нафтородовищ, меліорації, керування квантово - меха - 

нічними процесами та багато інших.

Відзначимо важливість випадку серед задач Імпульсного опги - 

пального керування задач, в яких визначається оптимальний час 

зупинки системи. В цих задачах ставиться питання про зупинку 

системи в деякий момент г, який називається часом зупинки. Цей 

момент стану системи є змінна, яка належить визначенню.

Метою роботи є дослідження задач оптимального керування 

системами, в праву частину рівняння стану яких входять узагаль­

нені функції, зокрема б - функція Дирзка. Рівняння стану си - 

стеми є нвкласичним рівнянням математігчної фізики - диференці­

альним рівнянням псевдопараболічного типу. Такі рівняння часто 

застосовують, наприклад, при дослідаенні фільтрації рідини і га­



зу в тріщинувато-пористих середовищах, при вивченні розповсюд - 

ження тепла в гетерогенному середовищі і математичної моделі 

міграції іонів в чорноземах.

З точки зору дослідження та розробки методів наближеного 

розв'язку задач оптимального керування значний інтерес явля - 

ють результати відносно розв'язності мішаної крайової задачі для 

відповідного рівняння стану та наближені методи розв'язку цієї 

задачі. Задачі, що' використовують псевдопараболічні рівняння 

вивчалися різними методами в роботаї Баренблата Г,І., Подубари- 

нової-Кочиної П.Я., Вишика М.І., Клинова В.Е., Кожанова О.І., 

Любанової А.Ш., Матвеева М.М., Свирдюка Г.А., Сувейка І.В., 

White L.I., Ting T.W., Showalter R.I.

У випадку, коли права частина псевдопараболічного рівняння має 

елементи з негативних гільбертових просторів, результати про 

існування, єдиність і гладкість розв'язку першої мішаної крайо­

вої задачі були отримані в роботах Витюка М.Я., Ляшка С.І. При 

цьому внаслідок відсутньості класичного розв’язку таких задач, 

їх розв’язок розумівся за відповідними визначеннями, що були 

введені в цих роботах.

В роботі були поставлені такі задачі: •

- отримати нерівності в негативних нормах для псевдопараболічно­

го диференціального оператора;

- довести існування та єдиність узагальненого розв'язку рівнян­

ня стану керованої системи, що описується другою мішаною кра­

йовою задачею з псевдопараболічним диференціальним рівнянням 

з правою частиною а рівних просторів;

- розглянути аналог методу Гальоркіна наближеного розв’ язку рів­

няння стану;

- дослідити існування оптимального керування у задачах опти - 

мізації імпульсних систем, рівняння стану яких описується ди-
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ференціальним рівнянням псевдопараболічного типу з узагальне­

ною правою частиною;

- дослідити диференцальні властивості критерію якості задач оп - 

тотального керування;

- провести чисельне розв’язання задачі оптимального часу зупинки 

імпульсної псевдопараболічної системи.

На захист виносяться такі положення :

1) душ рівняння стану керованої системи, що описується другою 

мішаною крайовою задачею з диференціальним рівнянням псевдо­

параболічного типу з правими частинами з різних просторів 

довено існування единого узагальненого розв'язку;

2) для наближеного розв’язку рівняння стану керованої системи, 

що описуються другою мішаною крайовою задачею з псевдопара- 

болічним диференціальним рівнянням з різними правими части­

нами, запропоновано і вивчено аналог методу Гальоркіна-Пет - 

рова;

3) у задачах оптимізації систем псевдопараболічного типу дове­

дено існування оптимального керування;

4) вивчено диференціальні властивості критерію якості задач оп­

тимального керування.

Наукова новизна Основні результати дисертаційної роботи є но - 

вими. В даній роботі результати, що наведені, отримані в рамках 

теорії оснащених гільбертових просторів та одержаних нерівностей 

в негативних нормах. Завдяки такому підходу для крайових задач,

що розглядаються в роботі, доведені Існування та сданість роз -

в’язків цих задач, розглянуто аналог методу Гальоркіна- Петрова

побудови наближених розв’язків.

В роботі розглянуто задачі визначення оптимального часу зу - 

пинки імпульсних систем, стан яких описується диференціальним 

рівнянням псевдопараболічного типу. Доведено існування оптималь-
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ного керування системами. Для розглянутих задач імпульсного оп­

тимального керування отримано явний вигляд градієнту критерію 

якості, завдяки чому для розв'язку цих задач можуть бути засто­

совані градієнтні методи.

Запропонована в роботі методика оіггимізації системи може бу­

ти використана для дослідження інших систем з розподіленими па­

раметрами при умові отримання для диференціальних операторів 

оцінок в негативних нормах. Розглянуті в роботі задачі можуть 

бути використані в задачах огггимізації нафтородовищ, розпов - 

сюдаення тепла в гетерогеннонму середовищі, меліорації та меди­

цині.

Робота виконувалася в рамках науково - дослідної тематики 

кафедри обчислювальної математики факультета кібернетики Київ - 

ського університет а ’Математичне моделювання і оітгимізація гід- 

родінамічних і теплових процесів в задачах екології" (Міністер­

ство освіти України, ДР N 1ЭЗШ1288Э).

Апробація роботи Основні положення дисертації доповідалися на 

наукових семінараї кафедри обчислювальної математики та на засі - 

данні кафедри моделювання складних систем факультету кібернетики 

Київського університету, конференції Харківського авіаційного 

інституту (Рибаче, 1989), на 1 Українській конференції з авто­

матичного керування "Автоматика - 94" (Київ ,1994), на Міжна - 

родній математичній конференції, присвяченій пам’яті Ганса Гана 

(Чернівці, 1994).

Публікації Автором опубліковано одинадцять робіт,з ниі за темою 

дисертації - шість. їх список приведений в кінці автореферата.

Структура 1 об’єм роботи Дисертація складається з введення, 

двох глав, додатку, основних висновків та списку використаної
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літератури (105 найменувань). Робота викладена на 118' сторінках. 

В дисертації використовується трьох індексна нумерація формул, 

теорем, лем, визначеннь та двохіндексна - параграфів.

ЗМІСТ РОБОТИ

У введенні обгрунтовано актуальність роботи, викладені цілі 

дослідаеннь, новизна роботи, приведено основні положення, що 

винесені на захист.

Перша глава присвячена доведенню існування та єдиності уза - 

гальненого розв’язку другої мішаної крайової задачі з правою 

частиною диференціального рівняння з різних просторів.

Розглянуто диференціальний вираз вигляду «и * ut+ Аи̂ Ви в

циліндричній області Q -ПО,ТІ « Ш де о - обмежена область в Ft?

Диференціальні оператори А 1 В є симетричні в області О 1 

визначені

2, » , *и ,
Аи ’ " І аг t K iC1° 'S x —  J •

і , 1 1

а г * і і  і
Bu  -  - 1 w • .

i , i * t  1 J

Перший вираз вважається рівномірно еліптичним в О, другий - 

невід’ємним в й.

Введено позначення: L,(Q) - простір вимірних іятегровних з квад­

ратом в області Q функцій, D(c) - множина функцій u(t,r) = 

s u(t,xt,... ,хп) неперервно диференційовігих по t, t Є [О.Т] і 

двічі неперервно диференційовних по х в П, що задовольняють

умовам uі =0 . £и. - 0.
lt*o <m'x є <*Q

Розглянуто наступну пряму задачу.

Знайти функцію u(t,x) , яка задовольняє в області Q рівнянню

2 - 1588 *
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та умовам

и. =0. tfu. =0. (2)
lt=o tfn'i є аО

Оскільки класичного розв' язку рівняння з узагальненою правою 

частиною не існує, введено ланцюги просторів, в яких шукаються 

узагальнені розв'язки прямої та спряженої крайових задач. 

Позитивні простори Ігр та Wsp+ будуються як поповнення мно - 

жини Ще) та відповідно В<еж), де в*- оператор спряжений до 

оператора 8 (e*v « g, v(T,x) = о, ^ | х £ о> за нормою

e u  »  ц +  А ц  + Ви »  І ( 1 )

I и у* = J( u*+ цАц) dQ ,
s*Р Q

Простір S~p - негативний простір, побудований по W,p і , I^(Q) 

з нормою

I <u.g>Q |
II g = suprt — ---, u € I , g e I ,

"sp U !• 0 || U ||m ep *P
9гр

Простір w;p+ - негативний простір, побудований по Ягр+ і Ц(0)

з нормою

l< >Q|
II f If- ♦ = и® -г— :--  , ▼ -Є w + , t є f - +

" e p  v  *  О II V  ||w + ‘ V .
гр

В главі отримано нерівності в негативних нормах, які необхідні 

для доведення існування та єдиності узагальнених розв'язків 

відповідних крайових задач, а також для побудови процедур отри­

мання наближеного розв'язку крайової задачі та задачі оптималь­

ного керування. Нерівності мають вигляд :

с! II u |L>(Q) s К ви |j- < са (J и |f ,

Сі I v ц (0) * II ежу ||w-p < с2 Й v »f^ + .
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де сх, с2 = const > 0. (Відзначимо, що нерівності такого типу 

вперше були отримані в роботах В.П. Діденка.)

Досліджено питання про існування та єдиність розв’язку міша­

ної крайової задачі. Розглянуто властивості гладкості розв’язку 

цієї задачі, тобто належність розв’язків різним просторам в за­

лежності від правих частин. Так як розглянуту крайову задачу в 

класичній постановці розв’язати неможливо, то використано уза - 

гальнений розв’язок, який визначено за наступними визначеннями.

Визначення 1. Узагальненим розв’язком задачі (1),(2) називаєть­

ся функція u(t,x) a Vep така, що існує послідовність гладких

функцій є D(«), і - 1,2,..., які задовольняють умовам (2)

і такі, що і! eut - ї |ія- + -* 0, I ut - и Ь 0 , і -» «>.
щгр ер

Визначення 2. Узагальненим розв’язком задачі (1),(2) називаєть­

ся функція u(t,x) з L,(Q) така, що Існує послідовність гладких

функцій є D(C), t » 1,2.....які задовольняють умовам (2) 1

такі, що 8 - f Hw-^+ * о, И u£ - и Ц (а) - 0 , t - »,

Отримані нерівності гарантують існування єдиного розв’язку за - 

дачі <1),(2) при різних припущеннях відносно правих частин 

f(t,x) рівняння (1).

Теорема 1. Для будь-якої функції f є La(Q) існує єдиний уза - 

гальнений розв’язок вадачі (1>,(2) за визначенням 1, що нале - 

жить простору 'вгр.

Теорема 2. Для будь-якої функції f є W~p+ існує єдиний уза­

гальнений розв’язок задачі (1),(2) за визначенням 2, що нале - 

жить простору Ц(0).

В главі запропоновано аналог методу Гальоркіна-Петрова побу­

2 Х-1 5 Б 8 к
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дови наближеного розв’язку другої мішаної крайової задачі. До­

ведено сильну збіжність наближеного розв’ язку до шуканого в 

просторі Ц<0). Розглянуто випадок, коли права частина диферен­

ціального рівняння є елементом негативного гільбертового прос­

тору.

Наближений розв’ язок шукається у вигляді
П '

4,(t,x) * J g l(t)(i\(x) , (3)
i=i

де ші (х) - ортонормований базис в Ц(О), який складається з 

функцій, що належать Wep(Q), а функції g^t) вибираються 

так, щоб виконувалися співвідношення

+ \ “ 5 t ~  А < ч > * К < ° >  +  2 £ < г ) [В ( Ч > »  u J l , ( Q )  =

" (  1 • “ j ] l ,< Q ) , 

g^O) - 0, i*TTn , j«T7n .

Теорема 3. Для будь-якої функції f(t,x) є L,(Q) послідовність 

наближеннь (3) збігаєтьая до розв’язку задачі (1), (2) завизна - 

ченням 2.

У випадку, коли права частину X(t,x) рівняння (1) належить 

простору W” p+  будується послідовність функцій x t ( t  ,х) є Ц  ( Q ) ,

і = 1,2,.,, така, що Д Г, - Г Цв- + -* 0, і ■* <*> 1 наближений
" г р

розв’ язок шукається у вигляді
П

J=*

де (ш ортонормований базис в Ц(П), який складається
j j “ *

з функцій, що належать fsp(Q), а функції £ fj<t) є розв’язок 

задачі Коші .

8



dR (t) n d« t(t) 2

( А(ч)-^ Ч<0> +к̂ л < « < вН )*“.Ч(0>-

jĝ ]t(0) *= 0, ,n , J“TTn f і =1,2,..,

Теорема 4. Для будь-якої функції f(t,x) є Шгр+ послідовність 

наближеннь (4) збігається до розв* язку задачі (1),<2) за визна - 

ченням 2 при і -» ® , п -♦ <и .

В главі 2 досліджено випадок задач оптимального керування 

імпульсними системами - задачі визначення оптимального часу зу­

пинки системи. Стан системи визначається як розв’язок крайової 

задачі псевдопараболічного типу з узагальненою правою частиною. 

Критерій якості має вигляд:

3«р> = J tu(t,x)'- zlMo,. + z є L,(Q),

N('t) Є С‘ [0,Т], dj s { (0 <  t < t) « 0 , '1  е [ОД]},

де Q - достатньо гладка обмежена область в R*.

Досліджено питання існування оптимального керування такими си­

стемами та отримано градієнт критерію якості в явному вигляді. 

Для правої частини рівняння (1)

N

V  2 ° < v
і =1

де vt(t> є L,(0,T>, я .̂х,,) є Ц(П,>, точки впливу є*(Хй)
і

і-хГ г̂, a Х4, - області зміни відповідних аргументів, розгля­

нуто наступні задачі керування:

Задача 1. Мінімізувати функцію

9



з(і) = J tu(t,x) - z^aa,. + n*(t )

«X

eu -  r t , u u « o, m \ = 0 .

при умові, що стан системи u(t,x) визначається як розв'язок в 
*

області Q задачі

Лі

їх є ЛІ

Керування системою % є [0,Т].

Задача 2. Мінімізувати функцію

3(ф) - J tu(t.x) - гі'бСЦ + N*(т),

°т

при умові, що стан системи u(t,x) визначається як розв’язок в 

області Q задачі

ли
еи = , и, = 0, дді - о ,

І1.0 вп'х є OQ

де функція ф = (а.х̂) - керування системою, х̂ * (х, }*м1, xt є

є Xtc R1, xt -  область зміни аргументу по просторовій змінній xt;

т є [0,1]. Множина можливих керуваннь Vd є випуклою замкненою 

обмеженою множиною.

Для правої частини рівняння (1) вигляду

N

f,* J0(t - t Jv^x) , 
і «1

де моменти впливу Імпульсів tv € Ю,Т], інтенсивності імпульсів 

vt(x) є Ц(П), і - Г7ТТ , розглянуто наступні задачі:

Задача 3. Мінімізувати функцію

3(т) = J Cu(t.x) - *]в«Ц + N*<t ),

<4

при умові, що стан системи u<t,x) визначається як розв’язок в 

області Q задачі

10



Лі
au = га , u, - о, ж ! « О . 

а I . .0  Є X I

В задачі керування системою а є tO,I5•

Задача 4. Мінімізувати функцію

3(<p) - J fu<t,x) - Z l M Q ^  + N*(t:),
при умові, щр стан системи u(t,x) визначається як розв’язок в 

області Q задачі

ои
еи » г2 , ии = о, ян|х с 0 , 

де функція ф =(t,v*) - керування системою, де v* = fvt}*ilt

vte Lj(Q); t є [0,11. Множина можливих керуваннь є випуклою 

замкненою обмеженою множиною.

Праві частини рівнянь стану в задачах оптимального керування 1- 

4 належать простору Тоді за теоремою 2 розв'язки рів -

нянь стану в задачах 1 - 4  єдині, їх можна визначити як функ­

ції u є Ц(0) 1 має місце наступна теорема.

Теорема Б. Нехай стан системи у задачах 1 - 4  визначається 

як розв'язок відповідної крайової задачі. Тоді Існує оптимальне 

керування системою у задачах 1 - 4 .

Розглянуто питання про диференційовність критерию якості в 

задачі оптимального керування 1.

Теорема 8. Критерій якості 3 (1) задачі оптимального керування 
1 диференційовний за Гато в просторі можливих керуваннь Ud , 1 

його градієнт має вигляд :

З * C O  = J  Г1 <т,х)у(т,і)ЄШ + Я Г С О К т )  ;

П

де T(t,x) - розв’язок спряженої кра̂Ьвої задачі з правою 

частиною 2tu(t,x) - гі.

II



Враховуючи недостатність гладкості розв’язків у задачах 2,3,

4 досліджувані задачі керування замінено регуляризованими і по­

казано близкість їх розв’ язку. Розглянуто резуляризовані задачі 

керування з метою отримання градієнту критерію якості.

Регуляризовані задачі мають вигляд: .

Задача 2’ ■ Мінімізуватифункцію

3 Е(ФЄ) ■= J (U g U .t )  -  2)МСЦ + N*(1) ,

'Ч

при умові, що стан системи ue (х, t) визначається як розв’ язок в 

областіQзадачі
N

£ив = :Гі = - X 1 )v t ( t )p t <x2 ,x3 ) ,
є 1«1 1

en ІX Є <90
00

дешє(х) e C ^ R 1), є > 0, ШЕ(Х) =0 якщо (хІ >є, шє(х) ІО,

/шє(0<1Е = 1. а керування системою фє = (т.х* ), те ГО.ТЗ,
R Є
» N ” . Є

і* = {xt , it є Xt . Множина можливих керуваннь Ud с ud 1 є
Є І і Е

випуклою замкненою обмеженою множиною.

Задача 3*. Мінімізувати функцію

З є( Т  ) -  J <ue ( x , t )  -  zj'dO t + N*(t ) ,

при умові, що стан системи Ug (х, t) визначається як розв* язок в 

областю задачі
N

Rue ■ ггс 3 г •
є і  * *
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“в І = 0 - ^  І ^  = 0 •^lt*o on |х є <Н)

де шє (х) є С0 (R*), є > 0, wE (t) = 0 якщо t > є, u)£(t) а о, 

J шє({)<Н = 1. Керування системою і є [ОД].
R
Задача 4' ■ Мінімізувати функцію

3Є«РЄ) = J  (Ugd.t) - z ) ^  + N^-t) ,

°т:
при умові, що стан системи ue (x,t) визначається як розв'язок в 

області Q задачі
N

fiUE = *2B = I ШЕ< Ч - 1 >V t (Х) •
Є І=1

U_, = 0, — £ І = 0 .
*lt=o on |х є оа

00

де шє(х) є С0 (R1), є > 0, U)e(t) = 0 якщо t > є, (u£(t) £ 0,

/ шє(0<і5 = 1,а керування системою <рє = і є [ОД], v*=
Е

N Є
= lvt , vi є Ц, (Q). Множина можливих керуваннь Udc Ud і є

випуклою замкненою обмеженою множиною.

Теорема 7. Розв'язок регуляризованих задач оптимального ке­

рування 2’ ,3’ ,4* існує та збігається до розв’ язку початкової 

задачі оптимального керування при прямуванні параметра регуля- 

ризації до нуля .

Знайдено градієнт критерію якості зє для регуляризованих 
задач керування 2';3’,4’.

Теорема 8. Критерій якості зє регуляризованих задач опти­
мального керування 2’ ,3' ,4’ диференційовний за Гато на множині

ІЗ

00



можливих керувань , 1 мають місце співвідношення: 

для задачі 2’

N

<34«р).Лср> = I  J f  с - Хі )ve )vtpt ао^лх, +
t=« 0^*1

N

+ J J Wgd,^ - Xj )Ye(x,a)vt(a)p1. сЗОЛг + 2N* (T)N(T)it ; 
t.і О і

для задачі З’

(З̂(т).Лт) =JX2 (х,т:)Ує<х,т:)апЛт:+2N’(i )N(t )At: ,

Q є

для задачі 4’

її Г  <П» . (X)
(3£(ф)Дф) 3 I  J — -—  шЕ^і ■ ve (t,x)darAx +

С=* сц. Л

N

+ £ J Tgd.Tjv,. (х)(ЗПАт: + 2N' (t)N(t)At , 
t *«  О

де vg(t ,х) - розв" язок спряженої крайової задачі з правою 

частиною 2[Ug(t,x) - z],

В додатку проведено чисельне розв1 язання тестової задачі опги - 

мального часу зупинки системи.

ВИСНОВКИ

1. Досліджено рівняння стану керованої системи, що описується 

другою мішаною крайовою задачею э диференціальним рівнянням 

псевдопараболічного типу з правою частиною з різних просторів:

а) отримано нерівності в негативних нормах для диференціального 

оператора;

б) доведено існування і єдиність узагальненого розв'язку рів­
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няння стану;

в) вивчена аналог методу Гальоркіна-Петрова наближеного розв'яз­

ку рівняння стану; -розглянуто випадок, коли права частина 

диференціального рівняння є елементом негативного гільберто- 

вого простору.

2. Досліджено задачі оптимального часу зупинки імпульсних сис-
♦

тем,рівняння стану яких описуються диференціальним рівнянням 

псевдопараболічного типу, та обгрунтовано застосування для 

таких задач градієнтних методів розв’язку вадач 'оптимального 

керування :

а) доведено Існування оптимального керування;

б) вивчено диференціальні властивості критерію якості для роз­

глянутих задач оптимального керування;

в) проведено чисельне розв'язання задачі оптимального часу 

зупинки.
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Исследуются вопросы, связанные с проблемой управления система­
ми, уравнение состояния которых является дифференциальным уравне­
нием псевдопараболического типа. Доказано существование оптимально­
го управления, получен градиент критерия качества для задач оптими­
зации импульсных систем, рассмотрен метод приближенного решения. 
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