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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. В теорії наближення функцій важливе 
місце займає задача наближення функцій заданого класу 91 за 
допомогою фіксованого лінійного методу, шо визначається нес­
кінченною трикутною матришю чисел ’ li ,n-Oti..t

Суть II полягав в доаяідменні величини
Ъ ( п ,и * т ) х  Ш ы £ й { ( . ) - и п( / , . ; л ) нх , (D

де 1/п (f} Л) - поліном, породаений деяким лінійним ме­
тодом А підсумовування рядів Фур'є, X - нормований простір, 
Я с і - заданий клас функцій

На початку сторіччя С.Б.Беритейн запропонував побудувати 
теорію на&пшення функцій, заданих на всій осі, яка містить 
в собі теорію наближення періодичними функціями. Ця ідея 
стала думе важливою для обох теорій, які і в теперішній час 
розвиваються, доповнюючи і збагачуючи одна одну.

Пермі результати по оцінках верхніх меж відхилень сум 
*ур*е від заданих неперервних функцій були отримані Лебегом' 
в 1909 р. Він довів, що

р *  ( / ; ■ ) = ! { ( • ) - М / ; * т  (£иИ + з )  Е ^ ( / )  t

де Еч ( f )  - найкраще наближення функції f  і') тригоно­
метричними поліномами Тп(') порядку, який не перевищує П 
в рівномірній метриці.

В 1935 р. А.М.Колмогоров встановив, що при УІ -*■ ^  
має місц? рівність
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-2>(Мг, ї п ) с =  tup Й { ( - ) -$ *  I f
/ e w ‘

= + 0 ( n ? )  ’ <2>

де Sn - $n i f , •) - часткові суми Фур'е, И7 -клас 
2х-періодичних функцій / М  , що мають абсолютно неперер­
вну (г-І)- поіідну, причому, II і , Хб V  . До­
слідження А.М.Колмогорова були продовжені В.Т.Пінкевичеи. 
Він показав, цо співвідношення (2) є вірним і для довільних 
додатних г < -f(г) (•)- поіідні в розумінні Вейля).

Далі суттєвий внесок в розвиток цібі теорії був зробле­
ний С.М.Шпольським. Вів узагальнив результати А.М.Колмого­
рова і В.Т.ПІнкевича на більв широкі класи та
VI/і, г>о.

Ці дослідаення поклали початок новому напряму в теорії
наближення функцій.• і

важливі результати в цьому напрямку одержані ‘ Б. Надем, 
В.К.Дзядиком, М.П.Корнійчуком, С.Б.Стєчкіним, С.О.Теляковсь- 
ким, А.В.Єфімовим, О.І.Степанцем та інвими.

Дисертація присвячена дослідаенню величини (І) на класах/> V
Lp 71 (ф,р)-диференційовних функцій, визначених на всій 
дійсній осі і які задаються традиційно за допомогою 
згортки.

Класи Ц П  були введені в 1988 р. О.І.Степанцвм 
(Приближение операторами Фурье функций, заданых на
действительной оси // Докл. АН СССР.- 1968,- 303,Я I,- с.50- 
БЗ). Для цих класів О.. I. Стенанием було встановлено ряд стру-
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ктурних та апроксимативних властивостей і знайдено зв'язок 
sy V "

між множинами L я Ті і множинами періодичних функцій 
, /
Up >'■ . Пізніше ці дослідаення були продовжені в

просторах h р , що визначаються інтегральною метрикою 
(Приближения в пространствах локально интегрируемых функций
// Укр. мат. нурн.- 1994. - 46, IP 5.- С.597-625).

Природно , що після цього виник інтерес дослідити вели­
чину (І), коли замість поліномів it» ( { ,  • ,Л ) беруться де­
які аналоги лінійних методів підсумовування.

"Р ^  Л ^ ґНаближення класів Lр ТІ за допомогою так званих
операторів Зигмунда, Стеклова, Рогозинського вивчав М.Г.ДзІ- 
містарішвілі.

Дана робота присвячена вивченню наближення класів 
за допомогою операторів вигляду О і , які містять в
собі як окремі випадки перераховані вище оператори, а також 
деякі інші.Оператори такого типу є цілими функціями експоне­
нціального типу. В періодичному випадку вони переходять в 
суми ІЬц , які розглядались О.О.Новиковим.
Мета роботи. І. Дослідити поведінку верхніх меж відхилень-

функцій з класів І-я,» від операторів вигляду
4tFІАГ в рівномірній метриці.
2. Розповсюдити отримані результати аяя інтегральної ме­

трики, тобто дослідити поведінку величини

3. Дослідиги поведінку верхніх меж відхилень функцій з 
класів Cjj ca від операторів Фавара, Зигмунда, Рогозинсь­
кого, Стеклова.



Загальна методика виконання досліджень. Основний метод дос­
лідаення е вивчення інтегральних зображень відхилень 
(ф.Р)-диференційовних функцій, визначених на всій дійсній 
осі, від лінійних операторів, одержаних О.І.Степанцем. 
Новизна результатів та їх наукова цінність. Всі основні ре­
зультати дисертації е новими. їх зміст полягає в наступному.

Отримані точні по порядку оцінки величин К
та , які в деяких важливих випадках
являються асимптотичними рівностями.

Аналогічні результати отримані також і для операторів 
Фавара, Рогозинського, Стеклова та Зигмунда.

Робота носить теоретичний іарактер. II результати можуть 
бути використані в деяких питаннях теорії наближення функцій 
Апробація роботи. Результати роботи доповідались на семіна­
рах відділу теорії функцій Інституту математики НАН України, 
на Науково-технічній конференції "Пам'яті академіка 
М.П.Кравчука"(до ІОО-річчя з дня народження) (м. Київ.КПІ, 
1902 р.) ;
Публікації. Основні результати дисертації опубліковані в ро­
ботах [ І -3 ] .-
Структура 1 об’єм роботи. Дисертація включав вступ, три роз­
діли і список літератури, що містить 73 найменування. Зага­
льний обсяг роботи 95 сторінок.

КОРОТКИЙ ЗМІСТ ДИСЕРТАЦІЇ

У вступі наводиться стислий огляд теми роботи, визнача
У\ Ф

ються класи Lp 71 , перераховуються основні результати, 
отримані в дисертації.
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Будемо користуватись означеннями і позначеннями, введен­
ими О.І.Сгепанцем.У'

Нехай Lf>, р2 і,- множина функцій Ч’(') , заданих на всій 
дійсній осі Я , які мають там скінченну норму II Ч’ІІр , де 
при р € L 1, ь°) л

II П р  = ш р  ( / І Ч’Сл+яЗІ ) Ч р  
та I K » »  = тлі м = е л ш с р іу г х л ,
тобто t „  = М.

Функцію Y'W визначимо таким чином. При і вона 
опукла вниз і зникає на нескінченності. Множину таких функ­
цій позначимочерез Ш  . На проміжку і 0} і) функція) 
довизначимо довільним чином, але так, щоб вона була непе­
рервною при У. , 'Ч'(О) =  О , а II похідна

= К+О) мала обмежену варіацію на [0 } °°)
Множину таких функцій позначимо через Ті .

Кріп того, позначимо через F  множину функцій, 
що задовольняють умову

о
Покладемо <уо

і+ ( і )  = £  f  У'Сх) т  ( п  + Р £ )  <А,
о и у-

де уб - фіксоване число. L уз визначає множину функцій 
/б. 2 f . які майже дія всіх X задаються рівністю

{{*) = Ло * I  Y(x+i)V tt) <tt,
-от (3 )

п лде А - д & я к а  стала, </(•) Є L x . а інтеграл розглядається
як границя інтегралів по симетричних проміжках, що розширюю­
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ться.
А У\

■)е L р і при цьому If £ TL с  Lt t то буде­
мо вважати, що / є  £ .  17. Підмножини нешрервних функцій з

Т Г ? * ' Ї ІL р позначаються через L- уз
Якщо 'ТІ співпадав з множиною М суттєво обмеженні

функцій Q (х) , які задовольняють умову І Q (X) | 4 І  ,
то в цьому випадку клас L р  І і позначають через Uys.cw. 

Функцію ^ (у) Із співвідношення <3) називають 
W ,p )  -  похідною функції {■(•) і позначають через {р ('). 

Якщо {(•) £Lp і II f j t  ft? і  {  , то кажуть, що
функція /(•) належить класу t,"p,i .

О ^ і / ®Зауважимо, якщо функція / р (•/ & Ь(о,г.я)\ тобто 
2*-періодична з середнім значенням на періоді, рівним нулю,

? + А*класи Ср,о» і співпадають з відповідними класами
1 Ч* р, і

- 1В свою чергу,при V /лc)=tc. , t ? 0 ,  класи С р,*> перехо­
дять в добре відомі класи И'у» Вейля-Надя, які при

В = t ■ співпадають з класами Вейиш \А/к .J у*
Агрегатами наближення для f  £ Lp ТІ будуть функці І
't/ft- { f t Я )  —  Л а  +

+ _ Г '(*+*■)£ І  V Y < t f *■ £ £ )тЬГуСб,
де А = { .А(г (^)} - сім’я неперервних при всіх ї ї >, о функ­
цій, що залежить від дійсного параметра 6".

Функції А+(Р) мають вигляд 
Г

-  в -

ї г і * )  =
і -  Ш F ( ^ ’ <reLo ‘ ^

0 , i r e  L/r; с*>)
або
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Аг ( X) =
1 ~ $ $ F I X J  , ке L0„ и

о , y е а , о°)
Функції * / б Ф  , тобто при всіх в'» 4 , Ч'С*; - непере­
рвні при X > 0  , монотонно не спадають і ^(0) =  О , а
УГ(Х) неперервні при У.>0.

Функції F  &  И , тобто при У- 6 L О у і і  функції 
F (*) неперервні і обмежені разом з похідними другого
порядку, F ( i ) ~ i .  F ( 0 ) - C  (СфО, С =  и ж 4 і) .tf р

Функції k)=U^‘ (.f; Х), визначені таким чином, в
цілими функціями експоненціального типу.

// FВ періодичному випадку вони переходять в поліноми И  п t 
які розглядались О.О.Новиковим, і містять в собі відомі суми 
Фур’є, Зигмунда, Рогозинського, Стеклова та Фавара порядку

 ̂’ ■iff''*В першому розділі дисертації вивчаються величини о ( (у, ̂  Кг /
з метою одержання для них асимптотичних рівностей.

В вІ.І сформульовані означення і відомі результати, які
використовуються в подальшому.

В §1.2 досліджується асимптотична поведінка при
величини t(Co)<ro) і / г '  ) при умові, що функції

V-e F  ' , а функція ft (У) =  'У'(Х) / (X) опукла і не
спадає. Зокрема доведено таке твердження.
Т В О Р Е Н А  І.І Нехай 'Я'е Г '  , </еР
Г е  И ,  r b )  =  F(x)~ F(O) не змінює знак на W ;

Нехай * fXX) /{Х) не спадає і опукла вгору або вниз
при У  >  і  .Тоді при <f--* <х> має місце рівність

і / ? * )  = А ( Є г ) .
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Причому , ,,
л  п .)  і Х ^ К и  *% # )■

Аналогічну оцінку отримав 0.0.Новиков в періодичному 
випадку для цілих чисел 6~ і функцій •У'б F ( тобто
J 't t t H '1 ftt<oo ). ^

У випадку, коли *fM = X , F (X) = і  , тобто - %г
аналогічну оцінку отримав М.Г.Дзімістарішвілі.

В 5 1.3 вивчається асимптотична поведінка величини 
І  (Сці00 при довільних дійсних числах уЗ . Доведено
таке твердження.
Т Е О Р Е М А  1.2 Нехай 'Ч'Ь Г '  , , Г є Н  .
функція <̂ М = ' У ' С Х п р и  / монотонна і опукла
вгору або вниз. Тоді при б'-*оа має місце рівність

+ + «7v-'iw/+ *

4i<rrf«r) <r x
Далі з множини ф виділено піданожини та Фл

таким чином:
Фі - І Т’еФ:
фЛ = {  if Ь ф ; <Г'(Х) Х> К <Ґ(Ю , Х > 0 }

і ,:’астосовуючи теорему 1.2, розглянуто поведінку величини 
^,рa!'tfr’F) для різних наборів фуічсцій “V" та ^

Окрема отримано такі результати.
Т Е О Р Е М А  1.4 Нехай 'У'6?її0ґ ] г ' ,  , F e H
і гри довільному значенні X і функція Ш^УіхМх)
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монотонна і опукла вгору або вниз.
Тоді при f -*•°а мав місце рівність

і ( и Г ) - * ^ / t e g s * & ,

-  Ї Ф * І -
Т Е О Р Е М А  1.5 Нехай 'V'fi 6 Фг , F  £ Н і
при функція монотонна та опукла
вгору або вниз. Тоді при &-+ео має місце рівність

і ( ? Д  и П * ± г < ™ » ¥ і ї щ т Л * 

+ 0 ( г і + п і * ; Ш  + * * № * ) .
Як наслідки з цієї теореми для деяких випадків отримані 

оцінки для величин і>( £р,оо, « г ’ ) ,  а також наведено прик­
лади функцій, що задовольняють це твердження.

В другому розділі вивчається поведінка при <Ґ->£» ве­
личин і ( Ср,о°, i f r ’ ) , коли V , '  - оператори Фавара,
Стеклова, Рогозинського, Зигмунда.

V-
В § 2.1 вивчаються питання наближення класів ь-део опе­
раторами Фавара. Знайдено асимптотичні рівності для величин 
щ .  °° > фг,ь) , які в деяких важливих випадках забезпечу­
ють розв’язок задачі Колмогорова-НІкольського. Для цих опе­
раторів розглянуто випадки парного і непарного £

Сформулюємо кілька теорем для випадку непарного t  
ТЕ  0 Р Е М А 2.1 Нехай Ує т ' 0 ґ)Р’ , t= 4 j-   ̂ ,

1 =  , функція $  (Х)= XZ*f V'(X) зростає і
опукла вниз. Тоді при (Г-+-со має місце рівність

'Ь ( £ув,«*», Ф(г,ь) = A ( t r ).
Для величини A(ta-) справедлива оцінка
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%У(<г) a Act*) t. KA / им 4г/ J
<Г

Т В О Р Е Н А  2.2 Нехай V"e 77ГС , t - «?/- f , 
j  ■= i, 2, ... , функція ~ + ‘V'CXJ не спадає і
опукла вгору. Тоді має місце рівність

& ( С ) Ф<г,ь) , ^ -*0 ^ .
Якщо виконана умова 

у jf— і-*- j V w j c r t x  ^ Ч с+ иг),g-t + 1 J
або -  S. і  , £  Є £ ,то мав місце оцінка

JL(te) 4 ft Yr<rJ.
Т К О Р К М А 2.3 Нехай Ч'ЬРЇс , j=  f,S9...
функція (X) ■= Xі * 1 Ч'(Х) при Х> f монотонна і опу­
кла вниз. Тоді при <Г"—!> о» мав місце рівність

-£ ( £ £ ,  Фг,і)= — ^  І ---- Jf'Kxiohu-Г  £І-< уг ^ Т ГІ -f

+ •+ ^  t+f _).
Для цього твердження вказані умови, при яких дана рів­

ність забезпечує розв’язок задачі Колмогорова-Нікольського 
для класів Lpi0a і ошраторів Фавара.

Подібні теореми сформульовано і для випадку парного t ,
В } 2.2 показано, шо відомі оператори Зигмунда,

Рог озинськсго та Стеклова є при відаовідному виборіif р
Функцій </ та Р операторами вигляду і /е  '

Як наслідки з теорем першого розділу знайдено деякі 
рівності, що забезпечують розв'язок задачі Колмогорова-У\ -vf-
НІ польського для цих операторів та класів функцій С д »  . 
Раніше подібні рівності були отримані М.Г.ДзімістзрІшвілі.



В третьому розділ і вивчається поведінка при 

верхніх меж відхилень ^ (‘-p. t, ) в інтеграль­

н ій  метриці. Спираючись на результати першого розділу, твер­

днення, отримані для класів Ср, о- , перенесено на 
<* У- 

класи Lp, і
Зокрема, доведено та к і тверднення.

Т В 0 Р В М А 3.1 Нехай V'6<J6 , pehf , F*(*>-
* Р(х) - F( о) де змінює знак на в ідр ізку Г Oj і J , функ­

ц ія  <j(x)=4l\i'f(K) опукла вгору або вниз і  не

спадав при X & і . Тоді при в" -*• о» має місце

р івн ість

-  II -

Т 8 О Р К li A 3.2 Нехай Ч'е Г ', , Ft И  , функ­
ція YtX/VCXj при X>i монотонна і опукла вгору
або вниз. Тоді при S’-+о° мас місце рівність

і  (Тії “ї ї  -  гіР(0)*'* trl tiiwrwt** .6 (Lfii, U+ --- W W ) --/ X ™  +

+ 0(-rM+n+'ir>\ * іfa *  +

+  * T  ф * ) .

Т В О Р В М А 3.3 Нехай V *  /fTTt , / еФх , F Є Н  1 ір д > у  

функція монотонна і  опукла вгору

айо вниз. Тоді орн (Г-*ое> справедлива р івн ість

*(#. «Л  - *



Т Е О Р Е М І  3.4 Нехай V"£ m o/)F\ /еФл f Г е  К ц я  
X & / функція ^(Х)=^Их)^(*) монотонна і опукла 
вгору або вниз. Тоді при 6~~* е° справедлива рівність

- 12 -

і ггд « ? ) , - ї ї.™ * ”

* 0(4 з *[% **)■
При відповідному виЗорі функцій <Ґ(Ю та F(x) 

з гіих теорем можнз отриртги , як окремі вкпздкі. результата 
М.Г.Дз ім істаріпгаілі для операторів Стеклова, Зигиунда та 
Рогозинського.
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