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Общая характеристике работы

Актуальность темы. В последние десятилетия в связи с потребное 

тями вычислительной математики особое внимание при изучении прибли 

женных методов решения операторных уравнений стало уделяться их оп­

тимизации. Обнову исследований по оптимизации приближений составили 

работы А.Н.Колмогорова, С.М.Никольского, Н.О.Бахвалова, Н.П.Корней­

чука, В.К.Дзяцыка, В.М.Тихомирова, связанные о построением общих ме 

тодов решения екстремальних задач теории аппроксимации. Этими авто 

рами была разработана методология современной теории наилучших при­

ближений. Элементы этой методологии были вскоре плодотворно иополь 

зованы для построения, исследования и оптимизации приближенных мето­

дов решения операторных уравнений в работах В.В.Иванова, Г.М.Вяйник 

ко, Б.Г.Габдудхаева, С.В.Переверзева.

Интерес К оптимизации приближенных методов непрерывно возраста 

ет, о чем свидетельствует ряд появившихся в последнее время публике 

ций, посвященных указанной тематике, из которых достаточно упомянуть 

хотя бы монографии Дж.Трауба, Х.Вожьняковского, Г.Васильковского, и 

А.Г.Сухарева. Отметим также, что исследования по оптимизации влго 

ритмов в наотоящий момент широко развернуты в научных центрах Украи­

ны, Роосии, США, Гермвнии, Польши й Болгарии.

Один иа Наиболее используемых классов приближенных методов ре 

тения операторных уравнений ооотавлявт прямые методы, при которых на 

юждение приближенного решения сводится к системе линейных алгебраи­

ческих уравнений. Именно в силу широкого применения втих методов они 

лучше исследованы с точки зрения оптимизации. Так, например, для ура 

вненяй Фредгодьма второго рода глубокие результаты в укапанном напрв 

влвнии получены в работах Б.Г.Габдулхаева, С.В.Переверзева, Ш.Хейнри 

ха и Э.Шока. Гкзпрос об оценках погрешности оптимальных прямнх методой 

для общих операторных уравнений в гильбертовом пространстве исследи 

вался в работах С.В.Переверэева и С.Г.Солодкого.

Однако для ряда важнмх классов интегральных уравнений второго 

рода вопрос оО оптимальном (по порядку) прямом методе оставался от 

крнтнм. Это относится прежде воего к уравнениям Вольтерра и урвняч- 

няни ФредгольМв с аналитическими и слабо сингулярними ядріми. й*>яяо 

итим уравнениям и уделено основное внимание в дотаоэртвчии.
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Цель работы. Вычисление точных порядковых оценок оптимальной 

погрешности прямых методов решения упомянутых выше классов интегра­

льных уравнений и предъявление метода, реализующего соответствупций 

порядок.

Методика исследований. Основные результаты диссертации получены 

с помощью методов современной теории наилучших приближений и функци­

онального анализа. Систематически используются элементы общей тео­

рии приближенных методов Л.В.Канторовича.

Научная новизна и практическая ценность. Найдены точные порядки 

оптимальной погрешности прямых методов й предъявлен метод, реализую­

щий указанный- порядок:

- для классов интегральных уравнений Вольтерра второго рода о 

ядрами и свободными членами из классов дифференцируемых функций;

- для классов интегральных уравнений Фредгольма второго рода с 

аналитическими (гармоническими) ядрами и свободными членами;

- для класса слабосингулярных интегральных уравнений второго ро­

да с ядрами, имевшими степенную и логарифмическую особенности.

Работа носит теоретический характер, при этом результаты, полу­

ченные в Диссертации, могут быть использованы при решении прикладных 

задач, связанных с интегральными уравнениями.

Апробация работы и публикации. Полученные в диссертации резуль­

таты докладывались и обсуждались на семинарах отдела теории прибли­

жения Института математики НАН Украины, на международной конференции 

"Теория приближения и задачи вычислительной математики" (Днепропет­

ровск, 1993), на научно-практической конференции "Дифферер.цивльные 

уравнения и их приложения" (Ашгабат, 1993).

Основные результаты выполненных исследований представлены в

публикациях 11-6 1.
Структура и объём работы. Диссертация объёмом 88 страниц маши­

нописного текста состоит из введения, 9 параграфов и списка цитиро­

ванной литературы из 60 наименований.

Основное содержание работы

.В §1 дввтся определение прямых методов, указываются основные из 
пдш, примеры, а также приводятся различные постановки задачи опти- 

чизвщш по точности прямых методов приближенного решения операторнь 

уравнений второго рода.
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Пусть X- нормированное пространство, а Ф с х . Кроме того, пусть 
И - некоторый класс линейных непрерывных операторов, действующих иа 

X в X и таких, что операторное уравнение второго рода

однозначно разрешимо при любых НеЛ и /еФ. Класс таких уравнений бу­
дем обозначать tЯ,Ф,Х1.

Под прямым методом приближенного решения уравнений из класса 

[М,Ф,Х] будем понимать правило D, по которому каждому оператору й 

отвеится в соответствие координатная система элементов t<pfc= ФЬ(Н,0),

k=TJf ) , а каждой паре (Я,/)- набор коэффициентов {cfc=- сь(Н,/,Й),

й»1, Я ) . А приближенное решение уравнения (1) задается в виде

При фиксированном N множество всевозможных таких прямых методов бу­
дем обозначать 2?я.

Как правило, наиболее известные прямые методы из Z>y отроятся по 

следующему принципу: по определённому правилу выбирается координат­

ная система , а нахождение коэффициентов tofc) сводится к решению 

некоторой системы линейных алгебраических уравнений размерности < N.

Обозначим через V_ совокупность прямых методов DeD_, оопоотав-
я

ляпцих всем операторам И е «  одну и ту же координвтную систему <фь =

- фк(Р),й»1 , f t),линейная оболочка которой образует конечномерное под­

пространство Ря с X. Иными словами при прямых методах из D_ коорди-
Я

ватная система фиксирована заранее и не зависит от оператора конк­
ретного уравнения (1). Такие прямые методы будем называть неадаптив­

ными. К'их числу, например, относятся метод коллокации, метод наи­

меньших квадратов в т.д.

Адаптивным прямым методом будем называть такой прямой метод, при 

котором координатная система (фк, fc-ГД) выбирается в строгой аависи 

мостя от оператора Н конкретного уравнения (1).
К адаптивным прямым методам решения, например, интегральных 

уравнений Фредгольма, относятся метод механических квадратур, м«тод 

Вегмеяв и ряд других методов типа метода вырожденного ядра.

(1 )

и

v D) - £  ол.фл ♦ / . 
к~1

(2 )



Под погрешностью прямого метода D на классе уравнений ,

К8К обычно, будем понимать величину

е (IH,®,JM,D) - аир \ г - г <D)| .

Н€И./?Ф

В работах Б.Г.Габдулхаева и его учеников иооладовалась задача 

і'нтияиаают прямых методов в смысле величины

VJ i n . Q. XI )  = inf Inf е„(ІЯ,ФД1,В).
м F^X DiVr  K

d imF Я
I f

В рамках обшего подхода к оптимизации приближённых методов бо­

нде естественно оптимизировать прямые метода в смысле величины

e j i n . 9 , x i j  * inf e„([M,a>,xi,D).
"  Dc

В e t o m  случае оптимизация осуществляется на всём множестве прямых 

методов, включая и адаптивные.

Прямой метод £>е!>к называется оптимальным по порядку в смысле 

величины 0N на классе 1Я.ФД], если выполняется соотношение

ед([И,ФД],Д) X 0яП«,ФДи.

Аналогичным образом определяется неадаптивный прямой метод, оп­

тимальный по порядку в смысле величины Vff.

В диссертации рассматриваются следующие прямые методы.

Пусть - некоторый базис в X, а Р : X Р к - прсектор на

подпространство а арап( 1к , к=Г,И).

Неедаптивный метод Галёркина тР .̂ Координвтной системой при этом
методе яаляются первые N элементов базиса Коэффициенты же с-к в
представлении приближенного решения (2) оігределяются из условия

4 -  +  /•

Адаптивный метод Слоана С̂. Координатной системой при этом ме- 

;с;до являются елемента fe=TJ!7). Коэффициенты жо cfe в иродотшз-

тоїши приближенного решения (2) должны выбираться из условия

4

4  - + /•
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Адаптивный метод Курпеля-Шреверзева 0 ^  Координатная

система при этом методе имеет вид

г  Z ,  й  -  1 , к
- I .I Я1 , к « r+T7§n

а коэффициенты cfc в (2 ) должны выбираться из условия

*£ * VS * /•
где

- V  + - W
В §2 вводятся классы операторных уравнений и оцениваются погре­

шности указанных прямых методов на этих классах.

Пусть Y с X и для любого <p t Y выполнено |ф|х « |ф| . Через 

C(X,Y) обозначим пространство линейных непрерывных операторов Н, 
дейотвунцих из X в Y с обычной нормой |Я|

Положим

ЩХ.Г) - < и :  и и а . Т ) .  |Я|Х_Г «а,, |С1-НГ'|̂ Х < <*a ),

У7 - i f :  f & ,  \f\r  < 7>.
Кроме того, когда X -  гильбертово пространство с обычной нор­

мой, введённой при помощи скалярного произведения, то полошим

П*(Х,У) - { Я: HtTUX.Y), И, eC[X,Y), |Я*|^У < а 3 ),

где I -  тождественный оператор в X; а,,аг,а ,7 - заданные положитель­

ные константы, причём а2>1, а Я* - оператор, сопряженный к Я, то 

есть, для любых ip.geX выполняется «р , t i g) - (H*q>,g).
Обозначим через Ф класс операторных уравнений вида (1) с опера­

торами Я из H(X,Y) и / из Y то есть ® = tH(Xf Y) ,Y^,X) . Аналогично

определим класс Ф*=1И*(Х,У),У^Д]. Очевидно, что С* с ®. Кч основа­

нии оценок погрешностей методов на втих классах уравнений де­

лается вывод: - на классе уравнений V применение методе Слоана не 

дает возможности получить приближенное решение с точностью, порядок 

которой выше порядка точности, гарантируемого методом Галеркипа. С



другой стороны, для классе ®* метод Олоана предпочтительнее метода 

Галеркина, поскольку при одинаковой размерности решаемой системы ли­

нейных алгебраических уравнений метод Слоана обеспечивает двукратное 

увеличение порядка точности.

В }3 приводятся сведения из теории приближения и функционально­

го анализа, необходимые в диссертации.

В §4 вводится класс ПЦ « н£(р), г* 1,2,..., интегральных опера­

торов Волътерра, действующих в « Ь2(0,1)

t

Нфf t ;  - |  h(t,x)-tp(i)&i , ф(t)tLg , (3)

о

ядра h ( t , %) которых имеют непрерывные на q * ГО,11 » 10,11 частные

производные

h ( i . j )  т  „ О  J h ( t , \ ) ,  о< (+ J< r,
0t*0

и суммируемые в квадрате на Q частные производные t + J  = г .
К{ЮМЄ того,

o « u j < г 1 + J ,r  1 >

где p - некоторая заданная постоянная.

Вводится также класс 7Г,в - W ^ ,e(p),(r,s » 1,2,...,г < в) инте­

гральны* операторов (3) о ядрами, имеющими непрерывные на Q частные 

производные ;, (о,г-1, </=о7ягТ, и суммируемые в квадрате на Q

частные производные h ( r J ) , h <i,m), 1=57г ,  J-GTs. И, кроме того,

У  У  ШХг |л«^| ♦ у  [ ГГл«-^12«й аГ / г .*
U  U  1 its I J0l J J

6
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Рассматриваются классы - їГ(р), *£*• - «^(р) уравнений

(1 ) с операторами, соответственно из классов и и свобод­

ными членами f ( t )  иа (0,1 ).

Теорема 4.1. С г,раведливо соот нош ение

в „ ( К > * v o  *

Огмилалъньй п ор я д ок  на  к л а ссах  |Г и Ф ™ р еам ищ еп летод Слоана 1^, 

построенный на  в а з е  орт опроею ю ра Pg  на  подпрост ранст во а л ге д р а и ч е с  
ких м ногочл енов ст еп ен и  н е  выше N-1.

В §5 на тех же классах Ш̂'*, рассматривается задача об опти­

мизации неадаптивных прямых методов и доказана 

Теорема 5.1. Справедливы соотнош ения

v t y  > V * ^  *
Надо отметить, что оптимизация прямых методов приближенного ре­

шения интегральных уравнений Вольтерра ранее не исследовалась ни в

смысле величины V„, ни в смысле 9„.я я

Результаты §4, 56 опубликованы в работе 11).

В §6 в качестве пространства X берется Lg ^Lz(0 ,2% ). В качестве

пространстве Г - пространство А^, элемента»®! которого являются 2it -

периодические функции f ( t ) ,  допускапцие аналитическое продолжение в 
полооу С ш = ( + I'U, -Ku<i > комплексной плоскости.

Пусть Н1-  множество интегральных операторов И, вида
21С

Яz ( t )  * | hCt.Tj-zfTjdi (4)

о

принадлежащих классу У.' (Lz , a\) .

Рассматривается класс ®1 - уравнений (1) с операторами Н t  Н1 и 
свободными членами f ( t ) e  а\~ .I

t
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Теорема 6.1. С праведливо соот нош ение 

Щ * ' )  я  е " * '

Огтилалъний п о р я д ок  на к л а с с е  Vі реалиаует  лет од Слоана £^, пост ро  

енннО. на д о з е  орт опроен яора  Sn н а  подпрост ранст во Тп -  щ лігонолет ри-

ческит  полинолов, ст еп ени  н е  выие п ~[S/2J Г̂р]-це̂*ая <*асяъ чи сла  р}.

Отметим, что уравнения из класса »’ естественно возникают в ме­
тоде граничных интегральных уравнений при реши шеи задачи Дирихле для 

уравнения Лапласа в областях, ограниченных звмкнутш»еи аналитическими 

кривыми . Заметим еще, что класс Щ1 подержит уравнения, ядра кото­

рых обладают бесконечной гладкостью по соответствующим переменным.

Так, например, для принадлежности оператора В классу Я1 достаточно 
чтобы ядро t , х) в (4) по каждой переменной являлось перводичеокой 
аналитической функцией, продолжимой в полосу ширино* 21.

В }? в качестве пространства Y берется пространство г£, элемен­

тами которого являются гх-перио дические функции f ( t ) ,  представшие

в виде f ( t ) =  u ( p , t ) ,  0<р<1 , где функция u ( r , t ) : о?2-ог гармонична в 

круге радиуса 1 (r,t- полярные координаты точки на плоскости).

Пусть W? - множество интегральных операторов Я вида (4), при­
надлежащих классу 'H*(L3 , tP) .

Рассматривается класс - уравнений (1) с операторами Н (  v P и 

свободными члена*» f ( t ) i  Г ^.

Теорем» 7 .1 .  С праведливо соот нош ение 

вя (Чр) х р" .

О гтшшъный п о р я д ок  ни  к л а с с е  чР р еал и зу ет  летод Слоана Г̂, пост ро  

енжП  на  д е в е  ортотгроетора Sn на подпрост ранст во Тп , п » ^/?].

Из результатов работ Б.Г.Габдулхаева следует, что для оптималь­

ней ггагрешяоотж неядартивяых прямых методов на классах >Р1 и чР будут
гправр,п.пивы соотнои«»гагя
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УЯ(ЧІ1) х е - я і/ г , Уы(чР.) У р”/2.

Из общих оценок, полученных в диссертационной работе 0.Г.Солод 

кого, следует, что метод Курполя-Пэревврзева на классах Vі и чР дп~

Результаты §6, §7 опубликованы в работе [2].

В }8 в качестве X берется if - пространство ограниченны* на от­
резке [0,11 функций f ( t )  с обычной нормой. Обозначим через &3 прост­
ранство непрерывных функций удовлетворяющих условию u>(f,0) -і
< c -w (S ) , где w ( f , 0)  -  модуль непрерывности функции f ( t ) ,  ы(0)  -  не­
который заданный модуль непрерывности на [0,11, а о - константа, не 

зависящая от 0. Рассматривается класс Ч?1’ интегральных уравнений

где Н е и / € 0^.

Теорема 8.1. С праведливо соот нош ение 

вИЫ°) х шг (1/К).
Оптимальный п ор я д ок  погреш ност и на к л а с с е  9Ґ р еал и зует  адаптив­

ный прямой жепод К урп ел я -П ер ев ер зева £ ^, построенный на баяе п р о ек ­

тора S*, сопост авляю щ его каждой функции /(Ы частинную п-ю с уллу  е в  

р я да  Ф урье п о  ортоноржировахной си ст ем е функций Каара.

Кроме того, указывается конкретный модуль непрерывности uQ (C) * 

* w(tv -lnqt,0 ) и, как следствие из теоремы 8.1, приводится

Теорема 8.3. Пусть Ф - к л а сс  интегральных ура вн ен ий  ви да

где О $ v $ 1, q ( w,  а  я д р а h f ( t , т)  токовії, ’т о  Н € 71(%М,С °)  и сбо-

водны е члены f ( t )  € 0 ^ .  Т огда оптимальная погреш ност ь прямых лета­

ет в два раза менее высокую точность погрешности, чем метод Слоана.

z ( t )  - Hz( t )  + f ( t )  • J h ( t , x ) ' Z(tjdt + f ( t ) .
О

e(t) - Hz( t ) + f ( t )  S I h (<t,T).ln4 (|t-t|).|t-T|v-'.z(x)cft / f i t ) ,

о
ш

0 <  v < 1, q ( w, а  ядра h ( t , x )  таковы, что H € Я (If,С ° )  и сбо
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пб о б  и в  Vh  на к л а с с е  V удовл ет воряет  соотношению  

9_(Ши°) я 1пг ‘гЯ -Я -г1’ .Я

Отметим, что если функция ( t , %) имеет абсолютно непрерывную ограни­
ченную частную производную по переменной t, то этого условия доствто-

ш
чно для того, чтобы оператор Я действовал из Ы в О

Проводится сравнение теоремы 8.3 с результатами Б.Г.Гвбдулхае-

Б8, из которого можно сделать вывод, что неадаптивные прямые методы
ш

не обеспечивают для класса Ф ° оптимальный порядок погрешности, а 

метод Курпеля-Переверзева является оптимальным по порядку на втом 

классе и дает в 2 раза более высокий порядок точности погрешности, 
чем неадаптивные методы.

Результаты §8 опубликованы в работах £3-61.

59, в отличие от остальных, посвящен проблеме конечномерной ап­

проксимации решений некорректных задач, в именно, интегральным урав­

нениям первого рода. Приводится модиіикация прямого метода, предло­

женного в монографш В.К.Иванова, В.В.Ввсина, В.П.Танана. Показано, 

что на довольно широком классе интегральных уравнений первого рода, 

втот модифицированный метод экономичен в смзоле размерности возника­

ющей системы уравнений, и в смысле числа операций, требуемых для вы­

числения приближенного решения.

Автор благодарит своего научного руководителя докторе физико- 

математических наук О.В.Переверэевя за внимание ■ постоянную помощь 

в работе»
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