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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

АКТУАЛЬНІСТЬ ТЕМИ. Граничні теор<ми для сум незалежних, 

випадкових величин (та, більш загально, ишадксвих елементів, 

які приймають значення в абстр; ктних лінійниі просторах) завжди 

були в центрі уваги спеціалістів з тнорії ймовірностей та 

математичної статистики, Серед них виділяються два великих 

класи тверд») і іь, перший з яких пов'язаний si збіжність 

розподілів *чи слабкою збіжністю), а другий - зі збіжністю 

майже напевно іц.н.). №><5 підкислити різний характер збішюсті 

у зазначених івердж&ішяк Ух традиційно називаю'!'. в 1пов!дно 
слабкими та си/ьними граничним теоремами.

При вивччіїні греіичних теорем для сум незалезших 

випадкових вііорів мож. ив1 дач типи нормувань: скалярні та 

оператори!, (раничні теоріями зі скалярним нормувшиш 

достатньо дооре вивчені і беруть свій початок в класичних 

роботах А.Я.Хіачіна, А.М.Колмогорова, Б.М.Гнеденко, П.ЛевІ, 

П.Хартмана І /к.ВІнтнора, И.Феллера, ї). В. Прохорова. Повна 

бібліографія сі'іітвй 1 монографій навіть за останню десятиліття 
нараховувала G, безумовно, сотні найменувань. У той же час 

опервторне норн.уїзаная (особливо в сильних граничних теоремах) 

стало розгляд, гася порівняно недавно, хоча вони більш 

адекватно відображають асимптотичну поведінку сум дезалежних 

випадкових векторів.

Однією з пзрших рчбіт, де досліджувалась центральна 

гранична теоремо (ЦГТ) с операторним нормуванням, в стаття

Н.П.Канделакі тн В.В.Сазонова (Теория вероятностей и ее 

применения.- 1964. - Т.9, N 1,- С.43-5Е). Вивчення Ще! задачі 

продовжили М.Хан (1979), З.Й.Юрек (1980), М.Клосовська (1980), 

М.Хан 1 М.Класс (1981,1986), С.В.Сямозський (1984),, С.Портной 

(1986). Питанням операторно стійких та оперягорно напівстійких 

розподілів були присвячені статті М.ІЬрп (1969), Р.Джейт (1977/ 

З.Й.Юрек (1980,1961), В.Хадсон 1 Дж.Мэсон (1981 ),Дж.Холмс 

Та іш. (1982), А.Лючак (1980, В.Чорня (19Г >), А.ГрІніїявічюс 

(1990). Умови отохестично! компактності операторно-норм ваяих 

еум незалежних випадкових векторів вивчалися у с-і аттяк 

П.ГрМфІнв (1986), В.Хадсона (1988), а слабкий закон великих 

чисел був встановлений 0.М.Ндренко И985). Локальні граниш!
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теореми розглядалися В.В.Лвріним (1987,1988).

Рівень и вивченості сильних граничних теорем з 

опораторним дармуванням значно відставав. Одними з перших 

досліджень посиленого захону великих чисел (ПЗВЧ) були роботи

О.М.Ядренка, які датуються початком 80-х років. Ці статті 

стимуливали разшток нових методів 1 засобів, ідо дозволило 

встановити необхідні те достатні умови ПЗВЧ у формі 

Прохорова-Лоева для симетричних доданків (Булдагин В.В., 

Соінцев С.4. Теория вероятностей и ее применения.- 1987. - 

Т.32, N г.- С. 266-281). Вежливо відмітити, що формулювання 

зазначеної форма ПЗВЧ містить операцію згортки, яка утруднив 

перевірку рІллої’Ідниг умов у негауосовському випадку.

Серед робіт, де вивчалися сильні граничні теореми з 

операторном нормуванням в іншій постановці можна відзначити 

статті Д.Вейнэра (19И5,'986). В них розглядалися аналоги 

юі-зсичзого зекону повторного логарифму Хартмана та Вінтнера 1 

закон повторного лоп.риіму Чжуна при вельми жорстких 

приіуд ннях про додвнки та норму от! оператори.

ч ким чином, визначилися не вирішені проблеми. Не, 

по-перте, поширення ПЗВЧ у формі Прохорове Лоева, а також 

інших жильних граничних теорем, на випадок несиметричних 

доданкіі. І, по-друге, отримання умов здійснювання 1ВВЧ 

йод 10 г.а інтегральному критерії.' Колмогорова- Петровського- 

Зрдда,j-Феллера (тобто без використовуиання onepan1І згортки). 

Тут буде доречно підкреслити той факт, що близькі до 

остаточних критерії зазначеного виду для суїд незахвжявх 

шпадкових величин зі скалярним нормуванням у загальній 

ст'уації були отримані порівняно нещодавно О.Ї.МартйкпРлопом 

(Теория вероятностей и ее применения. - 1984. - Т. 29, N S.- 

С.502-516). Невирішеними залшалися також проблеми сильної 

відносної с т ій к о с т і линійію пера',творе чого вшадкогэго блукання 

у гкінченновимірному евклідовому просторі, тв суя незалежних 

різяорозподіленчх випадкових еєіичин зі скалярним нормуванням.

Іншим, 1 зовсім недослідженим, виявилось коло питань, 

пов'язаних зі збіжністю (фундаментальністю) м.я. сум 

незалежних випадкових векторів з опораторним нормуванням, яке 

мав принципове значення дня опису вибіркової нрпвреряностч 

багатовимірного гауссовського маркерського процесу.
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МЕТА РОБОТИ;

-■ дослідити асимптотичну понеділку траєкторій випадкових 

послідовностей, які отримані лінійним перетворенням 

послідовності незалежних вішідкових величин;

- [«зробити методи, які дозволяють отримати шк t необхідні ти 

достатні умови найважливіших варіантів сиюдшх граничних 

теорем в схемі сум незалежних випадкових векторів з 

операторним нормуванням;

- вивчити вибіркову неперервність гауссівсі>ких яарковсьж 

процесів у скінчешовимірних лінійних просторах;

- описати клас іюзподіліз у скімтенновшірних просторах, суми 

котрих з сператорнии і скалярним нормувз <яям шіють 

властивість сильної відносної стійкості.

НАУКОВА ІіО'ЗИЗНА. Усі основні результати «шертаці ї є 

новими. До найбільш 1 сто птах П положень відносяться наступні:

1. Отримані сильні граничні теоремлі типу посішшого закону 

великих чисел те угаГальнаного закону швторвего логарифму 

(ЗІ1Л) для лілійно перетворених сум незалежних втаадкових 

векторів баз озіюжень на їх розподіли.

2. Встановлені критерії фундаментальності м.н таких сум.

3. Встанокіені ентропійні критерії вибіркової неперервності 

багатовимірних гауссівськкх марковських процесів.

4. ЗнайДеШ УМОВИ СИЛЬНОЇ ВІДНОСгЮІ стійкості лінійно 

перетвореного випадкового блукання у скінчешовимірних 

евклідових просторах.

Результати работи мають теоретичний характер,, (Зони можуть 

знайти застосування у задачах, по»'ямних с асимптотичною 

поведінкою сум незалежних випадкових векторів з операторним 

нормуванням, у теорії стохастичішх рекурентних рівнянь, у 

задачах стохастичнеї апроксимації, у математичній статистиці, 

у теорії гауссівських мір 1 в теорії випадкових рядів у 

нескінченновиміршх просторах.

АПРОБАЦІЯ РОБОТИ, Головні результати дисертації

доповідалися на І Всесвітньому конгресі товариства

ІМ.БернуллІ (Ташкент, 1986), Украінськ.о-угорсьчій кспференці5
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"Отсіастичні процеси та їх застосування на персональна* 

комп'ютерах* (Д'Збрецан, 1988), 7 1 VI Міжнародних Вільнюськім 

кояфсренці'як (Вілшюс, 1980.1993), школі-колоквіум і,

присвяченоЦ? Х>. В.Прохорову (Бакуріяні, 1990), 6-й Радянсько - 

японській кніф-фешіїІ з теорії ймовірностей та математичної 

статистики (Salt, 1990* Українсько-угорській конференції "Нові 

напрямки в теорії, ймовірностей тэ математичній статистиці" 

(Мукзчево, 1Sза), на семінарах ? теорії ймовірностей та 

математичної статистик* в Київському університеті. Київському 

полі технічному інспиуті, Інституті математики АН України, 

Магматично*/ ійституті ім.Стекдояа Російської АН та інших.

ПУВДШЛН. Основні результати дисі>ртацїї опубліковачі

t роГютах її-161.

[.’C T W A  I QS*B4 РОВОТИ. Дисертація складаються з 

вступу та Р'кги глав, які аоділзні на параграфи 1 ешкму 

літйра гург. Сітвсок літератури налічує 1?9 найменувань. Od'fM

роОоч* 321 сторінка мгаЖиоїшст. і

ешсі тоїи

гЧехай (Xfc, fe1) - nta’iboBHlcTi незаивмит бяшдоюшм 

.зо?.'грів у иьвимірному емшдовому просторі R 1 

( І , а>1 ) - послідовність лМійаих операторів. ХІМм \і

Чя j  R® (4:1). Скрізь ви*i-j Sr * Х1 ♦ Xj, + ... + Х„. ’til

ІЬзначймо медіану (скашмо нлЯмівілу] випадкової вьлячтк X 

як med X. Якщо X є т і т л т с і  вектор у і)’,7", а

Й « ( ek ; X » 1, . . .  , Я ) - ДЬЯК*й 1НЗЙС У Щ ЖУ .Плотері.

Do, розкларши X за базисом 8 і

під медіаною у Оазисі В шгадкороґо вакторв X будемо 

розуміти вектор

MEDjg X  = e 1 MED?-) + e 2 MED?g + • • • + МСО(

Нашою метою е з'ясування умов збіжності до нуля м .н ., 
збіжності (фундаментальності) м .н. та обмеженості м .н. 
випадкової иослілорногті ( *ПРП -  , іг т, А^СП, г - 1  ).
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При доведеш! дат ївзрдавнь постійно застосовуються різні 

аехаїчні засоби такі, наприклад* як сшетшзація, «різаная та 

інші. В першій главі "Припиши під: умову® вння лініііда; 

стохастичшх схем” проіюнуетьон єдиний ьдхід до всташвдавш 

таких допоміжних тверджень у н8йзагв.>ьн1ю1И ситуації, чі« і

оїсїиюе такі важливі схеми, як схшж тцюстаючих ’уь1 
незалежних шпадкових векторів з опереіорвт І скаляр;паї 

норэдгванням, охему зважешіз сум иезалажша випадком), 

елементів та ївші.

Нехай ( г, Ц 8 ) - сене,яівельний Сішвхів гцк тір; а(*)

- простір зо їж<рх (фундаиеатіи.ііих) послідовностей Розгдкчвмч 

даоївдексвий ж і яв *--з.шчню .іипадкоїш: елементі (ж-в.».в) 

OLj.5 n.tel), я :1 задавольшмі ;> умови:
СО

ІЦ) для .ожшго » t1 ряд J  ЇГІ£ збігає?; ;я м.н. в

K=1 j \
нормі п рост ор і *  ;

U D 4  І. (Д )ВН ОСТ  І */к  - ( Х) ік  ,  П21 ) ,  t e l

незалежні 1 іяметричн, як випадкої t елеме.-га простору

послідовностей *  < х  =* ( ж1 , Xg, , )t хк ■« * ,  tel }, І 

нехай ( pnks i , t e t )  - двоіндексний №.:і>в (матииц ) дійсних

Чисел, як і зад иолш яюп умови:

< V  P n x ‘bn K V  

де (b^j n.tei) 1 (ck , tel ) T8K1, що

Cg) eu^ |Cj| < oo :

03 ) Var (b^j n.tel) «

Г m'1 1
* s? s? i ja - *  ■Ьпл+і1 + ,bn*ei] < °° ■

Для формулювання принципу стисдлшм в просторі С (Ж) 

поряд з умовами М1 я Mg на основний масив < УпК> »

умовами сі~сз на матриця стиск "яя { Р,іК) необхідна

Податкова умова:

МС*> для КОЖНОГО te l

К  *  ( f*nkYnk* пл1 ) *  а { * > м н ‘
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Покладі їмо
00 го

Zn * 1 Ynk ' = 1 PnJ&ifc * ni1*
k=1 k==1

Теорема t.1.1. Нехай виконані умови ^ , Ц£, C^-Cg 

I MC*. Тоді, якщо

( Zn , П21 ) * c(s) M.B., 

то справедливі наступні твердження:

1) ( Zn , n>1 ? « c(s) и.н.;
*

2 ) ряд> J  їк вбігається м.и. в нормі простору ж, .те
к=1

п *>

3) ш : місце рівність
Г)

1Ш К я 1 h м-н-
к=1

00

(Гокримочу випадку знявших сум Zn = J ^dAt* Гй1
k-1

msff.m ir.iu випадкових доданків теорем» 1.1.1 описує

му.пьтиалікетш’к' і перетворення підсумовуючих матриць

i3 nJr) ,  к от р і не ВИВОДЯТЬ 30})!ЖЄНІ ПОСЛІДОВНОСТІ ЗЄ8ЖЄЙИХ
00

■:уМ ( ^  РпКа п А ’ к 1  )  *3 Щ ^ОТСГУ ЗбІЯЛИХ ПОСЛi .V P l  'CTf'1

М
(лаг.л їд ок  1 . 1 . 2 ) ,

Одна з найважливіших застосуюсь теорії нескінченних 

w  триць відноситься до узагальнення поняття границі то П

5 л;тосування до вивчення рОЕ'бІЖГОІХ рядів. Для топ щоб

і «значити "суму" розбіжного у звяч;Л:;ому знвченя! ряду, як 

ирввило, використовують різаі метода у. агальненпго

пісумовувавня. Прикладами клаоичнкх ютодів yw'n.№ і: ного

Підсумовування в методи Чезаро, ІІуассонн, Абеля, Бореля, Ь’йлврп 

те інші. В §1.2 встановлюється твердження про граничний 

перехід під знаком нескінченної суми (теорема 1.2.1). Це 

дозволяв разом з відомим твердженням *.-П.Кахена про збіжність 

узагальнено сумовних м.н. рядів з незалежними симетричними 

випадковими елементами (наслідок 1.2 .1) отримати також
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твердження про еквівалентність узагальненого підсумовування 

матрицями обмеженої варіації (ічорена 1.2.2).

На відміну від §} 1.1, 1.2, де лінійні схеми

підсумовуваная досліджувалися на стійкість відкосно збіжності 

м.н. , в 5 1.3 подібна задача розглядаються псі відноиеннв до 

збіжності за ймовірністю. Як відомо, матрица з рівномірно 

обмеженими елементами не е матрицями припустити: стискань по 

відношенню до зіжності м.н.. З теоремі 1.3.1 дові даться, ідо 

такі матриці будуть припустим,іш при заміні збій,ості м.н. 

на збіжність за ймовірністю.

Метод, іі'шй застосовуються при доведенні твердаеш» 

попередніх параграфів, базується на представлена1 лінійних 

послідовностей у вигляді! рядів із незалежних симетричних 

випадкових елтентів в просторах послідовностеі .  Ключовим 

моментом цих Л ведень в івердаення про ак£іівал0нта:і!ть сильної 
та слабкої збіжності мийж> напввво рядів і яэзалышга: 

симетричних випадкових і* лемент їв у сепарабельном* Саііаховому 

Просторі, яке втрачав силу в загальній несиметричній ситуації. 

Наступна теореми містить умови, при яких відзначене твердження 

про еквівалентність справедливо в загальному випадку,

Теорема 1,4.3, Нехай ( Ж1 ) тю игідовність

незалежних я-з.в.е. Для вбіжності ряду % Ху в * м.н.

к=1
необхідно, щоб для кожного с > 0 t, достатні/,, щоб для 

деякого о > о виконувалися умови:

V

В § 1.5 принцип симетризації, встановлений у § 1.4, 

конкретизується ДЛЯ ЛІНІЙНИХ послідовностей

Як було встановлено ї.-П.Кахаяом, узагальнена сумовність 

ряду Із незалежних випадкових додвнкіе тягне за побою сильну 

збішість цьоґо ряду. Виникав rrpeq„дао питання: при яких

CD

1) ї м —
00

2) l E V { l V s c )
<*>

збігається в норм! простору «5

3) ряд збігається Істотно слабко ч.я.

к=1



УМОВЕХ ЦйЯ ефект залишається снроледливим, ЯКЩО ВІДМОВИТИСЯ 

від симетричності додетаїв ?

Hexail { .’1с, tel > - послідоеїість незалежних вяладкоряж

величия; L ■ < л.{1(с; n.tel > - матриця узагальненого

пі доумовува.ып. Покіедош

yk * M(tD + tr х*1| |Х̂| SUF- (Л^І s О j, tel,

да v і .

Xj* л Xj, -  мш Хл. kal. і

Наслідок .j.9. Для того щоб із Л-сумовносїї ряду

J JCjf ¥.ft ЬГ.’ГЛШ-'ІЛб його ЗГНЖНІСТЬ Ч.Я.. НЗОбХІДЦО ДЛЯ

кн
jw«*>ro : : о І, доспто дїя да якого с > 0, щоС зоїгюоя

•зь

ряд І  Уіс.

ії; я и .г>му Л-сума ряда } Хк співпадає а toro c;w d

***

м.-ь тоді га тіл ьки тоді. Н\ДИ л-сума ряду £ ук сніваядеч

к~і
І  КОШ сумо-!).

Яра вивчанні Сильная граничил у тівцієм для сум незвдежагах 
чииз/дових волиіан часто ш.Чористовуоться .чепдл, я»:і 
(ЮТІвебуЮТЬ МОМЭНТНИХ ПрИДУПЛДі» irj о випадкові ДО(ИЄНКИ. 
Зйгав^ноприДшітим способом шр»ї.о;*у > іл доці льних вдппкковах 
Величин до величин з і  скінчеииі’ма моментами є їх зрізання. 
Особливий інтерес становлять теердадняя, які містять,,.утвЛ 
с/до чесної належності траєкторій послі дргі’ю сті с i'm зріз.ікра те 
послідовності сум незрізаних виля -̂коетп велган  даному
простору послідовностей. Такі пкрдаьйля найодяться в ( 1.6,

В заключному пара.треф І першої глави за допомог»

результатів § 1.5 принципи стискання в просторі зИжяих до

нуля 1 ОбмаженИХ послідовностей переносяться па несиметричний 

випадок.

На початковому етані дослідження асимптотично! поведінки 

и.н. сум незалежних випадкових доданків вельми афективними 

вдавляться твердження, які редукують задачу збіжності м.н.

8
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таких сум до збіжності послідовності Слочио-нввалбжшх сум цап 

доданків. Для сум незалежних випадкових величин зі скалярним 

нормуванням зазначена форма ІЕ13Ч 1 .'МШ започаткованії у 

}чк5отах Прохорова О.В. 1 Лшнв М. В нодішлн му така фарші 

салыих граничних тео[юм вивчашся в роботах Володіна Н.А. ти 

Нагаева С.В., Петрова В.В. 1 .й іртікайнинз О.І., Куддигїна В.В., 

Мартікайнена 0.1. Необхідні тв достатні умови виконааня ПЕїВЧ 

у форм» ГІрокорова-Лоева дді сум нпаалвжаих оимвтрич.шх 

випадкових шкіорів з оператор им нормуванням були втримані в 

вгаданій виша реваті Будцшчи і ІЗ.В. 1 Солнцева С.(

Друга і'.яяіі8 дисертації повністю орисвиче̂ ;і вивченню 

сильних гранлчі лх теореї з (азраторшої нормував і :ш у <fr рмї 

Прохорова-Лоеві;.

В § 2.1 наведені загальні необхідні умові,і воіжності, 

збіжності до нуля та обмо.іеності сум неы і вжшіх, ав 

обов'язково і.'Жвтричви, випадкових елзшнтів, .чі:і приймають 

значення в (' параболы.ому «анаховоку просторі. Всі ш 

твердасання в прямими ішслідками принципів сітшсання для 

лінійних послідовностей, які установлені » ТОрШІЙ главі.

В § 2.;? наводы/ься ПЗВЧ t критерій оЗмеженоот! 

операторно-норм іваних сум незалежних випадкова х і іекторів у 

скінченному є».дідовому просторі в аввгоштричній ситуації.

Нехай ( X ,  ІК1 ) - послідовність незалежних випадкових

операторів, діючих з IR в R d (Л=1); клас усіх

монотонно (алв не обов'язково строго) зростаючих до 

нескінченності я о с л ід о в ік ю т є Й натуральних чисел. Норму та 

скалярний добуток у відповідному просторі, вид якого 

визначається з контексту, позначимо Ц у 1

Будеш казати, Що розподіл шпадаотого вектсра X повний 

в lRm , mono його розподіл не зосереджений ні на якій 

гіперплощині у просторі IRm . Лінійний афінний мяоговид 

(в-площина, asm) ? в Жш максчг.іального виміру, на якому 

восереджеяний випадковий вектор X (тобто Р ( X « т ) =  1 ) 

будемо позначати /(X). Зрозуміло, що якщо розподіл X но 

повний в И?ш, то (X) не співпадав §. усім Rm . За означенням 

в-шгсшши завжди знайдеться такий в̂ипадковий вектор е. 

(який зветься вектором зсуву 8-ГЮО'даЯИ *>), ЩО " -  е е

векторів в •> 8 Т ) -  ПОСЛІДОВНІСТЬ лінійних



лІншим в&кторннм підпростором простору Rm . Якщо -

зсув 1*1. ТО L< (X^.fel )> ЕОЗН8Ї8ТИМ0 МІНІМЯЛЬШЛ
(sa виміром) лінійняй підпростір простору R®, ЯКИЙ МІСТЯТЬ 

всі ш директорії з»(Хк) - ak, tel.

Щоб спростити исзнвчення ми будемо вимагати, щоб

H O ^ . t e D )  в R". (1)

8№ ‘Н8чимо, по (1) буде виконане, якщо хоча б ода 8 
випадкових векторів Х̂, tel, мав повний розподіл в R®, *

Формально покладемо

(Ajĵ )  * “ HEOqj ISltSn, II': 1 ,

Теорема 2 .2 .1 . Нехай вяконеш (1). Для того щоб

Й V n  V n  І 0 мн‘* <*

m o d * 'дає для кожного с > 0 1, достатньо для деякого с > (J,

ІГ>0 шкону валися умови:

I V  I! Aftl T ^ S f f 0 »

СЦ) для будь -якої осхагідочвосгі ( п̂, 3>1 ) * лв

В V  * ^ 1 0 м,я“

10

.ї1'
П *1

ч а І
k=n +1 j

Більш того, якщо має місцв (2), то

я V V  І Н в *А  + E(inXk )*l{«(AnXk )*|(:.c}) | _  0, 
к=1

У випадку однаково розподілених доданків тоореиу 2 .2.1 
іГіЖНО уточнити.

Таореиа 2.2.2. Нехай ( Х̂, к>1 ) - послідовність 

незалежних однаково розподілених випадкових векторів 

(н.о.р.в.в.), які мають повний розподіл в просторі (Rm (пер.

Для того щоб мало місце (2) необходно для кожного с > 0,
і. достатньо для деякого с > 0, шоб виконувалися умова PLg,



> також наступні умови:

PL1E) для будь-якої послідовності ( п Ji-1 ) в

IV ,(<%.- V~(n̂ ^ I{|4 .x'|sc})|T^' о *•*•

Більш того, якщо мав місце (2), то

N W  п EW { lW sc}) °-
Критерії у формі Прохорова-Лоїша обмеженості м.н. сум 

незалежних випадкових векторів з оп«роторним нормуванням мають 

наступний вигляд.

Теорема 2.2.3. Нехай для послідовності незалежних

випадкових векторів ( Х^, tel ) виконано (1). Якщо

» V * n  - «°в V n  » < 400 <3)

то

Р116> » *п» < «*> •

дяя будь-якої послідовності (r»j, 3>1) « пт виконані умови:

«іб> »<V V*» ■ м{п> < 00 м я-‘
JC -+CD П  < l t s n  „ j+ *  J

і  і* *

КЦ7 ) ДЛЯ КОЖНОГО Є > М{п )

Й2 1 Л  " S«> " Іі 1 " V » < 400 М Н-З -»• j»* і " і

(1^ визначено в умові теореми 2.2 .1).
Обернено, нехай виконано РЬ15, для будь-якої

ПОСЛІДОВНОСТІ (nj, J>1) в яв масть місце Pt1g 1 при деятому

0 > И(п j — умова РЬ1Т. Тоді справедливо (3). При цьому

•ur I MED, V „ -  І  (« ® В *А  -E ( ‘ n ^ ) * l { l ( ^ ) * H ]  К  «»  
П1 k=1

Теорема 2.g.4. Нехай ( X̂ ., tel ) - послідовність 

н.о.р.в.в., Які миітгь повний разподіл у просторі Rra (r p 1),

1 виконана умова РЬд. Дяя того щоб мало місце (3) 

необхідно для кожного е > 0, І, достатньо для деякого с > 0 ,

11



цоб виконувалась умова:

РІ£С,) ДЛЯ буДЬ-ЯКОЇ ПОСЛІДОВНОСТІ ( tVj, 3 2 1 ) * « т

І Г м І ^  (<S - Sn )-(V l  -n )£*, 1 { | ^  ^|sc )]|-C ( „>< °°
JJ -♦<» J* 1 J*4 J w V J*1 7 J

БІЛЬШ 38 T9, якщо мае місце (3), TO

8UP it MT.^ AnSn- n E A ^ l f l V l H 50}) I < «>■

В } 2.3 встановлені необхідні та достаток! умови 

збіжності (фундаментальності) м.н. сум незалежних випадкових 

векторів з матричним нормуванням. Для спрощення позначень 

наведемо випадок тільки симетричних доданків.

Теорема 2.3.2. Нехай ( Х̂. кгі ) - послідовність 

незалежних симетричних випадкових векторів в R m . Для того

щоб

( П>1 ) в C(Rm) М.Н. (4)

необхідно та достатньо, щоб виконувалися умови:

PLg) для кожного fc>1

( А̂Х̂, п>1 ) « c(Rm ) м.н.■
00

PLg) ряд ^ Ук збігається в Кш м.н., де 

к=і

їк * te1:n —
PIg2 ) ДЛЯ будь-якої ПОСЛІДОВНОСТІ ( П у  JH  ) *

|А (S_ - S„ )|Н— -• О М.Н. S
inv  V  V ’

Окрім того, якщо виконані умови РЬ3 , РЬ5 1 РІ̂ 2 . то 

справедливо співвідношення
00

иму5п= І  \  м.н. 
к=і

Послідовність розв'язків системи багатовимірних 

рекурентних рівнянь не можна, взагалі кажучи, зобразити у 

вигляді послідовності наростаючих сум випадкових векторів з

12
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метричним нормунанням. В завершальному другу главу § 2.4 

розв’язки довільної системи аироксимуються розв’язками

спеціальним чином побудованої системи рекурентній 

стоіастлчішх рівнянь, які допускать зазначені зображення. Цо 

дозволяє переносити твердження 5§ '<‘.2 , 2.3 на оільш широку 

схиму послідовностей розв'язків відзначених систем.

В гливі 3, яка займав центральне місце в дисертації, 

досліджується асимптотична поведінка траєкторій сум незалежних 

випадкових векторів з опервторним нормуванням.

Перевірка умов PLg, , ?Г,17 1 т.п. тверджень

глави 2 у нэгауссовському випадку затруднена присутністю в їх 

формулюваннях операції згортки. Спираючись на нерівномірні

оцінки у центральній граничній теоремі, в 5 3.1 ймовірності 

великих ухилень таких згорток адроксимуються відповідними

кк>в 1 рюстм для гауссовськш доданків (лема 3.1.4). Це

дозволяв отршати критерії Інтегрального типу для ПЗВЧ та 

обмеженості м.н. операторно нормованих сум незалежних 

випадкових векторів.

Теорема 3.1.1. Нехай (X., Ж1) - послідовність

незалежних випадкових векторів у R ; 0 > 0, Д « (0, 11 -

деякі сталі. Припустимо, що винонані (1) та наступна умова:

Ьд) для всіх послідовностей ( п̂ , ;|г1 ) с 9ТМ

Для того щоб мало місце (2) необхідно та достатньо, 

щоб для всіх послідовностей ( rij, 3>1 ) « виконувалися 

1 наступне умова:

І^> для будь-якого с > 0

00 П  ’4-І1 І Е|Ок(в) - ЕСк(в)||г+Л < оо,
j=1 k=n.+1

Де

для будь-якого £ > ОV
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I e x p  ( - є  /  J E»Ck (C) - БСк(С)Кг ) < oo.

J=1 k » n +1

Теорема 3.1.2. Нехай (X., tel) - послідовність 

незалежних випадкових векторів в R ; А « (О, II - даякв 

стяла. Припустимо, що виконані (1) та умова:

L16) для всіх  0 > 0 1 будь-якої ПОСЛІДОВНОСТІ

( П у  J>1 ) « я т

І  І "  Е|Ск (0) - E0k (0 )i2+A < oo,

J=1 k ^ + 1

Якщо мае місце (3), то справедливо PL, 5 1 знайдеться 

таке стеля Н, що для B d x  о > М виконуються умови:

% )  I  r ( £ £  « W * «  > 0 ] < °°{
k=1 n *

Ь)8 ) знайдеться таке e>0 , що для будь-якої послідовності

V *
J  exp ( - Є /  J  E|G^(C) - E«k(c)|2 I  < oo.

.1=1 tm.+t

ОЭернено, нехай иве місце РЬ, 5 І для деякого в > О

виконані і Ljg. Тоді справедливо (3).

У випадку одняково розподілених доданків критерії 

збіжності до нуля та обмеженості м.н. операторно нормованих 

сум формально приймав більш простий вигляд.

Теорема 3.1.3. Нехай ( tel ) - послідовність

н.о.р.в.в. в *™, які мають повний розподіл; б > 0 . 
А (0, 11 - двяк! сталі. Припустимо, пр виконана умова:

bg3 ) для всіх послідовностей ( r ij, J>1 ) « Яш
СГ

I  Х1| < в }< о о .

' »“

Дня тгго щоб мало місце СЯ) необхідно та достатньо, 

щоб мало місце РТ̂ І дли wctx послідовностей (іц.ЗМ) * m

виконувалися наступні умгря;



Iig4) для будь-якого о > 0
00

2 "’( s t  ад » > о) < оо. 
k«1 "**

Lgg) для будь-якого Е > 0 .
00
J EXF( - 8 /(aj+1-nj>£|l l i Х,1 о̂}] < оо

0-1 и  ^  v J+I 7

Теоремі 3.1.4. Нзхяа (Х^ le i)  - послідовність 

It.О.р.в.в. в К*, як! масть повний розподіл ; A « (О, II 

*• двяка стала. Припустимо, що виконана умова:

Іpj) для всіх в > 0 1 будь-якої послідовності

( п-j. dsti > *
00

I  » J+1 - V  t i V  M 2+4l{<An *,«*«} < s°-
j»1 Jtl J“

Якщо виконано (3). то мав місце РГ,]5 І знайдеться

таке стала М, що для всіх с > М виконуються умови:
00

* » >  1 * (  • £  І*пМ > с J < оо4
к= 1  П - К

1 ^ 9  знайдеться таке є>0, що для будь-якої послідовності

( П у Лі» » «  Яв
00
2 «р [ - •  /^^д Ж ІА п  ^  < оо.

J—1
Оберігаю, нехай має місце FL15 І для деякого с > О 

виконані їзд, і Lpg. Тоді справедливо (3).

В $ 3.2 [встановлено, що для н.о.р.в.в. ( Х̂, tel ) 

з EfX , ! 2 < оо в ПЗВЧ 1 узагальїіеному ЗПЛ оператори® 

нормування ‘(Ад, пМ) моїио замінити на їх норми (ЦА̂Ц.гїіі).

Вводима 3.2.1 ■ Нехай ( 2^, tel ) - послідовність

а.о.ір.в.в. в фт, які мають повний розподіл в Rm ; EX., = О, 

ЇІ|ЗЦ|г < оо. Тоді

і v y  0 »>
і тому t тільки в тому випадку, коли

15
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II V  В Sn|| О м.я.

Важливо ВІДЗНаЧИТИ. ЩО умову £||Х1 II2 < ОО ЛІ тоорем! 3.2. t

не можиа послабити (приплед 3.2.1) навіть до

ИХ,!2
Е - г- ]: < оо.

ІЛ In |Х, ||

Критерій Інтегрального типу д,ия ПЗВЧ, сформульоваїшй в 

тгюрем! 3 .1 .3  без момент них припуирнь, у випадку скіяченаості 

другого моменту норне X, прийкай конче простая вигляд.

Т еорана 3 .2 .2 .  В умовах геореми 3 .2 .1  для того щоб

мало м ісц е  (5 ) , Ш л іох ід ао для кожного Л, > 1 , 1, достатньо

.для деякого А. > 1 , Щбб ДЛЯ ВСІХ є  > О

2  L'XP f  -  Є /  \ гк MAX II А ^ІІ2 )  < О О .

It X1,SJ<Xk*‘

Для обмэженогс закону повторного логарифма а.*ж>ги 

теорем 3.2.1 І 3.2.г мають наступний вид.

Теорема 3.2.3. Нехай виконані припущені» теоремі 3.2.1.

Тоді

ТІЙ ІІ А ^ Д І І  =  «С, <  оо м . н .  ( 6 )
п -♦ос

в тому І тільки в тому випадку, кож

Тім" Іі * | | 8 | - С2 < оо м.и.
П -*®

Теорема 3.2.4. В умовах теорема 3.2. т для того шрб 
мало місце (6) , необхідно для кожного X > 1, І, достатньо

для деякого \ > 1, щоб для деякого є > 0

7 ЕХР І - є /  *гк МАК 9 А1|г і < оо.

К

При вивченні узаі'аяьаввого Зйі природа* поставити собі 

питання: які умови повинен задовольняти розподіл векторе 

щоб, принвйкгї!, для однієї гкюлідовноеті неняп.чдкових мвтриць 

( іЦ , п>1 ) виконувалося співвідношеная

0 <Тім I AnSn - mcd^S,, I * С < оо к.я. (7)
ТІ -'♦оо

інешя словени. етяжгться іятання про сшгьяу відаосяу стійкість
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лінійно-перетвореного випадкового блукання в скінчевзому 

эвклидовому просторі. Повний розв'язок цієї задачі наведено в 

§ 3 .3 .  ІІоклидемо S tt!n: g:i|(=1>. Для спрощення позшічгнь

будемо :>тото:дшвяти вектор в ї?га 1 лінійний функціонал, який 
їм породжується

І(Х ) = <1, ї> ,  t ,r  « Кш.

Теорема 3.3.1. Нехай ( Хк, к>1 ) - послідовність 

н.о.р.в.в. в Rm, які мають повний розподіл в IRm . Для того 

щоб існувала така послідоваїсть лінійних операторів (Ац, п>1), 
що має місце (7), необхідно та достатньо, щоб

U? Р [ііГСХ,) І > и]

Лій. inf — — ------------------------- -—  = 0.
и -» U S  Е̂ (Хі> _ Еї(ЗЦ)]гі||Х(Х1)| s и]

Питання сильної відносної стійкості сум "незалежних, 

симетричних випадкових векторів зі скалярним нормуванням 

досліджувалося в роботах Введенської Е.Р. (1984,1988), де 

дано опис відповідному класу розподілів. Прикладом З.З'.Г 

показується, що клас розподілів в Кю, для яких виконується 

узагальнений ЗПЛ, розширюється при заміні скалярного 

нормування на оператор®.

У главі 4 детально вивчаються різні умови обмеженості: 

та неперервності м.н. гауссовських мар -овських процесів як з 

дискретним, так 1 з неперервним часом (кажучи про 

неперервність випадкового процесу з дискретним 48COM, тобто 

випадкової послідовності, ми,звичайно, розуміємо збіжність цієї 

послідовності М .Н.).

Зупинимося спочатку на зазначених властивостях 

багатовимірних гауссовських марковських послідовностей.

Послідовність випадкових векторів ( їп, п>1 ) у просторі 

R *1 е центрованою гауссовською мярковською послідовністю тоді 

та тільки тоді, якщо вона задовольняє систему стохаетичних 

рекурентних ріваянь:

Y1 = V  *n - Уп-1 + ^  

де ( сп, п>2 ) -  деяка послідовність невипадкових матриць;
( 2П, п>.1 } - послідовність незалежних центрованих ’ауссовськ. х 

векторів в !Rm, Як зазначалося, за допомогою твердалрь §
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задачу про обмеженість та збігають м.н. послідовності 

розв’язків система стохастичниі рекурентних рівнянь вдасться 

звести до аналогічної задачі для ійростьших сум випадкових 

векторів з операторним нормуванням. Тому, скориставшася 

теоремою 2.3.2 та оцінкою хвостів нормального розподілу, 

приходимо до наступного критерія фундаментальності м.н. 

багатовимірної гауссоеської маркенської послідовності.

Якщо X - центрований гаусоовський вектор в Жгп, то 

D (X) * ЄХХТ - коваріаційла матриця вшадкового вектора X.

Для сумісно гауосопської пара центрованих випадкових 

векторів /> X та У символом В(Х|ії> позначимо умовну 

коварірційяу матршдо:

DCX**) = Є (х - Е(Х|У)][х - E(XJ*>)\ 

де Е(Х|У) - умовна математичне споді ваши вектора X 

відносно вектора У.

Теорема 4 .t.1 . Нехай <Y_, п>1> - центрована гвуг.совська 

марковськ» послідовність в Ш . Для того щоб

і m  ї = Т м.н., (в)
а --•*»

явобх ідао те д остатки ', щуб виконувалися наступні уменш:

G. у L .».к Т_ * ї м.в.ї
П -.00

02) для всіх є > 0 те для всіх послідовностей 

t e j .  * 1  ) « пл

З  теореми 4.1.1 нескладно виводяться критерії збіжності 

до нуля і обмеженості и.н. багатовимірно! гауссовської 

мврковсько! послідовності (наслідки 4.1.1 Т8 4.1.2). Проте 

всі ці критерії мають достатньо громіздкий вигляд. їх вдається 

значно спростити за формою за допомогою метричної ентропії 

множили натуральних чисел відносно середньоквадратичного 

відхилення, яке порождена гвуссовською послідовністю.

Нехаі на параметричній множині S задвно центровану 

гауссоВську випадкову функцій У * [ У (в), а * S ], яка 

nptrtfrw? зяачеяя* п евмШ'вому просторі ' Rffl, які. Поклвлемо

00

1 ( - e / S P O ^ i y )  <00.



p^t.e) = \ E ||Y(t) - ї(в)ц',И (t.B « S ),

дв Й'Я * норма в Rm . Функція [ py (t,s); t,s « S ]

e Півметрикою на S 1 називається відхиленням, породженим

функцією Y. Якщо С s s та існує скінченне покриття мгежиші

С Ру-кулями, рад ус яких на перевершує в > О, то торос

N_ (С,є) позначимо число елементtв в найменшому (за
PY

кількістю елементів) є-покритті множини 0. Якщо скінченного 

E-покриття МНОЖИНИ С не існує, ТО ПОКЛПД9МО Мр̂(С,Є) в CO.

Величина Н(С,є) — нп (С.є) = In цп (С,є) (є>0) зветься
Py  Р у

Є - ентропією МНОЖИНИ С ВІДНОСНО Півштрики ру.

Асимітотична поведінка є-ентропі I H(S,e) при

є — • 0 тісно пов’язана з властивостями майже всіх реалізацій

функції Y. Судаковим В.М. було показано, що s u p  P4s>jj < оо
____ a«S

м.н., тягне за совою і_ім є H(S,e) < оо. А, якщо (R,fl) -
Б— О

метричний компакт 1 процес Y вибірково неперервний м.п.

на (S,d), то lim є1 H(S,e) = 0. Виявляється, що дія 
є-о

гауссовських марковських послідовностей сформульовані вдає 

необхідні умови будуть достатніми дш: обмеж-шості те

збіжності м.н.

Нехай Y = ( Y , паї) - центроване гауссовська мврковськй 

ПОСЛІДОВНІСТЬ В R , ВВІ: Ру (п.ш) - відхилення Н8 множині

натуральних чисел, яке породжене послідовністю Y; H(W,s) *

= н (fH. е ) - є-ентронія множини натуральних чисел W відносно 
Ру

Відхилення ру.

Творена 4.1.2. Для того щсхі

SUP BY Ц < оо м.н.,
п>1 п

необхідно та достатньо, щоб виконувалися умови:

G,) sup Sp  D(Yn ) < оо; 
e n>1 п

Gc) ТЇРГ єг H(W,e) < оо.
° е- 0

Теорема 4.1.3. Для того щоб

l i m  HYJI -  0 м.н.,
п—<*>
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необхідно та достатньо, щоб виконувалися умови:

С~) мм S p  0(ї „> * о ;
а п~» 11

О ,)  l im  є2 Н(ИІ.Є) = 0 .
' 6 -О

Теорема 4.1.4. Для того щоб мало місца співвідношення 

(8 ), необхідно та досїєтньо, щоб виконувалися умови G1 1 G^.
Одаовимірні гауссовські маркове, ькі послідовності 

задовольняють OTOXaCTOIHl рекурентні рівняння першого 

порядку. Розглядати гауссовські послідовності. які 

задовольняють ріішяиня більш високого порядку, приходимо до 

класу гауосовських ш-марковських послідовностей.

Нехай центрована гауссовськ» послідовийгь ( Yk> tel > 

задовольняв систему стохаетачних рекуреаіниж рівнянь:

Yn - Ь1А -1 + .............................ьшиуп-. + V n *  te1 ‘

Yo - ї л - ... » Y1 _а  » 0,

ДЕ' ( 7 , п>1 ) - послідовність незалежних стандартних 

гауосовських випадкових величин; (b^j 1;к£ю, nil), (А̂, ПИ) 

<- деякі задані набори дійсних чисел. Таку гауссовську 

послідовність інколи називають гауссовськом ю-марковською 

послідовністю. Підвищенням вимірності фазового простору 

гауссовську в-мврковську послідовність мохна перетворити в 

гауссовську марковеьку послідовність, але вже у просторі R®. 

Це дозволяв скористуватися результатами попереднього параграфе 

для отримання критеріїв фундаментальності, збіжності до нуля 1 
обмеженості м.н. гауссовських ш-марковських послідовностей.

Теорема 4.2.4. Нехай ( Yk, k>1 ) - центрован?
гауссовська ямиарковська послідовність;

р(п,*> * ІЕ|ЇП -  Y J 5 1 , ( n,m « W )
- відхилення на множин! натуральних чисел, яке пород*»»' 

послідовністю ( ?п, п>1 );

Н (»» ,Є ) = Нр (IN. Б ) (Є>0 )

- є-ентропія множини W відносно р. Для Tofo Щоб 
місце

20
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ї _ ----— - У м.н.п П ---*00
необхідно та достатньо, щоб виконувалися ушші

Д ip

V  їп- ^ ї ;

G,,) LIM F. Н(ІН,Є) = 0.
14 Є -»0

Теорема 4.2.5. Для того щоб Mdjo місце

ї_ ---■■"■» 0 і V.H.,п « —

необхідно та достатньо, щоб виконувалися та насту Ш»;

умова:

G10) 0 .

Творена Д.2.6. Для того щоб мал) Місце

sup  IYJ < оо м.н.,
П—1 п

необхідно та достатньо, щоб виконувалися ’/m o o t :

С .р) SUP Е ї?  < OOJ
ЛС П21 П

С, = ) ‘Тім’ є* Н(ОІ.є) < оо.
10 є - 0

Параграф 4.3 присвячений вивченні) вибіркові 

неперервності багатовимірного гьуссовоького маркове ьк6п:>
процесу.

Нехай ї =  [ Y(t), t « Tj - центрований сепарабелыгай 

стохестично неперервний гауссовський марковеький процес, який 

прийме є значення в ск 1 нченновим t рному евклідовому просторі IRm 

(неї). Для спрощення формулювання будемо припускати, що

І = [а, Ы - замкнутий відрізок і полової прямої. Позначимо 

через С(Т) простір неперервних відображень з (ї,|•|) 

в (Жт.||-||) (неї). Оскільки нас цікавлять умови Вибіркової 

неперервності м.н. процесу ї, то умови його центровнності 1 
стохастичної неперервності не 6 обмеженням.

Згвдана вище необхідна умова вибіркової неперервності 

В.М.Судакове в загальній гвуссовській ситувції не буде 

достатньо® для вибіркової неперервності м.н. гауссовсыюго 

процесу. Однак у гвуссовському марковському випадку ситуація 

змінпеться.
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Теорема 4.3.2. Для того щоб

0>[ Y « С(1) ] « 1.

необхідно та достатньо, щоб

цім є* Н(ї.є) = 0.
Є —О

В § 4.4 результати попередніх параграфів глави 4 

деталізуються у випадку одновимірних гауссовських марковських 

процесів.

Як вже відзначалося вище (§ 3.3), при вивченні ЗПД для 

схеми однаково разіюділених доданків цілком природно став 

проблема сильної відносної стійкості відповідного випадкового 

блукашія. У випадку н.о.р.в.в. та скалярного нормування добре 

відомий наступний результат. Для того щоб Існувала послідовність 

сталих ( ап, паї ), для якої ^  юо та

_______ I S  - MED S І

L IM  --- а— 1ї---- —  ■ 1 M . H . .  (9)
П ->оо П

необхідно та достатньо, щоб спільна функція разюділу <х) 

ннлвжала до області часткового притягання нормального вакону. 

Відзначимо, Що останнє еквівалентне співвідношенню 

up > и)

X  ' 0 1,01
|t|<U

Необхідність була доведена Б.А.РогозІним (1968) та. незалежно

Ц.Хейді (1969), а достатність - Х.Кестеном (1972). Таким чином, 

виконання для наростаючих сум н.о.р.в.в. узагальненого ЗПЛ 

еквівалентно виконанню для них ЦГТ. Мент вивченою залишалася 

схем» різнорозподілешіх доданків.

Глава 5 в основному чрисвачена дослідженню взаємозв'язку 

ЦГТ І узагальненого ЯМ у випадку різнорозподілешиг доданків. 

Нехай ( tel ) - послідовність незалежних випадкових 

величин э функціями розподілу F^fx). Покладемо

= I  t 2 (J ♦ м г »  * » ) * (  І  '  d  F f t  + MED t e l  .U>0 ,

Означення S.1.1. Будемо казати, що послідовність

випадкові»* величия < X*, tet ) підпорядковується центр? ігья* ft
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граничит, теоремі (1 записувати цей факт, як* (Х̂, k>1) « CLT ). 
шпіір знайдуться такі послідовності сталич (Сп> паї), (Bn ,ttW), 

що для деякої послідовності індексів ( 1;п, пгі ), кд | °° 

викопані умови:

) для довільного фіксованого є > 0

MAX p f  І \  - м є »  X. І > є І ■■■■■■ ■ ч  0 ;
1 < ksk 1 к и > "п

kn

W2 ) розподіли сум [ 2 хк - ВГ1 ]/ Сп слабко збії-агтьоя 

к=1
до номінального N(0,1 )-38К0Ну.

Відзначиш, що у випадку однаково розподілених Х̂, tel 

запис ( Xk , kai ) « CLT в загальноприйнятій терміжиогі ї 

означав, що Х1 належить до області часткового притягання 

нормального закону (будеш записувати їда 2 факт як ”Х, е с>Ра ).

Означенна 5.1.2. Будемо каз'ти, що послідовність

випадкових величин (Xk , к>1) підпор.чдяокується узагальненону 

закону повторного логарифму (та '.азисувати цей факт, як 

( Хд, П>1 ) « LIL), якщо знайдеться така послідовність

сталих ( ап, паї ), що виконано (9).

Таорема 5.1.1. Якщо

( Хн» п?1 ) « CLT. то ( Xjj. ni l ) « LIL.

Оокрема, з теореми 5.1.1 випливає, що послідовність 

незалежних випадкових величин, для якої викопана удава 

Яіндебарга, підпорядковується узагальненому ЗПЛ (наслідок 5.1.1

У випадку однаково розподілених доданків теорема 5.1.1 

тягне за собою згаданий результат Х.Кестена, для якого, як 

вже відзначалося, має місце 1 обернена імплікація. Таким чином, 

у випадку однаково розподілених доданків усі розподіли 

розбиваються на два класиа. До першого класу належать 

розподіли, які одночасно підпорядковуються ІїГТ та узагальненому 

ЗПЛ (цей клас повністю описується умово® (10)). До другого 

класу належать розподіли, які не підпорядковуються ні І1ГТ, ні 
ЗПЛ. З цієї точки зору при переході до різнорозподіланого 

випадку природно теж виділити две, по можливості найбільш 

широких, класи послідовностей, котрі маять такі ж властивості
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та допускать простий аналітичний опис. В § 5.2 детально 

обговорюються такі класи розподілів.

Клас послідовностей незалежних випадкових велігшн

( Х  ̂ tel )» які задовольняють умову

I Iа  f j i x *  - MED \  І > и]

LIM SUP — ................ ........ * 0,
ut^r к-1 ?к(и)

тобто, в деякому сенс), "рівномірно" належних DP A . будемо 

позначати UDPA. а сам цей факт записувати як (X^tel > <$ UDPA

Клас послідовностей незалежних випадкових величин

( Xk. tel f). які вадово.тьняют»

U 2  f f f X *  -  M E D  X *  f >  u ]

L ІН I N F ----- *--- -------- ---------> О,
и-*» кйі

тобто послідовностей, я к і  ‘’рівномірно да притягуються” до

нормальному закону, позначимо через им А, а сам факт 

аележаості поел1довност1 до цього класу будемо записувати як 
( Xk , tel > « UNA.

Означения 5 .2 .1 . Будемо казати, що послідовність

незалежних випадкових вєлиїин f ЗЕ̂. tet ) істотно 

стохастична, якщо для х т Ы  невипадкової послідовності 

( Ьп, »ef ) ряд ]> (Хп - Ьп> збігається м.н.

п
В § 5.3 доводоься, що Істстньо стохастична

гюслідовністі> з класу ЦОРА підпорядковується ЦОТ та 

узагальненому ЗПЛ.

Теорема 5.3.1. Нехай послідовність незалежних випадкових

величии (Xk , tel) істотао стохастична та (Х̂ , tet) « UDPA.

Тоді

( xk , tel ) « CLT та ( Xk , tel ) « LIL.

В § 5.4 описуються асимптотичні властивості нормованих 

сум незалежних випадкових величин з хчасу UNA- Отримані 

слабкий та посилений закон величих чисел, а текож твердження, 

яке показує, що послідовності * з класу UMA яэ

гідгорядкояувться nt ЦП‘, ні узагальнесому ЗГИ.

Теорема S.4.1. Нехай ( Xk . tel ) - послідовність 

ЧЄ9ЯГ‘'!«ШХ ВИЛЯСКОВІ» ЯЄ.ПШИН з класу (IN*. Тоді



( Xjj, 1E1 ) e CLT та С X ^  b>1 ) « LIL.

Окрема, з теореми 5.4.1 шлюзам, що для JWJoi 

зростаючої до нескінченності послідовності нормуючих атаяих 

( а.]Д ге 1 ) виконується аЮ ГВВЧ, або відповідна

послідовність нор» ванит сум необмежена. Виявляються tcnv«* 

нрос-а умова, яка рсзрізняе відана ієні випадки.

Теореме 5.4.2. Нехай 1 Х̂, к:1 ) * послідовність 

незалежних ншадковиі величин з клнсу UNA. Для того щоб 

____  I S -  MED S І
lim - — “—=--— • = 0 »<5о +сх*‘ м.н.
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ап п
необхідно щоб для кожного С > 0 і, достатньо, щоб для

деякого С > 0
00

J 1^ -  MED X̂ l > в INF ад J < <» або «  +оо
1г=1 afck

відповідно.

В § 5.5 розглянуті деякі їиптосуваняя твердинь 

попередніх параграфів до сум н.о.р.в.в. з ваговими 

коефіцієнтами та до розв’яків систем стохастичних рвкуреігг.атя 

рівняаь першого порядку. ' і

Розглянеш систем:/ стохастичних р&курвнтшж рівшш'. 

першого порядку:
ї = о,

( ‘I t )

де (А̂, геї), (Ьп, гй1) - задані послідовності натуральних 

чисел, а ( Хд, IE1 ) - послідовність н.о.р.в.в., Х1 в DP A .
Наступне твердження встановлює еквівалентність свшюі 

стійкості розв'язків системи (11) та нжонання посилів ного 

закону великих чисел для зважених зсурень ( ЬГ)ХГі, tel ). 

Покладеш п

/Ц - 1| An = п 1^,1. п>2.

к=1

Теорема 5.5.7. Нехай Х1 « DPA; ( а̂, паї ) -

послідовність сталих, які задовольняють умову

j °°> п —• 00 С12)

Наступні твердження еквівалентні:



1 )  ~ — З-------------------------------------------------------~  ® “ - H . J

м.н.,
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Yn  -  MED ї п
і ) • J ? ---------- S -------   o
'' a na

IL  - MED • _p) JS--- в -- . о' a n ~*oo
n

n

*n = I VSt' ni1‘ 
k=1

де

3) J  ір[ |2Ц| > 6 < 00 всякого (для
ям

д о ш іо г о ) й > 0 .
V

Наслідок 5 .5 .1 . Нехай Х1 належить до області 

нормального притягання а-ст Нікого закону з  0 < а  < 2;

(вд, п>1) - послідовність стелях, яка задовольняє (12), Тоді

ї _  -  M ED  ї п
— — £■----- ” ♦ 0 М.Н.

а  г» —Ю і
п

в тому І тільки в тому випадку, якщо
00 V  W__ * Ь і сх

ї  ис <0° 
к=1 11
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Диссертащія посвящена сильным предельным теоремам для 

сумм независимых случайных векторов с операторными 

нормировками. Получены критерии интегрального типа для 

усиленного закона больших чисел и ограниченности почта 

мверное операторна -вор»сфов8;шых сумм независимых случайных 

і ;е кто ров, принимающих значения в конечномерном евклидовом 

пространстве. Установлены энтропийные необходимые и 

достаточные условия выборочной непрецівности многомерных 

гауссовских марковских процессов. Исследована взаимосвязь 

сильных и слабых предельных теорем для сумм независимых 

случайных величин.
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The dissertation is devoted to strong limit theorems for 

sums of Independent random vectors with operator 
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large numbers and boundedness almost surely of operator 

normalized sums of Independent random vectors taking values In 
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