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Загальна характеристика роооти

Актуальність теми. Дифузійні процеси становлять клас про­

цесів, які характеризуються наступними властивостями: марко 

вістю , неп :рервністю траєкторій, а також вимогою існування ло 

кальних характеристик руху —  вектора переносу і матриці ди­

фузії, Одна з важливих задач теорії дифузійних процесів поля­

гає в розробці методів їх побудови за заданими матрицею ди­

фузії і вектором переносу, а у випадку простору станів з краем - 

за заданими загальними крайовими (граничними) умовами типу 

О. Д. Вентцеля. ІІій задачі і присвячена дана робота.

Можна виділити два основних методи побудови дифузійних 

процесів за заданими локальними характеристиками: аналітич­

ний і ймовірносний. Основні класичні результати в процесі вив­

чення даної проблеми одержали А. М. Колмогоров, В.Феллер, 

L. 1. Гіхман, К. Іто, Є. Б. Динкіи. Свій дальший розвиток обидва ме 

тоди знайшли відображення в роботах А. В. Скорохода, 

Д. В. Струка і С. P. С . Варадана, Г'. Л . Кулінича, М. В. Крилова, 

X .Танака, М .1. ГІортенка, А .Н .Кочубея, Н.ікеда і С .Ваганабе, 

('. В. Анулової, В. Гриґеліоігіса і Р. Мікулявічуса. Зокрема, М.1. 

Ііортенко, користуючись аналітичними методами, вперте виділив 

клас неперервних маркінських процесів, для яких матриця дифузії 

достатньо регулярна., а  вектор переносу існує лише в узагальнено­

му сенсі. Тай процеси були названі узагальненими дифузійними. 

Про їх важливу роль підкреслювалось у роботі М Маг гран кі л а 

і ІІ. Доєна (Bull. Sc. niath., 2 serie.- 1992. p. 67-93). В ній за­

значається, що дифузійні процеси, які допускають узагальнений 

вектор переносу, знаходять застосування нри моделюванні фізич­

них процесів, шо відбуваються в ядерному реакторі
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В даній роботі показано, що більш загальні класи узагальне­

них дифузійних процесій можна одержати, розв’язуючи так зна­

ні задачу про склеювання двох дифузійних процесів н скінчен- 

ноонмірному евклідовому просторі. ІІЯ задача, яка за с в о е ю  по­

становкою узагальнює попередню, є основним об ’єктом нашого 

дослідження за допомогою аналітичних метолів. ІТри такому під­

ході розв'язок проблеми практично зводиться до дослідження від­

повідних крайових задач або задач спряження для лінійних пара­

болічних рівнянь 2-го порядку, крайові умови або умови спряжен 

ня яких також визначаються диференціальними операторами 2-го 

порядку. При ньому ми вимагаємо, щоби розв'язки цих задач мож­

на було виражати через теплові нотепніали. Застосуванню те­

ор ії потенціалів при вивченні параболічних крайових задач (задач 

спряження) як для рівнянь, так і для їх систем присвячено багато 

робіт. Серед них ми відзначаємо монографії О. А. Л аднженської, 

В. А. Солошшкова та II. II. Уральцевої, А. Фрідмапа, С. Л. Ейдель- 

мана, С. Д: Івасшпена, а також роботи О . А. Олійник, Р. Аріма, 

Л . І. Камииіна, В. П. Михайлова, М. І. Матїйчука, F.. А. Надерко, 

Г>. В. Вазалія, Д. В. Сівакова, Г. І. Біжанової та ін. Необхідно за­

уважити, шо в постановках параболічних крайових задач (задач 

спряжения), досліджуваних згаданими авторами, вимагається, 

щоби для крайових операторів (операторів спряження) викону- 

вались умови допонняльності (умови сумісного накривання). Для 

зад ач , що розглядаються в даній роботі, такі умови пг' виконують­

ся. Тому, на наш ноі’ляд, запропонована тематика є актуальною 

як з точки зору загальної теорії марківських процесів, т;..к і для 

теорії диференціальних рівнянь в частинних нохілннх.
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Мета роботи полягає в розвитку аналітичних методів для по­

будови найбільш загальних класів узагальнених дифузійних про­

цесів.

Наукова новизна роботи полягає

— у введенні до розгляду спеціального фундаментального ро ­

зв’язку (с.ф.р.) для лінійного параболічного рівняння 2-го по­

рядку та вивченні основних його властивостей;

н дослідженні методом теплових потенціалів параболічних 

крайових задач (задач спряження^, для яких крайові опера­

тори (оператори спряження) визначаються диференціальни­

ми операторами 2-го порядку і не залавольннють умову до- 

иовняльиостї (умови сумісного накривання);

— - в побудові напівтрупи операторів, що описує дифузійний про­

цес в нанівобмеженій області із загальними граничними умо­

вами тину О. ІІ. Вентцеля;

— в побудові достатньо широких класів узагальнених дифузій­

них процесів за допомогою аналітичних методів, для яких уза­

гальненими функціями можуть бути як вектор переносу, так і 

матриця дифузії.

Методи дослідження. В роботі використовуються класичні 

методи теорії теплонпх потенціалів і теорії папінгрун. Центральне 

місце займає побудова геніального параболічного потенціалу, за 

допомогою якого питання про існування розв'язків параболічних 

крайових задач (задач спряження), що розглядаються, зводиться 

до дослідження рози’язків інтегральних рівнянь (систем інтеграль­

них рівнянь) Вольтерра II роду з ядрами, які мають інтегровану 

ОГобЛІШІГ і ь.



Наукова та практична цінність робо ги. Робо і.л мас ю ор е- 

тичний характер і її результати і .-формульовані у вигляді теорем. 

Розроблені методи лають можливість розв’язувати важливі нові 

класи параболічних крайових задач і задач спряження за допомо­

гою теплових потенціалів. Отримані аналітичні зображення для 

напівтруп операторів, іпо описують дифузійні пронеси в областях 

з краем за наперед заданими загальними граничними умовами, 

можуть бути застосовані до вивчення різноманітних функціоналів 

від узагальнених дифузійних процесів.

Результати дисертації можуть бути використані також при 

дослідженні важливих проблем фізики га біології.

Апробац ія роботи. Результати роботи доповідались:

— н і V Вільнюській міжнародній конференції з-теорії ймовірно­

стей та математичної статистики (Вільнюс, 1989р.1;

— на VIII зимовій ніколі по стохастичних процесах та оптималь­

ному контролю в Німеччині (Георгенталь, 1990р.);

— на VI Радянсько-Японському симпозіумі з теорії ймовірно­

стей та математичної статистики ( Київ, 1991р.);

на III Донецькій міжнародній конференції "Ймовірпосні моделі 

процесів в управлінні та надійності” і Донецьк, І99.Чр.);

— на Міжнародній математичній конференції, присвяченій па­

м'яті Ганса Гана (Чернівці, 1991р.);

— на Засіданнях секції теорії ймовірностей і математичної ста­

тистики Інституту математики ПАН України (керівники: ака­

демік ПАН України В. С. Королюк, академік II All України 

А. В. Скороход);

—  на Засіданні секції математики Західного наукового центру 

ПАП України (Львів, 1994р.);
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на семінарі з теорії диференціальних рівнянь в частинних по­

хідних в Чернівецькому держуніверситеті ім. Ю . Федьковича 

(керівник професор С. Л. Івасиліен, 1994р.);

— на семінарі з теорії диференціальних рівнянь в частинних по­

хідних Інституту математики НАН України (керівник профе­

сор М. Л .Горбачук, 1991р.);

— на. об ’єднаному семінарі з теорії диференціальних рівнянь і те­

орії ймовірностей та математичної стат истики Інституту ма­

тематики і механіки НАН-України (керівники: академік НАН 

України І. В. Скрипник, професор Ю .М .Ліньков, 1994р.).

Публікації. Основпі результати дисертації опубліковані в ро­

ботах автора [1 - 15].

Структура та об ’см роботи. Дисер тація складається з всту­

пу, трьох розділів та списку цитованої літератури, що нараховує 

84 найменувань. Повний об ’єм роботи — 298 сторінок машинопис­

ного тексту.

Зміст роботи

У  вступі обгрунтовано актуальність геми, дано короткий ог­

ляд результатів, шо мають безпосереднє відношення до теми ро­

боти, викладено зміст дисертації.

Розділ І "Розв ’язок методом нотенціліп параболічної крайової 

задачі в налівобмежепій області з крайовим оператором другого 

порядку, коефіцієнти якого не задовольняють умову доповняль- 

иості” складається з трьох параграфів.

В §1.1 наведені основні позначення, результати, пов'язані із 

звичайним фундаментальним розв’язком (з. ф. р.) параболічних 

рівнянь другого порядку, необхідні відомості з теорії напівгрун,
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які шікорцс гоиую'іься в роботі. В кінні параграфу сформульована 

досліджувана крайова задача. Постановка її виглядає. так.

Нехай Р = {* = (*і|.. • € R m,х,„ > 0} - область н R ”*,

гїї > 2, S = {* : х = (л',хт ) € R'", я,,, = 0} - границя області D ,

І) = D U .S' - замикання області D. Т у ї через г' — (.Г),. . . , f m_i) 

позначається точка, яка належить S. В області {І,х) € (0, +со) х 1) 

розглядається наступна крайома задача для лінійного параболіч­

ного ріїліяння 2-го порядку:

Lu(t.x), («,*) Є (0, от' у. D, (1)

и(о, я) = р(аг), х Є П ,  (2)

г - т .  , цдп(1,х',0) , ^  , (,du(f.*',0)
L,,ult.x ,(П =: q(x )-- ------- f- У а  к (я І-- -------

Ох,,, і)хк

(3)+ і  £  = «• € <0,оо) к 5,

"  4 ,;=1  J

до і  - диференціальний оператор 2-го порядку вигляду

1 л2 ,п а

k,j  *= 1

коефініптн я копі г. обмеженими неперервними функціями, визна­

ченими па R ”', ір(х),х Є R m - задана обмежена неперервна функ­

ція, 7(*'),afc|x'),/3fc)(*') задані обмежені ненореріші функції на 5, 

причому inf*<€>V *') > 0 і матриці Ь(х) = та /?(*') =

iih jl r'lj'bJ-, - симетричні, додатно визначені і рівномірно невиро- 

л ж е и і. Зауважимо, іно, як неважко переконатися, для коефінінтів 

оператора І.» не виконується умова лоповнялмюсті. Відзначи­

мо також, іно нас. цікавить існування класичного розв'язку задачі

fi



(1 )-(:$), який є неперервним у замкненій області Ч ,х і  <r. (О.ооі я О,

обмеженим на иескіиченіюсіі відносно .і-. мас неперервні похідні 
да ди д~ и . ,
— , ——  —-—-—  к j  — у внутрішніх точках пні област і,
<)1 ().tt <)т icOX j

задовольняє в них точках рівняння (І), а при / = І) і (І,х') €

(0, со) х S .умоші (2) і (3).

Існування шукаиоі'о розв’язку встановлюється нами за допо­

могою методів теорії теплових потенціалів шляхом нпедеппя до

розгляду спеціального фундаментального розв’язку (с.ф.р.) для 
д

оператора — - /,, що відповідає крайовому оператору /.0 ІІобу* 

доиі с.ф.р. присвячується §1.2- Ту т ми до;іаткоио припускаємо, 

що елементи матриці Ь(х) мають обмежені похідні першого поряд­

ку, які разом з функціями at(x),k = та елемеїпани ма­

триці /і(ж') є го льдеровими відлові піо на R'" та S з деяким пока і 

ником А(0 < А < І). Крім нього, покладаємо q(x') = І. Якщо вико-

та с  ф р ' ° ," '" 1тора Ж  - '■ »
формулою

GU,x,y') = С,>(1,х,у') + 6 ',н , t > « ,*  € К”*,!/ є  .S', (5)

ДО

п и -  Г  J [ Oy(lt* }( t ,x '-v\x„,+ , ,, , ,
■ O o d .x .y )- - ^  ^  — --- g- щ - ---- fc(» W  -».)du

So* H*.** _ » ',rm + u) = yj,* )(t,x - t»){„m=-u - з.ф.р. оператора

£ _  1 v '  / ґ >' ^
dt 2 .4 - *j ( j  a *kax j'

t,i=i J

/іі!( '(u,u' - y') (u > 0 ,u ',y 't  S) - аф.р. опора ю ра

а  і r>-

a„ 2 ^  1 ч  У tOvtdv.'
k,j=i >
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Л(,/.> = Ыу' = (0, . . .  ,11,1) «= R'" I - вектор конормалі,

G l {t,x,y') = f  dr f g(t — t,x,z)/jq(t,z,y ')dz,
J I) J Rm

$
у(1,х,г)  (t >  0лХу2 € R m) -  з.ф.р. оператора - —

ot

і i\ 1 i l  t \ і  /■ d 2G 0(T ,z>y')
IIo(t> z , у  ) =  - 2 ^  (bk j{z) -  bkj(y )) — -- +

kj—t

, / \ 0G o(T ,z,y ')
+ L * * W -  •

kj = I

Відзначимо деякі з властивостей функції G:

а) G it, х,у ') як функція аргументів І і х в області (і, х) € (0, оо) ч 

D  неперервно диференційована по і, двічі неперервнодиференцій- 

овапа по х і задовольняє рівняння (1);

б) для будь-яких t > (J,x є  D та у' Є S виконується співвідно­

шення

дС(1,х,у') , 1 ^ '  я ,^ G ( t ,x ,y ')
------7,---------6 +  о  > Я  Я-------  =

дхт 2 kj^t OXkOXj

dg„(t,x,y') , „  _ ,ч

= ' , у ) '

де у» - головна частина, з.ф.р. д,

.....  ас,it,,,я1) , і ^  „ ,, „9=6',їм ,і/’)
) -  dtm + j  L  « « ( » )  « . . « і } " - '

причому, якщо t Є (0,Г] (Т > 0 фіксовапс), х Є D,y- € S', то для Wo 

виконується нерівність

Л — "7
< С  <_І + ~Т~ Фс,,(* .* ,у'), 0 < 7 < А, (6)
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+ . i ' V .

x exp ( — ^ ' j dn. t > O. i  €  D,y' €  S. (7)

Заув.чжимо, що через функцію ФС|7(<, ж, у') виражаються також 

оцінки для функції G та її похідних.

U §1.3 сформульована, і доведена наступна теорема.

Теорема 1. Нехай для коефіцієнтів операторів L і Ln вико­

нані умоии, які забезпечують існуванпя як з.ф.р. д, так і с.ф.р. G 

для оператора — — Тоді, якщо початкова функція ір з умови

(2) двічі неперервно диференційована і обмежена разом зі своїми 

похідними, то існує обмежений розв’язок задачі (1) (3), вій має 

вигляд

Тут V - розв’язок інтегрального рівняння Волмерра II роду

а ядро К (і - т,х',у') при 0 < т < t < Т,х' ,у' Є S та деяких сталих 

С  і с допускає оцінку

и(« , * )= /  g(t,x,y)ip(y)dy+ [  dr f  G(,l-T,x,y')Vtr,y ,<p)dy'. (8)
Rm JO J i>

V(t,x',ip) = V(t,x',<p) + [  dr f K(t-T,x',y')V(T,y',ifi)dy\ (9) 
Jo JS

де

л>/j  T- . _ f  \d<j(tt ;x\y)  , _ i \ d g ( t . x ' , y )  ,441’*'v)- L  [“toT- + £“‘(*)—ST" +
+ 5 ]C vluitiv, t>a,x'es,

k,j= 1 ;

|A'(t - т,х',у')\ < C(t - r)~1+ 4 фc,7(t - т,х',у '). (10)
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Виконання нерівної: і і і ІШ да*: можливість при знаходженні ро­

зв'язку рівняння і!)і застосувати до нього іпичаіппгії метол послі- 

доншіх наближень. Іірн ньому, нкшо початкова функція кр задо­

вольняє умову теореми, то доведено, піо розв’язок рівняння (!)) 

г неперервним в області (і,ж') Є (0,оо) > S, і для цього при І Є 

[11, 7’], *' Є S справедлива оцінка

< Г'ІИ-'ІІ + (П)

де
in

Даний висновок в кінцевому підсумку і забезпечує розв’язок за­

дачі (1)-(3).

Єднність розв'язку задачі (1) СЯ випливає з принципу макс и­

муму для загальною лінійного параболічного ріинялпя другого 

порядку.

У розділі I I  методом теплових потенціалів досліджуються за­

дачі спряження для лінійного параболічного рівняння 2-го поряд­

ку з розривними коефіцієнтами у випадку, коли поверхнею розри­

ву вихідшіх коефіцієнтів є гіиерплошіша, і для яких оператори, 

іпо входять в умови спряження, не задовольняють умови суміс­

ного накривання. В найбільш загальному вигляді одна, із задач 

спряження розглянута в §2.3.

Сформулюємо її постановку.

Нехай Di = {ж : ж € R"‘ , ( - lУж,,, > <)}, і = 1,2 область в 

R"*,.m > 2, S = {г : ж - <•*'.жт > € R'"..J-,n = 0} - границя ібласті 

Di, ТУ, - I), U S - замикання області./Л,« = 1,2. Припустимо, шо

dtp (ж) 
джк

ґ ) і р { Ж )
дхцдж.і

in

■ І И І  =  S H |>  ] Г  
*ек- t=l

И)



п Пі, і = 1,2 заданий диференціальний оператор другого порядку

U :

L‘ = \ t  + 1  <*’« £ •  • = •■2, (.2) 
4 ,>=1  *  /

де b^j(x),a.^\x) - дійсні обмежені неперервні функції, визначені на 

R"*, матриця 6,(ї) = № « * > ) ”  , * = 1 ,2  симетрична, додатно

визначена і рівномірно невироджена.

Задача ііолягае в знаходженні функції u(t, х), визначеної і не­

перервної в області (t,x) Є [0, oo)xRm, обмеженої на нескінченності 

нілпосно х, яка одночаспо є розв’язком наступної задачі спряжен­

ня:
«л
—  - / ,.«  = 0, (t,x) 6 (0,оо) х Л і, і =  1,2, (13).

и(0,*) = *>(*), І Є Г ,  (14)

и(1,х',-0) ~ u(t,x',+0), (і,х ') Є (0,оо) х 5, (15)

г . і п\ / >x9u(t,a:',—0) . ,.du(t,x',+0)
L0u(t,x', 0) =  g i( i ' ) — Ч г 1— - + Ы * ) -  Ч - ’— -+

O '.Cm

. v-'1. /_іч*‘(і,* ',о ) , і , a»u(t,*',o)
+ £  «*<* >— S T -  + 5 Z  *><•) -ЙЙЦ ■ - «•

*= 1  *,;=}

((,x;) Є (0,oo) x S. (161

Гут <p‘та qi,q2,Ok,flkj - дійсні обмежені неперервні функції, ви 

значені відповідно на R m та S, причому qi(x') < 0,<ft(x') > 0, 

іпГІ-єь(9з(х') - Я\{х')) > 0 і матриця /?(х') -  (0іь,(*'))™7=і симе‘ 

трична, додатно визначена і рівномірно невироджена.

Існування шуканого розв’язку задачі (13)—(16) встановлюєть­

ся наступною теоремою.
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Теорема 2. Припушімо, що коефіцієнти оператора L,, 

і = 1,2, задовольняють умоїш теореми 1, а коефіцієнти опера­

тора Ln J умови (10) е гельдеронпми на S з деяким показником

А(0 < А < 1). Тоді, якщо початкова функція <р двічі неперервно 

диференційована і обмежена разом зі своїми похідними, то існує 

розв’язок задачі (13)~(1Й), він мас вигляд

u(t,x) = f  g,(t,x,y)tpiy)dy+ f dr j  Gi(1 - т,х,у')Уі(т,у',tp)dy',
УК”  JII Js

( > І ) , з : Є А , і = 1 , 2 ,  (17)

де Qi та G, відповідно з.ф.р. га с.ф.р. оператора — — Li, 

і — 1,2, a Vi,і = 1,2 - розв’язок деякої системи інтегральних рів­

нянь Вольтерра 11 роду.

Насамперед відзначимо, що функції 6‘і і С  > визначаються ріп- 

иостями, подібними до зображення (5). При цьому їх головпі ча­

стини, тобто функції Gjo і С?2о підбираються гак, щоб для G'j і G} 

виконувалися співвідношення

dGj(i,x,y') у*' PkAv') d'G ,it,x ,y ') _

дх,п ч 2 к̂ і Чч(у') -  q(y'). дхіедх,

= + И Ц і .х У ) ,  t > »,.т Є D i,i = 1,2,

де д,о головна частина з.ф.р. щ, і = 1,2, N,(y') = Ь,(у')і’(у'), 

і = 1,2 - вектор копормалі, а для И^цІЛ,х,у'), і = 1,2 при І Є 

(0,Т),х € D i,у' € S справедлива нерівність виду (6), в якій змін­

ну г,п у виразі для ФЄ|7( і,я ,у') слід замінити на |.г,„|. Тоді, якщо 

записати розв’язок задачі (ІЯ)-(Іб) у вигляді (17) з невідомими 

щільностями Vi,і = 1,2 і припустити, шо пі функції є неперерв­

ними при і > 0, х' є S та обмеженими в кожній області вигляду
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( t .* )  € (0,T\ у S, то, після иідстаноики даної» мираіу для и(І<х). 

і» умони спряжения t ІГіі, (10'», для V,, і і. 2 одержимо наступну 

сисному інтегральних рівнянь:

j f  <!т - т,.т',!/)[\‘і[г,у','р) - Vi(r,ll',<p)]flv'+

-f [  ГІТ f  У " K'-'Ul. - Г, :т , у I Vj I г, і / , Ір)і1ц' = /|>(<,л;', у1),

Ш ЛД/ - т\.г\у')Vjij',y’,<f)dtj + ф { і,х ',у ),і = 1, 2 , (18)

7—■ ’

ДО

f„(t,x\<p) = j  dr J y ; ^ i - r , . r '  ,y')-C,\(t~T,г\іі')Щт,у' ,v)dy'+

+ Ф(і,*\у?),

Ф(/, л', V-> — I  [g2(ux',v)-9iu,x\v)№.y)dv,
Jprr, »

t i l ,x ' ,v )  -  rt»x')ih<l,x\v>) - 7 i{x')'l'%(t,x\<p),

... a _  f  І Ш і< х’,у) , /  v - ___ o t u ' )
‘ ’ J ’ '  Jn - [  0xm q,(x') - q,(x')

<):rk * % , яАх') - 4\(x') дхьдхі
fcj=i ,

, . й = ! і ш й . , = ^ = ! ! < ^ ± i - и ,
2 </2»з;') - Vj )

а для идор Л'У” і V Ay, j  — 1,2 при 0 <  г < / < .г',у/' Є А*

виконуються оцінки

|а '° ’М - ФС)Г1< - г , * (1У)

Л — "у
~ Т. г'. і/і| ;■ < 7 ' и ' т Ф>:7( / г , . г  U 7 < А. (20)

ip(y)dy, і = 1,2,

1.4



Перше рівняння у і IS) t інтегральним рівнянням Вольтерра 1 

роду. Лля йот перетворення вводиться спеціальним чином підіб­

раний інтегро-диференціальний оператор t'. Формула, за якою 

визначається цей оператор є громіздкою, гиму J у і її їм* наводи 

мо. Застосування оператора £  до обох частин першого рівняння у 

(18) перетворює його до рівняння Вольтерра 11 роду. Як наслідок, 

система (18) замінюється еквівалентною їй системою інтегралі, 

них рівнянь Вольтерра II роду, розв’язаних підносно V,, і — 1,2, 

і для ядер якої справедливі оцінки вигляду (2<П. 11о означає, що 

до одержаної системи рівнянь можна застосувати негод нослідон 

них наближень. Зокрем ч, коли початкова функція if задовольняє 

умову теореми, то доведено, що функції V\ і Vt с неперервними в 

області (/•, J*) € [0,оо) V . S і для них справедліша оцінка вигляду 

( II) . Даний висновок обгрунтовує наші апріорні припущення під­

носно V,,* — 1,2, а отже, і твердження про ге, шо Функція и(1, х) є 

шуканим розв’язком задачі ilHV (lfi).

У пертих двох параграфах розділу 11 задача І i:tV(Ki) вин- 

чається в нринущенні, що оператор спряження /.(, є Диференніаль- 

ним оператором 1-го порядку. 'Гак, у 1)2.1 розглянуто випадок, 

коли умова спряжепня (16) задається лише лінійною комбінацією 

конормальних похідних від функції и, а н 1(2.2 задача (І.Ч)-Пв) ро­

зв’язана при умові, що у виразі для іц матриця /ї 3  0 . Ні задачі 

досліджуються при тих самих у монах відносно коефіцієнтів опера* 

торів L i,і = 1,2 , Lit та функції що й задача (1.4) і ІІІІ, і -тією лише 

різницею, що під елементів матриці />j,i — 1,2 н<- треба вимагати 

їх диференційованості, а тільки виконання для них умови 1 ельде- 

ра. їх розв’язки також зображуютьси у вигляді (17) з відпонідіюю 

заміною там в потенціалі iij>ocroro шару с.ф.р. (і, на з.ф.р. </,

II



(у першому випадку) або на с.ф.р. Ііаньї (у другому випадку). 

У  відповідності до цього, очевидно, буду ть змінювати сній пигляд 

як система рівнянь (18), так і оператор £, який, нагадаємо, відіграє 

роль регуляризатора в розумінні перетворення даної системи рів­

нянь до еквівалентної їй системи інтегральних рівняні. Вольтерра 

II ролу.

Відзначимо, що єдиність розв’язку задачі (ІЗ)-(Ю) та її част­

кових випадків пинлинає з принципу максимуму для лінійного па­

раболічного ріаняння 2-го порядку з розривними коефіцієнтами.

Розділ I I I  має назву ”Узагальнені дифузійні процеси”. В ньо­

му побудовані напівтрупи операторів, що описують дифузійні про­

цеси в напівобмежсних областях простору R m із заданими на гра­

ниці цих областей достатньо загальними граничними умовами ти­

пу О.Л. Вентпеля. Аналітичні зображення цих папіигруп визнача­

ються розв’язками відповідних крайових задач і задач спряження, 

вивчених у розділах І і II.

У |)3.1 досліджується напівтрупа /'<, t > 0, породжена розв’яз­

ком задачі (1)--(3). Зауважимо, що постановка і розв’язок цієї кра­

йової задачі є відображенням на мові класичного аналізу першо­

го етапу на шляху до розв’язку задачі про побудову дифузійно­

го процесу в замкненій області D, який у внутрішніх точках цієї 

області керується заданим твірним оператором L, а його поведін­

ка в точках границі області описується граничною умовою, ви­

значеною за допомогою крайового оператора L». Таким чином, 

якщо виконані умови теореми 1, то визначається праною

частиною співвідношення (8). Далі ми доводимо, що побудовану 

сім’ю операторів І\ при t > 0 можна визначити на класі всіх дійс­

них обмежених вимірних функцій. Переконуючись також в тому,
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що оператори Ті при кожному І > (І неперервні відносно поточко- 

пої збіжності функцій ір при рівномірній обмеженості їх норм, і що 

Т,<рц(х) =  1 для функції <ро(у) =  І, приходимо до висновку, Що ви­

значена за формулою (8 ) напінгрупа операторів описує в D деякий 

однорідний необривний марківський процес. Після нього доводи­

мо, що одержаний процес є пенервним. Л це буде означали, що 

побудова дифузійного процесу в замкненій області /), який від­

повідає твірному оператору М) і вентцелівській граничній умові

(3) завершена.

У заключних двох параграфах третього розділу за допомо­

гою аналітичних методів досліджується задача про склеювання 

двох дифузійних процесів в скінчепнонимірному евклідовому про­

сторі. Сформулюємо її постановку.

Нехай деяка поверхня 5 розділяє простір R ’" на дві частини: 

D t і D j, так, що D\ U І)? U S — R m. Нехай в області D i,i — 1,2 

заданий твірний оператор І,і деякого дифузійного процесу. По- 

трібпо з ’ясувати питання про існування напівтрупи операторів, 

яка описує неперервний феллерівський процес в R m, такий, що 

його частини в області 7Л,/ = 1 ,2  збігаються.з дифузійним проце­

сом, керованим, оператором І ,, а його поведінка в точках границі 

областей відповідає задітим на S достатньо загальним умовам 

спряження.

Ми розглядаємо випадок, коли області D\ і І) і є відповідно 

нижнім і верхнім напівгіросгорами з пезадержуючою границею Ь. 

Тоді, на мові аналізу, розв’язок сформульованої проблеми зво­

диться до розв'язку задачі спряження (13)-! 16). У розділі II було 

доведено, що коли коефіцієнт операторів L ,,i — 1,2 , Lo та почат­

кова функція ір задовольняють умови-теореми 2 , то шукай; напів- 

групу 7«,/ > 0 можна визначити за формулою (!7). Досліджуючи
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цю напівтрупу за попередньою схемою, приходимо до висновку, 

що воиа описує такий клас пеобрішних феллерівських процесів в 

R m, ймовірності переходу P(t,x ,dy) яких заадовольияють умови:

1) sup [  \y-x\cP(t,x ,dy) < Ct\ (21)
i6Rm Jit"'

де t Є (О, Г], С - деяка стала;

2) для всякого в Є R m та всякої фінітної неперервної функції 

ifi(x),x Є R m з дійсними значениями виконані співвідношення

Jim J  J  (у - x,0).PU,x,dt/)j dx =

= f <p(x)a(x)dx + f p(x')(a(x'),0)<p(x')dx', (22)
JR™ Ji

lim f <p(x)\\ [  (y - x ,0 )J P(t,x,c/y)| dx =

■= f ip(x){b(t)9t0)dx + f і)(х'){і){х')в',0')'p(x')dx', (23)
Ун- js

де o(x) = О і(ї), x 6 D,, і — 1,2, o ,( i)  =  («fc>(a:))fc_ .

a(x') = (a ,(x '),...,a ,,»- i(x '),4 i(* ') + <ft(x')) Є R ”\ b(x) -  fc.(x), 

а Є Di,« =  1,2,

і E L , (ь'гіи^У
(Mnm(x'))

Нерівність (21) та рівності (22), (23) означають, шо одержа­

ний процес є неперервним та узагальненим дифузійним процесом. 

Дли ш.ого, як вектор переносу, так і матриця дифузії існують ли­

те в узагальненому сенсі. Відзначимо, шо для процесів, породже­

них розв’язками часткових випадків задачі (.1І1)-(16), узагальне­

ною функцією буде лише вектор переносу.
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Поведінку побудованого процесу в різних частинах просто­

ру R™ можна трактувати так. Поки процес знаходиться в області 

D i,i = 1 , 2 , віп збігається із звичайтш дифузійним процесом, керо­

ваним оператором Li. Після виходу па поверхню S, йог о поведінка 

характеризується векторним полем «. ГІри цьому процес "встигає 

” відчути на собі також вилив граничної дифузії, дія якої визиа- 

чається матрицею /і, хоч сумарний час, який процес проводить 

на S має лебегову міру нуль.

Основний результат, одержаний в розділі III, можпа відобра­

зити за допомогою наступної теореми.

Теорема 3. Нехай в областях Dj і D j епклідопого просто­

ру R m, т  > 2, розділеппх між собою гпіерклопшною 5, задані 

твірні оператори L\ та L? відповідно деяких шюбривних дифузій- 

них процесів. Припустимо, що коефіцієнти цих операторів, а та­

кож функції <j,,t =  l,2,otk%lhj,k,j — l , . . . ,m  - 1, що визначені на

5, задовольняють умови теореми 2. Тоді існує напівгрупа опе­

раторів, яка описує достатньо загальний клас пеиерервпих мар- 

ківських процесів в R'" таких, що їх частини в областях D\ і D j 

збігаються із заданими дифузійними процесами, а їх поведіпка в 

точках грашші S характеризується умовами спряження (15), (їй). 

Побудовані процеси мають також ту властивість, що для них ди­

фузійні коефіцієнти існують лише в узагальненому сенсі.
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сопряжения), для которых не вьпюлняю'і'ся условия дополпитель- 

иости (совместного иакрмнанил). Построены аналитические вы­

ражения для полугрупп операторов, описывающих диффузионные 

процессы в полуограннченных областях при заданных достаточно 

общих граничных условиях.

Kopytko 11.1. Analytic methods iu the theory of diffusion processes.

Doctor of Science Thesis (Physics and Mathematics), specialization - 

probability theory and mathematical statistic, differential expiations. Ins­

titute of Mathematics, NAS of Ukraine, Kyiv, 1994.

15 scientific papers containing theoretical studies on the theory of diffision 

processes by analytic methods are defended. With the aid of method 

of heat potential theory existence of solutions of parabolic boundary 

problems (conjugation problem) for which the complementarity (common 

covering) conditions are not satisfied is proved. Analytical expressions for 

semi-group of operators describing diffusion processes in semi-bounded 

domains under given sufficiently general boundary conditions are con­

struct ed.
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