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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Дослідження станів нескінченних систем за­

ряджених частинок с важливою задачею сучасної математичної фі­

зики, яка має як прикладне, гак і теоретичне значення.

Стани скінченних систем повністю визначаються послідовністю 

функцій розподілу (або кореляційних функцій) в класичному ви­

падку і послідовністю статистичних операторів комплексів частинок 

(або редукованих матриць густини) - в квантовому. При скінчен­

ному числі частинок і об'ємі системи ці функції (оператори), з ма­

тематичної точки зору, визначаються строго. Якщо у виразах для 

них попрямувати (при постійній густині) число частинок і об'єм до 

нескінченності (виконати, так званий, термодинамічний граничний 

мере хіт), ми і отримаємо функції (оператори), що описують стани 

нескії денних систем заряджених частинок. Саме такий підхід і ви­

користовується в нашій роботі.

Проблема обгрунтування термодинамічного граничного перехо­

ду для систем з кулонівською взаємодією досить складна і вимагає 

розробки і використання найсучасніших математичних методів. 

Суттєві успіхи при описі просторово однорідних систем зарядже­

них частинок пов'язані з Працями Д. Бріджеса (D, Brydgcs) (за­

рядово-симетричний газ на гратці), Д. Бріджеса і II. Федербуша 

(P. Federbuxli) (неперервні системи), ОЛ. Ребенка (іон-дипольиі 

системи), а також Т. Імбрі (Т. Itnbrie) (системи типу желе). Ці 

результати пов'язані з відкріггіям тісного зв'язку між модельними 

системами квантової теорії поля і статистичної механіки. Введення 

в статистичну механіку евклідових полів і використання Sine- 

Gorilo" - перствореїтя дало можливість подати вирази для 

функцій розподілу спочатку при скінченному об'ємі у вигляді 

функціональних інтегралів, а потім дія дослідження іч при A f R



застосувати такі потужні методи як метод кластерних розкладів та 

контурну техніку (Глимм Дж., Джаффе А. Математические методы 

квантовой физики. Подход с использованием функциональных ин­

тегралов. - М.; Мир, 1984. - 448с.).

Особливе значння має розробка математично строгих методів 

описання нескінченних просторово-неоднорідних систем зарядже­

них частинок, при наявності в середовищі всликоі̂ сількості непро­

никних діелектричних включень або перешкод (так званої дина­

мічної мембрани), коли виникають додаткові труднощі, пов'язані з 

необхідністю враховувати заряди, що індукуються на поверхнях 

розділу областей з різними діелектричними проникностями. Не 

менш важливим є також описання нескінченних систем зарядже­

них частинок, що дифундують у рідині. Актуальність цих проблем 

зумовлена в першу чергу тим, що вони мають безпосереднє відно­

шення до теорії процесу протікання розчинів електролітів через 

мембрани, дослідженню якого в останні роки приділяється все 

більше уваги і який відіграє важливу роль у природі та техніці.

Важливою є також задача розробки методів дослідження таких 

нескінченних квантових модельних систем заряджених частинок, 

які є точно розв'язувальними. Ця задача розглядається в роботі на 

прикладі модельної системи теорії надпровідності.

Мста роботи. Дослідити нескінченні просторово-неоднорідні та 

нерівноважні системи класичних заряджених частинок за допомо­

гою узагальнеіпія на такі системи методу кластерних розкладів, а 

також розробити методи для математично строгого описання нес­

кінченних квантових модельних систем (модельної системи теорії 

надн|ювідності).

Методика дослідження. Застосовуються методи евклідової 

квантової теорії поля та теорії функціональних інтегралів.
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Теоретична і практична цінність дослідження та його науко­

ва новизна. Запропоновано ефективний метод визначення потен­

ціалів електростатичних взаємодій як між частинками, так і між 

частинками і зарядами, індукованими на поверхнях перешкод. 

Важливою особливістю цього методу, в основі якого лежить від- 

німальна процедура, є те, що за перше наближення береться точ­

ний розв'язок задачі для випадку, коли перешкоди враховуються 

незалежно, а вплив перешкод одна на одну враховується методами 

теорії збурень.

Для перешкод сферичної форми отримані в явному вигляді по­

тенціали електростатичної взаємодії між частинками і між частин­

ками і зарядами, що індукуються на поверхнях перешкод. Проведе­

но дослідження цих потенціалів при різних співвідношеннях між 

діелектричними проникностями середовища і перешкод.

За допомогою методів евклідової квантової теорії поля отрима­

ні і досліджені потенціали екранованих взаємодій між частинками 

і між частинками і зарядами, що індукуються на поверхнях переш­

код.

Для функцій розподілу системи заряджені часгинки-динамічпа 

мембрана побудовані кластерні розклади і для достатньо високих 

значень температури доведено збіжність кластерни.х розкладів і іс­

нування функцій розподілу в границі Л / /?'. Встановлено пору­

шення експоненціальної кластеризації функцій розподілу. Дове­

дено, що в напрямку перпендикулярному до мембрани функції 

розподілу експоненціально кластеризуються, а вздовж поверхні 

мембрани вони спадають степенево (в границі А / /? ’)•

Дія нерівноважних кореляційних функцій системи заряджених 

частинок, що дифундують у рідині і взаємодіють через юкавівський 

потенціал, побудовані кластерні розклади, і для скінченною часо-
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його інтервалу і достатньо високих температур доведено їх збіж­

ність в границі А /  /?3. Доведено також експоненціальну кластери- 

зацію (в границі А / X і ) кореляційних функцій.

Отримані результати можуть бути ефективо використані для роз­

рахунків конкретних термодинамічних характеристик просторово- 

неоднорідних систем заряджених частинок, а також для описання, 

наприклад, явища оберненого осмосу.

Досліджено нескінченну квантову модельну систему типу 

b К III-Боголюбова за допомогою методу функціонального інтегру­

вання та техніки евклідових квантових патів. Цс дозволило засто­

сувати варіант принципу великих відхилень і отримати точний 

розв'язок, який 6)1» раніше отриманий методом апроксимуючого 

гамільтоніану.

Метод апроксимуючих гамільтоніанів узагальнено на нерівно- 

важні квантові модельні системи з взаємодією, то розділяється. Це 

дозволило описати безпосередньо в термодинамічній границі ево­

люцію модельної системи типу БК11І-Боголюбова.

Практична значимість цих результатів в тому, що вони можуть 

бути використані для опису властивостей явища надпровідності.

Апробація результатів. Матеріали дисертації доповідались та 

обговорювались на VI Республіканській конференції з статистич­

ної фізики (Львів. 1982 p.), Міжнародній школі з фізики іонної 

сольватації (Львів. 1983 p.), Міжнародному симпозіумі з вибраних 

проблем статистичної механіки (Дубна. 1985 p.), II Радянсько- 

Італійському симпозіумі з проблем статистичної фізики (Львів.
•

l%5 p.). Всесоюзній школі “Динамічні системи і турбулентність" 

(Каиивелі, 1488 р ), IV Міжнародній школі j нелінійних і турбу­

лентних процесів у фізиці (Київ, 1989), Міжнародній школі “Ма­

тематичні методи в статистичній механіці" (Дубна. 1490 p.). X
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Міжнародному конгресі з математичної фізики (Лейпціг, Німеч 

чина, 1991 p.), 28 Зимовій школі з теоретичної фізики (Карпач, 

Польща, 1992 p.), Ill Міжнародній школі “Еволюційні стохастичні 

системи: теорія і застосування у фізиці і біології” (Кацивслі, 1992), 

І Українській конференції “Структура та фізичні властивості не- 

впорядкованих систем” (Львів, 1993 p.), II Українсько-Американ­

ській конференції з диференціальних рівнянь і їх застосуванні. 

(Судак, 1993 p.), а також на семінарах відділу математичних ме-
«

тодів в статистичній механіці Інституту математики НАН України 

(керівник - член-кореспондент НАН України Д.Я.Нетрина), на 

семінарах в Інституті фізики конденсованих систем НАН України 

(керівник - професор М.Ф.Головко), Фізико-технічному інституті 

низьких температур НАН України, Інституті теоретичної фізики 

НАН України.

Публікації. За матеріалами дисертації опубліковано 21 друко­

вана праця. Основні результати отримані автором самостійно. 

Вклад кожного з співавторів чітко виділено в дисертаційній роботі

Об'сы та структуре. Дисертація складається з вступу, шести 

глав, списку цитованої літератури, що містить 237 тжерел, 

викладена на 247 сторінках і включає 3 рисунки.

Основний зміст роботи

У в ст у п і подано короткий огляд по теорії нескінченних систем 

заряджених частинок, виділено математичні проблеми, що вими­

кають при строгому описанні просторово-неоднорідних систем 

заряджених частинок, сформульовано задачі, що розв'язуються я 

тнееутанії, обгрунтовано актуальність виконаних досліджень, а 

тякож подано стислий виклад змісту роботи і основних р<-ч\;и гяііп



У першій главі визначається потенціальна енергія електроста­

тичної взаємодії системи заряджених частинок і динамічної мем­

брани.

Результати глави отримані автором за методикою Д.Я.Петрини.

У §1 першої глави задача про визначення потенціальної енер­

гії електростатичної взаємодії зводиться до системи інтегральних 

рівнянь для густин зарядів, індукованих на поверхнях перешкод.

Нехай у просторі /?3 задано шар Т , який обмежений двома 

паралельними площинами Г + і Г~ . В шарі І  виділимо область

S, яка є об'єднанням однозв'язних областей S (а = 1,2,...), що не 

перетинаються і обмежені гладкими поверхнями Ляпунова .

1 1означимо через Q область Q = /£1 \ S , а через еу та ег від­

повідно діелектричні проникності області Q і областей Sа . Об­

ласть Q будемо також називати середовищем, області Sg - пе­

решкодами, або тілами в середовищі, а область S - динамічною 

мембраною. Нехай зовні тіл Sa уточках Qal>"->4pN розміщені N

частинок Л/ сортів з зарядами , де a  - сорт зарядів. Необхідно 

знайти потенціал електростатичної взаємодії між частинками . 

Потенціал Фс . можна знайти, якщо відомий потенціал електро-
сф

статичного поля ц/ (д) , що створюється системою частинок і 

динамічною мембраною. В свою чергу, потенціал і// (q) можна 

подати у вигляді суми об'ємного потенціалу і суми потенціалів 

простого шару

у  г ^— г + г - Z  J dy • (і)
a j  \ q - q  I 4ль\ * a s  ІЯ ~ у \

У  чаі і *

До того ж щільність простого шару аа задовольняє систему інтег- 

ралькігх рівнянь:

6
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ДС Я * . а и зовнішня нормаль до dSa у точці

є, + £з

.V е д 5 а.

У §2 проведено дослідження системи (2) в припущенні, що 

І А І < 1 і всі тіла Sa -кулі одного і того ж діаметра d

Теорема 1.2.1 Система інтегральних рівнянь (2) для розподілів 

перешкод, що задовольняють умову

де С0 - деяка стала, а гЛ - відстань між а - ю та b - ю перст 

кодами, має єдиний розв язок.

У дисертації наведено два приклади розподілів перешкод в області 

Т, що задовольняють умову (3).

В §3 методом модифікованої теорії збурень побудовані рої 

в'язки системи рівнянь (2).

Введемо величину і , що характеризує іеометричну структуру і 

матеріал динамічної мембрани за формулою

г - -М !,  с . і - u ;  п

(■V

7

cos (х — у , п )
---------- ;------------- X —  dSv +
2к\х - у\ у

f cos (X - у, n )
+ я I  J *  iy) — — --- JS

ft 2«-|.v - y\ y
(2 )

ft

» 2 — я —

e,/2/rk '« ey

T cos (x-qa l ,n ijx)
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Теорема 1.3.1 Якщо розподіл перешкод в області Т задоволь­

няє умову (3), то при £ < 1 розв 'язок системи рівнянь (2) молена 

подати у вигляді

”  К  + 8а >

де ая1 - густина зарядів, які індукувалися б на кожній перешкоді у 

відсутності всіх інших перешкод у  мембрані, а 8а - густина, що 

враховуй ефект взаємного впливу перешкод. До того ж, густина o j 

може бути знайдена точно, а 9а подається у  вигляді збіжного ряду 

за степенями £ і  мас порядок 0 ( £ ) .

У §4 визначено потенціал y/(q) .

Теорема 1.4.1 Нехай розподіл перешкод у мембрані задоволь­

няє умову (3). Тоді при £ < 1 потенціал у (q) можна подати у

вигляді

¥ “  V'q + Vx + ¥'" ,

це і/0 - потенціал системи частинок у однорідному середовищі, 

у - сума потенціалів тих зарядів, що індукувалися б на кожній 

перешкоді, за умови відсутності всіх інших перешкод у мембрані;

- потенціал, який враховує взаємний вплив перешкод одна на 

одну, подається збіжним рядом за степенями £ > ш с порядок 

О і ї ) .

У §5 отримані у першому наближенні за £ явні вирази для

потенціалу , а також для потенціалу , який визначає

ше одну важливу для описання системи заряджених частинок і 

динамічної мембрани величину - потенціал взаємодії частинки з

заряаами, то індуковані на поверхні мембрани. Проведено 

/іос.іілжешія одержаних виразів.
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Твердження 1.5.1. Потенціал у (,) — у + ^  при к <t д S t 

обмежений у П .

1 вердження 1.5.2. При t't > (£( > є}) мембрана при­

тягує (відштовхує) частинки. До того ж при наближенні частинки 

до поверхні мембрани потенціал ф£(Уя) необмежено зростає (спа­

дає).

У §6 проаналізовано можливість покрашення степені точності 

розв'язку системи рівнянь (2).

За допомогою віднімальної процедури запропоновано метод 

побудови розв'язків системи рівнянь (2) , який дозволяє послабиш 

умову (3).

В д р у г ій  главі побудовані вирази для кореляційних функцій 

просторово-неоднорідної системи зароджених частинок в скінчен­

ній області Л (Л с  Я3) у вигляді функціональних інтегралів і ви­

конується термодинамічний граничний перехід по короткодіючих 

силах.

Були використані результати Д. Бріджеса і II. Федербуша (для 

однорідних іонних систем) га ОД Ребенка (дія однорідних іонно- 

дипольних систем). Автору належить узагальнення цих результатів 

на просторово-неоднорідний випадок.

У §1 проаналізовано проблему термодинамічного граничного 

переходу у виразах для рівноважних кореляційних функцій

Р ( > < як* У формалізмі великого канонічного ансамб лю
m

маюгь вигляд:

р  £> <*>« - з? 1 -ї 2  С ’ $ (dx>»..\»n,> ( /> им  >■(4)
m п 0 ( Л ) я діт

де S . - велика статистична сума
Л
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3 »  ■ <5> 
о  а

яка є повною мірою фазового простору. Тут р  — (кТ) ' , к - ста­

ла Больцмана, Т- температура, ( а ) а - а 1,., . ,а в,

а ^ і ' " ' ' а а * ^(а) '  І,(Угеніиальна енергія частинок
а

сорту а1 , .. . ,а в ., яка є сумою парних потенціалів ,

(dx) = dx...dx , z " = х . . . /  -активності.о 1 в (а )  а  ̂ а в

Потенціал кулонівської взаємодії Ф ^  не задовольняє умови

регулярності та стабільності. Ось .чому виникає необхідність 

введення додаткової взаємодії на близьких відстаннях 'між 

частинками (короткодіючі сити) і використання гіпотези Дебая 

(перейти у виразах (4) для кореляційних функцій до екранованого 

потенціалу юкавівського типу). Це, в свою чергу, надає певні 

особливості для термодинамічного граничного переходу. В цьому 

випадку його слід виконати спочатку по короткодіючих силах, а 

потім по кулонівських.

Реалізації першої частини цієї програми і присвячена глава 2.

У §2 вводиться короткодіюча взаємодія і виконується допоміж­

на рс гуля ри талія.

Введемо скінченний об’єм Л' ( Л с  Л 'с  Ry ) . Будемо вважа­

ти. що в області A oQ  частинки ваємодіють через короткодію­

чу і кулонівську взаємодію, при цьому на д А для кулонівської 

взаємодії задано умови Діріхле, а в області A' \ A о О  частинки 

взаємодіють тільки через короткодіючий потенціал (потенціал твер­

дих куль радіуса г0 ). Модифікуємо кулонівську' взаємодію поблизу



II

д Л і введемо регуляризовані потенціали Ф ^  і Ф ^  ja форму

лами

р.* д 
<Ф *AV {Х)

схр

( ' . я  +

у !
я /о

4*|.ї - у\ Р x\-\s

'  \-і

ф І Ї “ с* и С Х с р - ca l u <x ’ y ) - z A\ s { x \ - ei *  + x 4 D j  { * ' y ) x \ \ s W e p '

Де х A(-V) - характеристична функція області Д ,

= \̂к '%*гае\р') - дебаевський радіус системи, А - параметр

(Я >0) , Д - оператор Лапласа в області Д з граничними умовами 

Діріхле на е> \ , U(x,y) - pom'я ток задачі:

М І(х,у) = - — Л ( *  -у), л г е О ;

bU(x,y) = О,

d U  fiU
U J x )  =  U J x ) ,  e .

і - 4  г .  • ■

У §3, враховуючи, іцо далекодіючу частину гібсівського факто­

ра, за теоремою Мінлоса (Миилос Р.А. Обобщенные случайные 

процессы и их продолжения до меры // 'Гр. Моск. мат. о-ва. -1959
«

-8. -С. 497-518), можна подати у вигляді функціонального інтег­

ралу Г

expf P U ‘ \ J - cxp| ^ /J/i'c^ O )) jdfj 0(<р)ПсхР {iff ^ ca
ч 'a'nJ І у .-І і

статистична сума і кореляційні функції представляються у вигляді

• Елл ]<*/0(<р) Нд л.(«?) , (*)
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< £ < * > - о Р £ У х)ш ^  , (7)

де

5 лл.(9>)= І  I ,  i(dx )t .
ч-О (а)п « ! (Л')л

(8)

. с х р { / £ е а j p p iX j )  - р  и ‘а* } ,
а

^т+о

т+в\т

(9)

<п+ а

с*р і і  Z  ea .>l^<p(xj )  -  f> UL\ і •

Туг і (л - суми парних модифікованих поіенпіалів куло-

нівської Ф ^  і короткодіючої взаємодій відповідно. Якщо

тепер виконати пересумування за короткодіючим потенціалом у

виразах для Е. І р  ,л̂ ’ (х) , то для достатньо малих значень
л>л <«>ш ®

р  і X можна перейти до границі Л /  R1 .

Зауваження. Ми розглядаємо в цілому елскгронейтральну 

систему. Тому ми вимагаємо виконання умови

£  р  іх) е. = 0 .
/

У §4, переходимо у виразах (4) і (5) до екранованої взаємодії. 

Розіб'ємо простір R ' на куби з ребром і^

- 1
(7;) (4Jc'YLpae\fi) 2). Кожен з )р  -кубів розіб'ємо на



елементарні кубики з ребром L ( U/ L - ціле). Позначимо 

через х найбільший спільний період функції 

ехр{ і yjf) еач> (х) ) і визначимо на L - кубах, які мають непорож­

ній перетин з областю <ЛЦ - A \(HgUS) , де Я () щар товщи­

ною г0 , що межує в Л\І ) , множину УЇ кусочно-не пе­

рерви их функцій h(x) — т а , па у- Z l ,x є Ок . Використаємо роз­

клад типу Панерлеа:

ЄХР { Ц р а h x ( 0 1  exp{ijp Є <р(.х)) І І )  = 
а 0

(Ю)

»  ехр { О)  £  ехр {- W - ft)2 } ,
Л і ло

де ехр { G ) задас відхилення від вибраної апроксимації. Після 

пересумування виразів (4), (5) і заміни

qtx) = ф(х) + g(x) <11)

перейдемо в них до нової міри

Ф ( # )  = лг'ехр 2г л » Ф 0(#) , П2)

де N  - нормуючий множник.

Зауваження. Перетворення трансляції (Іі) і відповіднішії вибір

функціїg дозволяють суттєво ІМСНІПИТИ вплив лінійною по <р

члену і  виконати пересушування по h .

В результаті отримаємо:

Н. = 2  N\dft(4)cKр {7) . (■*)
Л ь

р £ )т =ЕЛ 5  н\ф(ф)р£)т«*)т’*)<*г (Л  <и >

Коваріапія нової міри С  (х,у) по суті і є екранованим потенці­

алом який задовольняє таке інтегральне рівняння

ІЗ
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С(х,у) = U(x,y) - iL j  dz U(x,z) C(z,y) . 

P
(15)

У §5 у першому наближенні за £ (параметр,що характеризує 

розподіл перешкод у мембрані) розв'язуємо рівняння (15) і знахо­

димо явний вираз для екранованого потенціалу С (х,у) . Суттєво, 

що коваріаціго С  (х,у) можна подати у вигляді двох доданків (метод 

відображень)

де Сд (х,у) відповідає коваріації у відсутності мембрани, а С  (х,у) 

враховує вплив поверхні д S . Поклавши у виразі для С  (х,у) 

х**у , знаходимо потенціал С  (х) 'екранованої взаємодії окремого 

«раду з зарядами, індукованими на поверхні 0 S .

Параграф 6 присвячений дослідженню отриманих у І 5 виразів 

для С(х,У) .

Нехай fi0 - область, яку визначимо так: О0~ /?3 \ (/f0U*S).

Теорема 2.6.1. При виконанні умови (3) потенціали С(х,у) і  

С  (х,у) обмежені в Q0 .

Теорема 2.6.2. Нехай P„j >> d ( k=rr,i або P J ). Тоді

маю ть місце оцінки

де р3 - радіус-вектор центра а-ї перешкоди, Cj і  - деякі сталі,

С(х,у) = Ск(х,у) + С  (х,у) , ( 16)

cx,'V  5 c ‘ a p l  L>
C ' ( q J  « С  exn ( - j -  ^ - P , \  I ,

D

а

?k - Ы т = m#x !«* - л»|
Твердження 2.6.1. При d * f
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с (х.у)
---- в— схр (
( c/sin r )J

С 3
J -  -  у-(|лг| + ЫМ , (17)

■* /»О о

де C} - деяка стала.

У ХУШРІ 3 у виразах (13) і (14) виконується термодинамічний

граничний перехід.

Доведення лем 3.4 - 3.6 дисертаційної роботи ( 6) належить

О Л. Ребенку.

У §1 формулюється основний результат.

Нехай А (х) - деяка обмежена функція з supp А с X  , (но
‘a>m ^

кожній змінній). Тут X  - деяка компактна область з Л . 

Визначимо

області S існують абсолютні константи С’ і  Сг , С  > 0 , а також

(А)А * Z  і № )„ /> *  (.г)в л (.г)и .
(от) 'т  '“ 'от

( І К )

Теорема 3.1.1. Для дмтатньо малих значень параметрів

/#„ = ------, г , X , а також —  / - ■ /  достатньо
'0 4п е к !  0 г  А

ft ft
г , Я . я також —  / --- і  достатнію великої 
0 г« *

константи С  ̂ і  Сд , шо залежать тільки віл функцій Afa) ( x)m

/ В, , (лг) „ таю. що існує границя
<“>Я1 ' ”2

( А )  - Ііш ( А )л
ЛІІЦІ\fR

{!<»

і

І { АВ >-(А х в >1 S
(20)

</ СХРІ «  /? >// І
с ,с ,(С , ™Р (-Г ) * с, ---- 1 »- J> і .

п V
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Тут d = dist (X A,X g) , d+ = d/st (X A,dS') + dist (Xg,c>S') ,

d V ~ ")in ( li5 t  V,P  A , X B ^ ’ a *** 4>,p A , X ~ Я ° в ж и я я  X O p m

між найближчими дотичними променями, які проведені з центра 

найближчої кулі до поверхонь областей X . і  Х „ .
А. N

Доведення теореми 3.1.1 виконусгься в декілька етапів. Пер­

ший етап (§2) - пе побудова кластерних розкладів для таких серед­

ніх:

( А )А = Зд' £  W] dn (ф) А(ф) ехр СГ/ , (21)
h

де

Л(ф)= z  J d(x) (х)„ П ехр ( i f p e  Ф(Х )} , (22)
(o)jn 7=і і  j

supp f  с  (®Х )m , тобто ) локалізовано у деякій області X  .
0 о

Зміст кластерного розкладу полягає в тому, щоб на кожному 

кроці розкладу виразити середнє { А )л , що враховує взаємодію 

усіх точок області Л , через деякі середні, які враховують взаємо­

дію точок областей X  і Х ск окремо ( к — І, |Л| ).

Другий крок (§3) - це оцінка функціональних похідних в 

триманих виразах.

Третій крок (§4) - оцінка гаусових інтегралів.

1, нарешті, останній крок (§5) - комбінаторні оцінки. 

Результатом є така теорема.

Теорема 3.5.1. Д ія довільної сталої с > 0 можна вибрати фік­

совані значення параметрів а ,Л , є , L, L' такі, що для достатньо 

малих значень р  0 і  середніх від функцій А(ф) і  В(ф) , які зада­

ються виразами (21), (22) з supp А с  X А , supp В с  X в , в 

і п.ппші Л /  виконупься нерівність
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I < АВ >-( А Х В  >| 5

(23)

£ C AC H < С 1 ЄХР ]Г) + С 1

d

о

Нерівність (23) фактично означає, що експоненціальний харак­

тер спадання кореляцій зберігається тільки у радіальних напрям­

ках до області S , а вздовж поверхні д S заряджені частинки 

взаємодіють як два диполі.

Наслідком теореми 3.5.1. є єдиність границі

< А > — Ііш < А > .
\f№ А

і, опгже, теорема 3.1.1, оскільки кореляційні функції (7) легко по­

дати у вигляді абсолютно збіжних рядів за виразами типу (21).

У четвертій главі метод кластерних розкладів, використаний у 

третій главі для опису нескінченних рівноважних просторово-неод- 

норідних систем взаємодіючих частинок, узагальнюється на не­

скінченні не рівноважні системи, а саме для опису нескінченної 

системи класичних частинок, які дифундують у рідині.

При доведенні основних результатів цієї глави було використа­

но представлення функцій розподілу за допомогою вінерівських 

інтегралів, яке вперше побудував В.І. Скрипник. Доведення техніч­

ної леми 5.1 ( § 5) було виконано спільно з ОЛ. Ребенком.

Нескшченну систему дифундуючих у рідині частинок описуємо 

за допомогою нескінченної послідовності граничних кореляційних 

функцій, які є розв'язками задачі Коші для дифузійної ієрархії 

Боголюбова - Отре льцової

* P s « '< * ) s ) _ f  f  і  ̂ ‘A X)A  + t UJ X)A  p  „ ( r) ) і +
a t  ~ к к * * ] \ р  * * r, p *] * V ’r V j

■Ц*1 _ ------- -------------------- — -------
ЛНБ ім. В. Стефаника j 

AH України
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* f  < ? Ф ( л г , - д г  ,!)

+ £ !  *< •' — '-і <л(д,)..і> • (24)

Ps W i ) ( )lM  = P s° (Jr), (25)

Нехай p ^  U,(x)m) - розв'язок задачі Коші и К ,m рівняння 

Смолуховського (рівняння (24) без інтегрального члена), при умо­

ві, що в початковий момент часу частинки знаходяться в компакт­

ній області Л і границя цієї області д Л не впливає на рух 

дифундуючих частинок. Розглянемо кореляційні функції великого 
»

канонічного ансамблю:

ГІри достатньо слабких умовах на початковий розподіл функції 

р  £ (/,(-г)4) є узагальненим розв'язком ієрархії (24), (25). Отже,

диться до термодинамічного граничного переходу у виразах (26),

У §1 визначається система і формулюється основний резуль­

тат глави.

Розглянемо симетричну двосортну систему, дифундуючих у рі­

дині класичних частинок з зарядами ед ( а  = ; є * - с -

= с ) і однаковими активностями. Частинки взаємодіють через 

парний потенціал Ф ̂  ( |.г - у \) , який має вигляд

а 4 «•<*>.> * ЕД І ,  V  J / 0* <м' , *) <AW  • (26)

(27)

задача опису нескінченної системи дифундуючих частинок зво-

(27).

«V <■ •и > • І ^ Т І  " ,р ( ■ т , -  > •

(28)
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\х-у\ ) + С  exp ( к  - у \
- )} ,

I 2

де с галі С  і С  відповідно дорівнюють

с  _ * ? • < * ?  ~ Я о> с  ’ 2 / ’ 2 * ’

‘ - I f )  ’  2

Зауваження. Сталі С  ( та С  2 вибрані так, щоб виконувалися

такі умови для потенціалів:

Ф<* < 0 ) =  Са Є/» Ф (0) < «>

(-ДФ)^ ( 0 ) - свсЛ $0 <со (29)

2  (- ДФ)-» ( І* - у| ) а - N  с* $
i S a c f l i N  40

Тут Л- оператор Лапласа в /?3 . Початковий розподіл р  ̂  ' - це

локально збурений рівноважний стан, тобто 

„ о
{ a )JX)m = X к(*)ш « р  { - Р и іаЛ_  - fi V(

(«І/ (а),
(ЗО)

де

v w . =  2'“ 'ш I J
ж,-ж/

J r . J W X . - X . 
I J

і збурюючий потенціал v (
“і aj

.—г a . a .і si< jzm i j
У  v ( x . — x■.) > ~ in D,ҐІ Ґ1 / J Y

) задовольняє такі умови: 

D — const

(31)

sup 2  J dxv^ ix ) = const

Теорема 4.1.1. Нехай
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1 1, v ( х )т  є 9 (Л 3 ) , де d (А; 3 ) - простір Шварца
' '/П #

основних функцій, supp /  с с  Л (по кожній змінній х .)
(а) 0 і '

m

2-р f ( t ,X  ) - І  і (</лг) /  р л (/t(jr) )

0 ет (а,/„ (а)от

Год/ для достатньо малих р  (  z  0  *  і  )  існують сталі С  та С(0 

такі,

щ о для / < С р  п ри  необм еженом у зрост ан н і об 'єм у  існує 

іраниця

lim р А (t,X  ) = р  и ,Х  > 

А/ * 5 '  ° '  »

/ виконується нсртннггь

' р) (' V  'V '-V*’, s

5 сю «яр ( - J  ,

де

<-> w - 4 > ’
ЯГ ЯГ І >

І * ,

Л Г 'Ш Г ^Л , Л - т а я {  X 9, Л t, Я 7 І, 0 < » < !  

і  для довільногорегзбипя точок xf~,.,.rx( на дві підгрупи /и( та
і ЯГ

m2 (mx + m2 ~ m ) ;  я. r.~rxf е Л ; ,  г  є ЛГ*.
( *Г аг * t ят *

Як і в третій главі, доведения теореми 4.1.1. розбивається на де­

кілька етапів. Перший етап (§2) - це представленім кореляційних 

функцій функціональними інтегралами. Він виконується кількома



кроками. Перший - це використання формули Фецнмана-Каца і 

другий - використання теореми Мінлоса.

Наступний етап (§3) - це перетворення Бріджеса-Федербуша- 

Майера за "короткодіючим потенціалом” і доведення збіжності 

(при А /  F? ) такого представлення.

Зауваження. Отримані в цьому параграфі розклади суттєво 

відрізняються від аналогічних розкладів глави З тим, що тут за ко­

роткодіючий потенціал приймається, фактично, 3 - частиковий 

потенціал взаємодії. Це, в свою чергу, вимагає точніших оцінок.

У §4 для отриманих в §3 відповідних виразів для кореляцій­

них функцій будуються кластерні розклади.

У §5 з використанням техніки, описаної в третій главі, дово- 

даться їх збіжність.

Яюцо в попередніх главах розглядалися класичні системи, то у 

п'ятій главі розглядаються Квантові системи статистичної механі­

ки. Розвинуто метод дослідження, суть якого полягає в представ­

ленні функцій Гріна за допомогою функціональних інтегралів у 

вигляді середніх від евклідових Фермі-полів. На прикладі моделі 

Бардіна-Купера-Шріфера-Боголюбова, що описує явище надпро­

відності, використовуючи принцип великих відхилень, або точніше 

теореми Еліса - Розена (Ellis R. Entropy, Large Deviation and 

Statistical Mechanics. - Berlin, Heidelberg, New-York: Springer.-

1985.- 367 p.), знайдені точні розв'яки цієї моделі, які раніше були 

отримані методом а п р о к с и м у ю ч о ї  о гамільгоніану, доводиться 

точна розв'язувальність Цієї моделі.

Ідея введення евклідових фермі-полів ( 5* 2) належить OJI. Ре­

бенку. .

У §1 визначені при скінченному об'ємі А температурні функції

Гріна подаються у виїляді функціональних інтегралів.
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Модельнии гамільтоніан типу Б КШ-Боголюбова для скінчен­

ної системи електронів, що містяться у кубі (Л с  Л3) , мас виг­

ляд:

и к = Н о + " L

а л 2/п
(32)

НШ ~  fff | V *
V'+*(jr,)^+»(.v2) r  (*4) И * 3) .

‘ Гут Д - оператор Лапласа в /?3; (<т, «т )*= +»- ; ц - хімічний 

потенціал, т  - маса частинок, Л - об'єм системи, оператори 

і/+а(х) ra va(x) задовольняють звичайні внтикомутаційні співвід­

ношення, v(x) є і} , g ( g > О )  - стале. Розглянемо послідов­

ність функцій а  (г,г ' )  ( f ,r  ' е [0, р) ) таких, що 
£

w - lim a ( r , i ' )-S (r- r  ' )
Є —► о *

і послідовність гаусівських мір на просторі неперервних функцій з

нульовим середнім і коваріацією а  (г,г ' ) :
£

є*Р { - - I dr і dx' f(r) а  (т,г ' )/(г ’) ) —
Л 0 0

= f  dfi *А<р) exp {і J А  /(г) И г )  > .
о

де /7 г/ - оператор виду 

f  ( г )  ~ схр ( - т Я *  / Ґ ехр { т Н * } ,

а лінійний обмежений оператор. Це дає можливість визначити 

температурні функції Гріна у вигладі функціонального інтегралу:



О * (лг , г \х ,т JA) = w - Um —  і dp€(rj) I dne(rj * ) •
«V» 1 1 2  2 (  0 2 і  . л A

“ л

p

• Тг{ T' yu)(x ,r )yU\x ,t  )cxp ( jg  ! d r .
r a 1 1 y8 2 2 0 * _

• jdx jdy v(x-y) [ (K +(лг,г) ^  +( / , r ) 7(r) + c.c. ] )exp(-/? # л)}.
Л A 0

Тут i , j  — 1, 2 і И 1) = і И 2) = V' 

y{x,T)~cxp (- тН * I  v(x) exp f t  H* } ,

E* = I d/je(ri) \ ф * (^ * ) .  Тг{ T* exp {Jg I dr •
А Л Л  r q

. jdx jdy  v (x-y )l y U x , t) іг+(у,т) rj(r) + e.c. | )exp<- p H *) }
A A 0

і T' - оператор антихронологічного впорядкування.

У §2 температурні функції Гріна виражаються через евклідові 

Фермі-поля і подаються у вигляді

О & (х ,т ;х ,т ІЛ) = w- Ііш -і- } d/j‘ (rj) f d^c(t) *) • 
afi 1 1 2 2  g > qZT * A A

“ A

. 6 V (x ,r \x ,r \A,rj ,A)( • exp { U l  F  (Г), rj" ) } ,
afl I 1 2 2 A - 1 A

S * “  f ф г<9 ) f *) exp < - І Л I Z7 (7 , rj") }
A A A  A

ДЄ

Г Л ч ,ч ')  = - гут \ dx] dr jdx jdy  v(x - y) -
Л І л І о  0 A A

.  {r;(r)<5'1 {x,x\y,r\rj ,Л) + 7*(r )<522 ( v , r ;y ,  r Іт/,Я ,Л) і . 

Використавши властивості функцій ( j ‘Jt , одержимо систему рів­

нянь
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&! i ^ W XV T2^  'X SV)SapGl ^ rVXV ^  +

+  Х J sn s°'-r I  г() .

(33)

- ^ ' J ( y ^ ^ r r2\v Л)ч(т) + Л Z  г*л*щ •

• ]dt \dx\dy v{x - y)Gl(x,z\xv Tl) G lJ ( y , f ,x r T2\ti ,X,\)q{r) . 

Тут G^ (xx, r ,; л'2, r2) вільні функції Гріна

я  r b  ■ \ П ( 1"т f 0А) ) )
ц» W V  Г2 • r2 Tr\cxp(-fl н£))

Твердження 5.2.1.

(І) Для повніших rj (г) є С. система рівнянь (33) має єдиний
\и,р і

р от  'язок.

(іі) Д ія т] (г) = соя«f система рівнянь (33) розв язується точно, і  D 

розв'зок співпадає з відповідними функціями Гріна, що отриму- 

ютея за допомогою методу апроксимуючих гамільгоніанів.

(іи) Для т)(т)= const граничні (  А /  /?3 ) функції Гріна <5^ існу­

ють і  співпадають з граничними функціями Гріна, отриманими за 

допомогою методу апроксимуючих гамітьтонітів.

У §3 за допомогою методу Лапласа виконано граничний 

(Л /  R? )  перехід у виразах для функцій Гріна G ^  і для вільної 

енергії r ^ H K S ) :

іХ І 1" 3* ’

Можливість застосування методу Лапласа легко бачити з виду 

формальних виразів лля міри



и

dfj{n)dvin ' ) - N  1 схр{-і І A rfd rfd r rj (г)a (т ;т % т (r O)
1 о о ‘

• П dlt(T)dt) "(r) ,
Г «5 (0,/SI

де - нормуючий множник.

Лема 5.З.І. Існують числа 0 < b{< 1/2 і  > 0 такі, іцо для до­

вільних r j( i)  е С. . і  довільних достатньо великих величин | А |
І иф\

/^<7 . П ) < Ь jc/r|^(r)|2 + Л , 
о

Ііш F  (7 , Г]' ) <, Ь f  dr |>7 (г )|2 + й,
Л/R 3 0

Теорема 5.3Л. Нехай потенціал v (х) задовольняє умову

v(x) є І'} . Тоді

Um Г Г І  1,1 -л = , > 4  ф  <1 > ?'>•л/*з І Л І л *(т)еС(о я

де

Ф (7 , ^ ’) = F  (rj , *7' ) - і  fr fr f Jr ’f/(r) а  (т,т')гі' (t ') .
1 0 0 4

Відзначимо, що ія / Ф (»7 , /7') досягається на деяких функціях

>7~(г ) , які є розв'язком інтегрального рівняння

гГ(т) = lim j dX jdx v(x) <3“ (x, r\rf~. X ) ,
AfX3 0

відомого в теорії надпровідності як рівняння самоузгоцженоегі.

Теорема 5.3.2. Нехай функція Ф (r j, rj') досягає мінімуму на 

множині точок (n~a -a - \,п ) і кожна точка tj~a ненароджена.

Толі

m ^
iim G ‘] (,ї ,'с .* ,г І Л) - £  Л, (5 * ( ї  ,г ; ї . г  і 7?~.Л )І ,
KfR\ <ф І ! 2 2 u І •Ф 1 * 2 2 « А І

#



де

І

Ьа =w -  lim [ del (1+ а  с <Х>' {rfa >n'a‘ )) 1 2 ■
£ —► О

У шостій главі метод апроксимуючих гамільтоніанів, запропо­

нований М.М.Боголюбовим для опису рівноважних модельних 

систем квантової статистичної фізики, узагальнюється для опису 

нескінченної нерівноважної квантової модельної системи типу 

Б К Ш - Боголюбова.

У §1 отримано ланцюжок рівнянь Боголюбова для нерівно- 

важних статистичних операторів комплексів частинок безпосеред­

ньо в термодинамічній границі для певного класу модельних сис­

тем з взаємодією, що розділяється (цей клас включає і модельну 

систему типу БКШ-Боголюбова).

У §2 для цього класу модельних систем будуються анроксиму- 

ючі гамільтоніани і задача дослідження їх еволюції зводиться до 

дослідження систем з анроксимуючим гамільтоніаном. Процедура 

побудови апроксимуючих гмільтоніанів у нерівноважиому випадку 

подібна процедурі побудови їх у рівноважному, проте вона має і 

суттєву особливість. Тепер вже у модельному гамільтоніані певні 

оператори замінюються не сталими числами, а певними функ­

ціями від часу.

У §3 за допомогою методу апроксимуючих гамільтоніанів 

отримані рівняння для квантових статистичних операторів комп 

лексів частинок модельної системи типу БКШ-Боголюбова.

У §4 показано, що при виконанні принципу послаблення ко­

реляцій дослідження цих рівнянь можна звести до дослідження 

системи рівнянь для функцій
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~ P ) » # 0 2 (< iP ) • g7 0 (t,P) , які e квантовоста- 

тистичними середніми за нерівноважною матрицею густини я

+
термодинамічній границі від таких огіераторних виразів (а(р)а(р) ).

+ + +
(а (р )а ( р)) , (а(р)а( р)) і  а(-р)а(р) відповідно. Тут оператори

а{р) і а(р') - фермі-оператори народження і знищення частинки 

з імпульсом р, р' є /?3.

У § 5 доводиться існування і єдипість глобального розв’язку за­

дачі Коші для цієї системи рівнянь в класі неперервних обмежених 

функцій.

Основні результати роботи

Дія нескінченних систем класичних заряджених частинок

1. Запропоновано метод визначення потенціалів електростатичних 

взаємодій як між частинками, так і між частинками і зарядами, 

індукованими на поверхнях перешкод.

2. Знайдені явні вирази для потенціалів електростатичної взаємодії 

в припущенні, що мембрана складається з перешкод сферичної 

форми і розподіл перешкод в мембрані задовольняє певну умову.

3. Кореляційні функції просторово-неоднорідної системи зарядже­

них частинок представлені у вигляді функціональних інтегралів.

4. Узагальнено на просторово-неоднорідний випадок метод клас­

терних розкладів Бріджеса-Фелербуша-Ребенка, запропоновано­

го ними дія опису нескінченних просторово-однорідних систем 

заряджених частинок.



5. Знайдені яьні вирази для потенціалів екранованої взаємодії як 

між частинками, так і між частинками і зарядами, індукованими 

на поверхнях перешкод сферичної форми.

6. Досліджено асимптотики потенціалів екранованої взаємодії.

7. Доведено існування і єдиність граничних ( Л f  Я3 ) кореляцій­

них функцій системи заряджених частинок і динамічної мембра­

ни, а також їх експоненціальна кластеризация у напрямках, пер­

пендикулярних до поверхні мембрани, і степенева вздовж 

поверхні мембрани.

8. Нерівноважні кореляційні функції системи частинок, іцо взаємо­

діють через потенціал Юкави і дифундують у рідині, представле­

но у вигляді функціонального інтегралу.

9. Доведено існування і єдиність граничних кореляційних функцій 

на скінченному часовому проміжку при умові, що початковий 

стан є локально збурений і в початковий момент часу частинки 

знаходяться в деякій компактній області Л , границя якої не 

впливає на дифузію частинок.

Дій: квантової модельної системи типу ІіКШ-Боголюбова

1. Рівноважні функції Гріна і вільна енергія представлені у вигляді 

функціонального інтегралу.

2. Доведено існування граничних ( Л /  /?} ) рівноважних функцій 

Гріна та вільної енергії.

3. Узаі-альнено на нерівноважний випадок метод апроксимуючоїху 

гамільтоніану Боголюбова.

4. Отримані рівняння, що описують в термодинамічній границі 

еволюцію модельної системи типу БКШ-Боголюбова. Знайдено 

інтеграл руху і доведено існування і єдиність їх розв ячку в класі 

неперервних обмежених функцій.
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