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•Актуальность токи. Ши р о к и й  е р г̂  задач науки и техники п р и в о д и т с я  
к нахождению решений линейных или нелинейных с и н г у л я р н ы х  интег­
ральных уравнений С СИУ) и их систеп с я д р о м  Коши на единичной о к ­
р у ж н о с т и . Как известно, построение решений СИУ в замкнутой виде 
возможно лишь в весьма редких частных случаях и даже в этих слу­
чаях доведение результата до числа наталкивается на большие т р у д ­
н о с т и .

Указанные обстоятельства обусловили то большое внимание, ко­
торое в настоящее время уделяется вопросам разработки и обоснова­
нию методов приближенного решения различных классов СИУ и их сис­
тем. Начало научным исследованиям в этом направлении положили ра­
боты М. Лаврентьева, С. Б. Михлина, X. Иультоппа, которые затеи бы­
ли продолжены С. И. Белоцерсовским, Г. И. Вайникко, Б. Г. Габдулахае- 
б ы п , Б. Зильберманом, В. А. Золотаревским, В. В. Ивановым, И. К. Ливано­
вым. А. Ю. Лу ч к о й , 3. Пр є с д о р ф о м , Д. Г. Саникидзе. Ю. В. Ганделем, 
В. Д. Дкденко, А. Ф. Матвеевым, Б. И. Мусаевым, Н. Я. Тихоненко, М. A. Ueїд­
ко и их последователями и учениками.

Обоснованию методов приближенного решения различных классов 
СИУ посвящено значительное число работ.л> В этих работах п р и

»9 Достаточно п о л н у ю .библиографию по этим вопросам можно 
найти в следующих изданиях!
1. Белоцерковский С. И., ЛиФанов И. К. Численные методы в сингуляр­
ных интегральных уравнениях. - И. і Наука. 1886. ч._2бб с.
2. Габдулахаев Б. Г. Оптимальные апроксимации решений линейных за­
дач. - Казаны Изд-во Казане к. ун-та, 1880. - 232 с.
3. Гусейнов А. И. , Мухтаров X. Ш. введение в теорию нелинейных син­
гулярных интегральных уравнений. -  М. і Наука, I960. -  414 с.
4. Золотаревский В. А. Конечномерные иетоды решения с и н г у л я р н ы х  
интегральных уравнений на замкнутых контурах интегрирования. - 
Ки ш и н є б і  Штиинца, 1981, - 134 с.
5. Иванов В. В. Теория приближенных методов и ее применение к чис­
ленному решению с и н г у л я р н ы х  интегральных уравнений. - Києві Нау­
кова думка. 1868. - 237 с.
6. Лучка А. (0. Проекционно-итеративные методы решения дифферен­
циальных и интегральных уравнений. - Києві Наукова думка. 1980. - 
262 с.
7. Пр є с д о р ф  3. Некоторые классы с и н г у л я р н ы х  уравнений. П. і Ми р . 
1979, - 496 С.



различных предположениях относительно коэффициентов, регулярных 
ядер и правых частей СИУ и контуров интегрирования были обоснованы 
различные численно-аналитические, проекционные и итеративные 
методы приближенного решения различных классов СИУ и их систем. 
Благодаря работам В.В.Иванова. Б.Г.Габлулахаева. И.К.Лифанова, 
Б.Зильбермана, З.Првсдорфа. В.А.Эолотаревского и др. теория проек­
ционных методов приближенного решения линейных СИУ и их систем на 
ограниченных контурах интегрирования достаточно полно разработана. 
Проекционные методы, как правило, инеют простую вычислительную 
схему, однако они обладают существенным недостатком. Они наделены 
неуд 5ным в вычислительной практике свойством - свойством 
насыщения. состоящим в том, что при нахождении приближенных 
решений СИУ с заданной высокой точностью проекционные методы 
приводят к необходимости находить решения систем линейных оЛГебра- 
ических уравнений, натрицы которых при больших порядках становятся 
плохо обусловленными, что не дает возможности эффективно применять 
проекционные методы к нахождению с высокой точностью приближенных 
решений СИУ, так как в этом случае ошибки округления при решении 
соответствующих систем линейных алгебраических уравнений приводят 
к большим ошибкам в окончательном результате.

Среди методов.приближенного решения различных классов СИУ и 
их систем особое место занимают итерационные методы. В этом 
направлении выполнено значительно число работ. Так, в цикле работ 
Гусейнова А.И. и его ученихов обоснованы метод простой итерации и 
метод Ньютона-Канторовича приближенного решения нелинейных СИУ с 
ядром Коши йа единичной ' окружности в обобщенных пространствах 
Гельдера. Однако эти методы, вообще говоря. имеют ограниченную 
область применимости, поскольку при их реализации возі кает необ­
ходимость в точном вычислении сложных квадратур, в связи с чем 
входные данные исследуемых уравнений подчиняются жестким условиям.

3 связи с этим обстоятельством современные итеративные методы 
приближенного решения СИУ преследуюут две задачи: расширение
области прим нимости метода и ускорение его сходимости. Так в 
цикле работ А. Ю.Лучки и его учеников предложен и обоснован очень 
эффективный с вычислительной точки зрения проекционно-итеративный 
метод приближенного решения скалярных линейных и нелинейных СИУ с 
ядром Коши и с ядром Гильберта в , пространствах функций, 
суммируемых с квадратом» и в пространствах функций.
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удовлетворяюших условию Гельдера. В цикле работ Б. Г. Габдулахаева и 
его учеников предложены и исследованы стационарный итерационный и 
аппроксинативно-итерационный нетоды приближенного решения
норнального случая линейных и нелинейных СИУ с ядром Коши и с яд­
ром Гельберта в пространствах функций, удовлетворяющих условию 
Гельдера. и в пространствах функций суммируемых с р-й, 1 < р < со . 
степенью. В цикле работ Б.Т.Габдулахаева и В.А.Золотаревского и их 
учеников были предложены и обоснованы различные вычислительные 
схемы квадратурно-итерационного метода приближенного решения нор­
мального случая нелинейных СИУ с ядрон Гельберта или с ядром Коши 
на различных гладких контурах в пространствах функций, сумнируемых 
с квадратом, и в пространствах функций, удовлетворяющих условию 
Г ельдера.

Что же касается обоснования вычислительных схем различных 
модификаций итерационных нетодов приближенного решения нормального 
и исключительного случая СИУ и их систем с ядрон Коши на единичной 
окружности в обобщенных пространствах Гельдера, то „ в этом 
направлении оказалось иного не решенных задач. Этот пробел в 
некоторой нере восполняет представляеная диссертационная работа.

Целью работы является обоснование вычислительных схен различ­
ных итерационных методов приближенного решения норнального и иск­
лючительного случаев СИУ и их систен с ядрон Коши 1 на единичной 
окружности в обобщенных пространствах Гельдера.ьИри этом, следуя 
JI. В. Канторовичу, под обоснованней метода будем понииать:

- установление осуществиности и сходиности алгоритма;
- исследование быстроты сходимости;
- эффективная оценка погрешности.

Методика исследования. При выводе и обосновании полученных в 
диссертации результатов существенным образон используются различ­
ные сведения и утверждения из функционального анализа, конструк­
тивной теории функций, теории функции комплексного переменного, 
интегральных уравнений и общей теории приближенных нетодов.

Научная новизна и основные результаты, выносимые па защиту. 
Все результаты, полученные в диссертации, являются новыми, строго 
доказанными, получены лично автором и следующие и* них выносятся 
на защиту) •>



1. Обоснованы две схены проекционно-итеративного метода приб­
лиженного решения нормального случая линейных СИУ с ядром Коши и 
их систем. которые затем применены к приближенному' решению
нормального случая СИУ со сдвигом и СИУ. содержащих комплексно 
сопряженные значения неизвестной функции.

2. Обоснованы две модификации стационарного итерационного и 
две модификации аппроксимационно-итерационного методов приближен­
ного решения нормального и исключительного случая СИУ и их систем 
с ядром Коши.

3. Обоснованы стационарный итеративный и квадратурно-итера­
тивный методы приближенного решения нормального Случая нелинейных 
СИУ и их систем.

Теоретическая и практическая ценность. Диссертация носит в
основной теоретический характер. Полученные в ней результаты ’могут 
бьггь использованы при дальнейшем развитии методов приближенного 
решения различных классов СИУ. Кроме того, они мсгут быть исполь­
зованы при решении конкретных прикладных задач, сводящихся к 
нахождению решений различных классов СИУ и их обобщении.

Аппробация работы и публикации. Основные результаты диссертации
докладывались и обсуждались на: V Всесоюзном Симпозиуме "Метод
дискретных особенностей в задачах математической физики" СОдесса - 
1991 г.Э. Республиканской научно-методической конференции, посвя­
щенной 200-летию со дния рождения Н.И.Лобачевского СОдесса - 1992
г.Э, международной научной конференции "Теория приближения и 
задачи вычислительной математики" СДнепропетровск - 1993 г.Э.
научной конферені чи "Гаховские чтения" СОдесса - 1989 заседа­
ниях научного семинара "Общая теория приближенных методов" при 
Одесском университете, научный руководитель доц. Тихоненко Н.Я. 
С1989-1993 г.г.5, Одесском городской научном семинаре по теории 
функции, научный руководитель проф. Стороженко Э.А. С1994 г.Э, 
ежегодных научных конференциях профессорско-преподавательского 
состава Одесского госуниверситета С1989-1994 г.г.5.

Основные результаты опубликованы в 5 научных публикациях, 
выполненных лично автором.
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состоит из врвдения. трех глгэ, разбитых на 11 параграфов, списка 
литературы, включающего 60 наименований, и содержится на 159 стра­
ницах машинописного текста.

Основное содержанке работы. Во введении обоснована актуальность 
темы диссертации, дан анализ состояния проблемы, кратко изложено 
содержание диссертации к сформулированы основные результаты, выно­
симые на защиту.

Первая глава состоит из пяти параграфов: §§1-3 и посвящена 
обоснованию проекционно-итеративного метода приближенного решения 
норнального случая СИУ и их систен с ■ ядром Коши на единичной 
окружности в обобщенных пространствах Гельдера, а также СИУ со 
сдвигом Карлемана и СИУ, содержащих комплексно-сопряженные значе­
ния неизвестной функции. В частности, з первой параграфе, который 
носит в основном вспомогательный характер, изложена известная 
схема проекционно-итеративного метода приближеного решения 
операторных уравнений и. кроме того, установлены новые достаточные 
условия его сходиности. § 2 посвящен обоснованию вычислительных 
схем проекционно-итеративного метода приближенного решения 
нормального случая СИУ

k<t,T),f<t) - известные функции,! принадлежащие пространству н '̂ ,«

420. Начальное приближение является приближенным решением,
определяемым по методу редукции или коллокаций, уравнения С1Э и 
инеет вид

-г»
где -  неизвестные постоянные, которые в случае метода коллока- 
иий определяются иа системы уравнений

П
Е ♦ Sgn v  + Jl < t t )TWdT j  «  j» I'«.n

y«-n г CJI

(K>>) (t) в a(t>p(t) + b f?iZ2. dr ♦ j"|< (t,r)»>(T) dr «■ f i t ) ,  t в Г,
ПІ Jr-t J

г г

на единичной окружности Г ■ |t « С. |С|-Л. где а < t >, b(t)»

п
(2 )
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где Sgn v = j. при v*£0, Sgn i> *= -1 при v><0, a

t * exp —  j , j* -n,n (4)
3 2n+l

3 случае невода редукции неизвестные определяем из системы
уравнений

[а . + Sg n v b .  +  D I = s ' f . »  і * - п #г» ( 5 )
J - V  4 i-v ivj і

где b., D^, f. - коэффициенты Фурье соответственно функций

a(t) , b <t), J"k <t, T) t^dr, -F(t).

Г
Элементы поправок ищем в виде *п

u<t> = Г C<k'tv (6)к “ г» ,

а последующие приближения определяем следующий образом
*k(t> = *,k-i<t)+“k(t, + [R [f-l<<*>k-«+“k>]] (t> ’ k*1>2'"'* <7

кде К - оператор, определенный формулой С1Э. a R - его ред-уляриэа- 
тор вида

у(т)a (t) b(t> 1 г у(т)
<R».)(t)H — --------- »><t)--------- ------- —  ----

a <t)-b (t) a <t)-b <t> пі J т-t

При этой постоянные Clk>, определяющие поправки uk<t>. определяем 
в случае метода -оллокации из систены уравнений

П
2 сІк* [а(ь*)<:Т + Sgr> v b(tj>t:̂  * Jk<tj’T>TWdT] *

(9>

где t- узлы CO. В случае нетода редукции постоянные c/k 
определяем из системы уравнений
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n
E cl“’ [ aj-v> + s 9 n u bj . w + % ]  = f-  v -  <10)

V* -T,

где v  _ коэффициенты Фурье функции (K?>k t> (t).
Если постоянные *>v, C'J" определяются согласно методу колло- 

каций. то справедлива

Теорема 1, Пусть функции a<t>, bit), k<t,r),f(t) « Н<л* ,
ш

a(t)-b(t)
/ІІО, по всем переменным, a <t)-b <t>*0, * » ind ---------= О.

а < t)+b(t)
уравнение С1Э инеет единственное решение и функция iŜ F <<5) | 1 г> <5|-»0

при 6**0. где F(S)~ ши><6)/иа> (6), то при достаточно больших п
итерационный процесс С25-С4І ,С6Э-;С9} реализуен, а приближеннее 
решения *> <t> уравнения С15 сходится в пространстве Н <» к егок О)
точному решению рж <t) со скоростью

o ( [ n - V ( i , l n  n ] - ‘ ) ,  * .  1 , 2 ..........

где u t}(6), <J2'(6) - модули непрерывности, удовлетворяющие усло­
виям Зикмунда-Бари-Стечкина.

Если постоянные f»j, C^k> определяются согласно методу 
редукции, то для итерационного процесса С2Э.С5Э - С85, С103 спра­
ведливо утверждение, аналогичное теореме 1. В третьем параграфе 
производится обоснование проекционно-итеративного метода, основан- * 
ного на нетодах коллокации, приближенного решения нормального слу­
чая систем СИУ

Г **<т)A<t)f><t)+ НЛЬІ. ------ от +
ni J т-t

г (И) 
где A<t>, B(t), К (t,т') - известные матрицы-функции. f(t) - извест­
ная вектор-функция размерности m с элементами из пространства 
< о*

н <i>, <1̂ 0 , a f>(t) - неизвестная вектор-функция разнерности щ.<А>
Установлена осуществимость метода и определены оценки скорости его 
сходиности. На основе сведения к систене СИУ с ядром Коши в § 4
производится обоснование проекционно-итеративного метода прибли­
женного решения норнального случая СИУ со сдвигом

jK(t,T)p<T>dT = f(t), t«r,



Г 1 C(t) Г d(t) Г Р^Т)*<t>p<t>+ b(t)p a(t) + bill ------ dr -► ------ dr +
L J ni J т-t ni J T-a(t)

+ ft<<t,T)f>(T> dT = h(t), teT, С12Э
J 
г

гла a(t> - сдвиг, удовлетворяющий условию Карленана или обобщенно­
му условию Карлекакa,а в § 5 - нормального случая СИУ с комплексно- 
сопряженными значениями неизвестной функции

--------  C(t) Г *><т) 1 Г *><т)----  I ------- dT ♦ d(t) ---- 1 -------  dr +
ni J т-t ni J r-t

* Jk  ̂(t,t )<"'t ) dr + Jk^ (t,t )f>(T 1 dT *> h(t).

г r
Вторая глава состоит иэ четырех параграфов:. §§ 6-9 и

посвящена обосновании двух кодификаций стационарного итеративного 
и алпрксимационно-итеративного методов приближенного решения нор­
мального и исключительного случаев СИУ и их систем с ядром Коши на 
единичкой окружности в обобщенных пространствах Гельдера. В § о 
строится итерационный процесс

*>k w <t> - »>k(t) + TH^f <t>-<Kpk> <t>j, taO.1,2,..., (13)

Приближенного решения уравнения Cl>. где оператс • Н выбирается иэ
требования простоты реализации итерационного процесса С135, а
параметр т - из требования обеспечения его максимальной скорости
сходимости. Итерационный процесс С13Э исследован, если H=R - регу-
ляризатор С8Э оператора К или H-I - единичный оператор. Указаны
границы изменения итерационного параметра т, при значениях
которого итерационный процесс С13І сходится. В частности, если
Н«1. то имеет место

Теорема 2. Пусть функции a(t>, b<t>, k(t,T) f<t) в H по всем
<0

переменным, a*(t>-j*(t)i*0 *=0 и уравнение С О  имеет единственное
решение. Тогда итерационный процесс С133 сходится к 'точному 
решению *>e(t) уравнения С О  со скоростью
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1»."’-v >i h , » [ ' " ' - " V '«>!„„• - ■ ....
где it>Q (t) € К - начальное приближение, если итерационный параметр 
т выбран в соответствии с оценкой

1

так, чтобы величина q = JI-tKJ была бы меньше единицы. Здесь озС<53
- модуль непрерьшности, удовлетворяющий условиям Зикмунда-Бзри- 
-Стечкина.

Седьмой параграф посвящен обоснованию аппу .симативно-итераци- 
онного метода приближенного решения нормального случая уравнения 
СО. Этот метод состоит в том, что функции a(t), b(t), Ht,r),
f<t) приближаются соответственно функциями a^Ct), b^(t),°

- отрезки рядов Фурье или многочлены Лагранжа по узлам С 43, 
а приближенное решение уравнения С13 строится посредством 
реализации итерационного процесса

г t) (t) - і>3 <т)
* j* 4 <t>= «o'* <t ) +тН f <t) - a’ (t)«>J< t ) --- -—  і -------  cJt -nL " "■ m  J т-t

г

- j*k̂  <t,T)iÔ  (т) drjj, j * 0,1,... (14)
г

где т - итерационный параметр» а оператор ~ единичный
оператор или имеет вид

a <t> Ь <t) 1 р у<т>
<Н у) (t)= -----------  y/it)------- ------  ----  ------  dr, (15) .
n a (t)-b (t) a (t)-b (t) ni J т-tГ* n n n J.
Установлены границы изменения итерационного параметра т, при 

значениях которого итерационный процесс С Ю  сх«дится, а также 
определена скорость сходимости приближенных решений уравнения С13 
к его точному решению. В частности, если Н^—1* то имеет место

<Теорема 3. Пусть функции a(t), bCt), k<t,T), f<c) € H
<*>

л£0, по всем переменным, переменным, a2 (t)-b2 <t > *0, *=0 и



уравнение С15 имеет единственное решение, a F <<5) | In <51 ■» О при
<5̂ +0. Тогда при достаточно больших п итерационный процесс С145 
схсчится в пространстве Нщ«> со скоростью

[|p .< t> V (t> |Ĥ t)= o (n -V (i) ln  п) + 0<дЪ,

где итерационный параметр т определяется в соответствии с оценкой
1

S т

так, чтобы величина qo= ilI~TKrJ| была бы неньше единицы. Здесь 
оператор К имеет следующий вид

ь  < и  Г*><т> Г<К f)(t)sa <t)*>(t) + —— —  \—---  dT+Jk <t, т ) t»(T > dr.
пі JT-t J n

г Г ’
В восьмом параграфе производится обоснование стационарных

итерационного и аппрксимативно-итерационного методов приближенного 
решения исключительного случая уравнения С15, т.е., случая, когда 
а (t)—Ь(t) и а <t)+b <t) инеют нули на Г целых порядков в конечном 
числе точек. Девятый параграф посвящен обоснованию стационарных 
итерационного и аппроксимативно-итерационного методов приближен­
ного решения норнального и исключительного случаев систем СИУ вида 
С115.

Третья глава состоит из двух параграфов: $§ 10, 11 и посвяще­
на обоснованию итерационных нетодов приближенного решения нелиней­
ных СИУ и их систем с ядрон Коши. таЕ в §10 про- эводится обоснова­
ние стационарного итеративного метода решения нелинейного СИУ

Г 1 , k<t,r, ♦><!•)) -I
(A*»<t)s F ---- ------------  dr * -f(t). <16)

Г
Выяснены условия дифференцируемости по Фреи» оператора А, а 

также установлены сходимость итерационного процесса

Г (  і  Г M t >T * Л  < т > > v ,
—  --------- -----  dTj I (17)

Г
k • 0, 1, . . . ,

I

max I!
Ir
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приближенного решения уравнения С163 и определены границы измене­
ния итерационного параметра т, при значениях которого итерацион­
ный процесс С17Э является ехаяащииея. Аналогичный результат 
получен и для систем нелинейных СИУ. § 11 г.освяген обоснованию
квадратурно-итеративного метода, основанного на методах Аллокации 
и неханических квадратур, приближенного решения СИУ С163, 
приближенное решение которого,например, в случае метода коллокаций 
ищется иэ итерационного процесса

)] 
г

j . О, 1, 2, ... , 
где *>°<t) - начальное приближение, которое имеет вид С23, а РП П
оператор Лагранжа по узлам интерполяции С43.Аналогичный результат 
получен и для систем нелинейных СИУ.
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