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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Дисертація присвячена дослідженню 
аналітичних властивостей банаховозначних випадкових процесів 
з просторів Орлича, знаходженню оцінок для розподілу їх норм 
та умов інтегровності цих норм в певному сенсі..

Вивчення аналітичних властивостей випадкових процесів 
таких, наприклад, як неперервність або обмеженість з ймовір­
ністю одиниця їх траєкторій, розпочате Колмогоровим А.М., 
привело до створення самостійного напрямку в теорії^випадко­
вих процесів. До цього напрямку можна віднести дослідження 
локальних властивостей випадкових процесів, таких як супре­
мум, варіації і т.д., вивчення слабкої збіжності послідов­
ностей випадкових процесів в функціональних просторах.

Дослідження в цьому напрямі найбільш інтенсивно розви­
вались останнім часом. Найбільше розповсюдження отримав 
ентропійний метод, що був розроблений в роботах Дадлі, Фер- 
ніка та Судакова. Цей метод ефективно використовувався для 
дослідження гауссових процесів. Наприклад, використавши по­
няття метричної ентропії.Дадлі отримав свою відому ентропій^ 
ну умову неперервності гауссових випадкових процесів. А піз­
ніше Фернік довів необхідність ентропійних умов Дадлі для 
вибіркової неперервності гауссових стаціонарних процесів.

Методами близькими до тих, якими досліджуються локальні 
властивості випадкових процесів, можна отримувати умови об­
меженості та умови інтегровності в певному розумінні норм 
іипадкових процесів. Ііершою роботою в цьому напрямі була ро­
бота Скорохода А.В.,який встановив експоненціальну інтегров-



ність рівномірної норми гауссових неперервних процесів. Вив­
ченню розподілу рівномірної норми гауссових процесів присвя­
чені роботі. Беляева Ю.К., Пітербарга В. І. та Бермана С.

В кінці 60-х років з'явились роботи, що вивчали аналі­
тичні властивості класів випадкових процесів більш широких 
ніж гауссові. Використавши поняття субгауссової випадкової, 
величини,яку ввів Кахан Ж., Козаченко Ю.В. ввів поняття суб­
гауссових випадкових процесів та вивчив умови неперервності 
та деякі інші властивості цих процесів.

В роботах Булдигіна В.В. та Козаченка Ю.В. було введено 
передгауссові процеси та вивчено їх властивості. В роботах 
Козаченка Ю.В. та Островського Є.Й. було введено клас 
sub ̂  ) випадкових величин та процесів.

Далі властивості субгауссових та передгауссових випад­
кових процесів вивчались в роботах Булдигіна В.В.. Дмитров- 
ського В.А., Дкейна Н. та Маркуса М.В роботах Козаченка Ю.В. 
були досліджені аналітичні властивості та розподіли супрему- 
мів випадкових процесів з просторів Орлича.

Останнім часом з’явились роботи,в яких почали вивчатись 
субгауссівські випадкові елементи з значеннями в банахових 
просторах. Це роботи Талаграна, Хейнкеля та Фукуди. В цих 
роботах знайдено умови Експоненціальної інтегровності норм 

субгауссових елементів.
Природньо постала задача отримати подібні результати 

для випадкових елементів з більш широкого класу, а саме для 
sub ч (52) та орличевих, а також дослідити аналітичні власти­

вості таких банаховозначних випадкових процесів.
Розв'язку цієї задачі 1 присвячена дисертаційна робота.
Мета роботи полягає в тому, щоб ввести поняття банахо-
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воэиачних випадкових елементів з просторів sub ̂ (Q.) та дея­
ких експоненціальних просторів Орлича,вивчити умови існуван- . 
ня експоненціальних моментів норм цих елементів в деяких 
конкретних банахових просторах, вивчити аналітичні власти­
вості випадкових банаховозначних процесів X(t), t«T, де 
X(t) - випадковий банаховозначний елемент.

Наукова новизна. В дисертації:
- знайдено умови експоненціальної інтегровності норм 

банаховозначних випадкових елементів з просторів sub vf(^)b, 
Pred (S2)a., Ly (Si) a , V  (x)-exp{ іх»л >-1, 0<A < 1, lxf>x»>0, 
у випадках В - L p (T,B, ̂  ) та В - L\j (Т.Ъ.уч);

-доведено загальну теорему про обмеженість норм з 
ймовірністю одиниця банаховозначних випадкових процесе 8 
просторів Орлича L v ('5i)e. У випадку, коли функція U(x) на­
лежить класу Е, знайдено оцінки для розподілу супремуму норм 
таких банаховозначних випадкових процесів;

- - знайдено умови обмеженості норм з ймовірністю одиниця 
банаховозначних випадкових процесів з просторів sub ц (Si )6. 
Pred (S£)B та Lv (S?)6, Ч* (х)-ехр< іхИ >-1,0 * *U 1,1 хі>х.»0, 
знайдено оцінки для розподілу супремуму норм таких процесів;

- доведено загальну теорему про вибіркову неперервність 
з ймовірністю одиниця банаховозначних випадкових ппоцесів з 
просторів Орлича Ьи (£і)ь, коли функція U(x) належить кла­

су Е;
- знайдено умови вибіркової неперервності з ймовірністю

одиниця банаховозначних випадкових процесів з просторів 
sJsvf (SI ̂ .PredtSi)^ та , Y  (х) - ехр{ іхіл > - 1,
0<*^< 1, І хі > х>»>0.

Теоретична та практична цінність. Одержані в дисертації



результати можуть бути використані в рівних розділах теорії 
випадкових процесів, наприклад, при дослідженні розподілів 
числа виходів випадкових процесів та полів за фіксований рі­
вень, в статистиці випадкових процесів, в теорії статистич­
них випробувань, в теорії стохастичних диференціальних рів-
і
нянь. Крім того, ці результати використовуються в сучасній 
квантовій теорії поля,статистичній радіофізиці, метеорології 
і т.інш.

Апробація та публікації.Матеріали дисертації повідомля­
лись на Міжнародній конференції пам’яті М.П.Кравчука (Ки­
їв, 1993 ), на науковому семінарі з теорії ймовірностей КПІ 
( 1994 ), на Всеукраїнській конференції молодих вчених ( Ки1 

їв, 1994 ).
Структура та обсіг' дисертації. Дисертація складається з 

шести параграфів.Загальний об'єм роботи 96 ст. машинописно­

го тексту. Бібліографія містить 68 найменувань.

ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі дисертації обгрунтована актуальність теми ди­
сертації, сформульована мета роботи, міститься огляд літера-

О
тури щодо теми дисертації, коротко викладено зміст дисерта­

ції.
У §1 наведені необхідні відомості э теорії просторів 

Орлича та просторів випадкових величин субгауссівського ти-*
пу. Сформульовані означення S-функцій та N-функцій Орлича та 
деякі властивості цих функцій; означення простору Орлича ви­
падкових величин Ly(ft) ; означення простору випадкових 
вь.лчин субгауссівського типу sub if(S2); означення прос­
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тору передгауссових випадкових величин РгесІ (її); наведе­
ні необхідні далі властивості просторів L\j(S<!). subvf(f2) 
та Pred (Л).

У §? вводяться простори Lu (̂ )fc.subvf (Si )&, Pred (Г2)ь 
банаховоаначних випадкових елементів.

Нехай (ft,S\P) стандартний ймовірнісний простір, В -
- — (В,ИМ) дійсний сепарабельнлй банахів простір, В*- (В*,* 

спряжений простір до В, <•,•> канонічна білінійна форма 

на В*» В.
Означення 2.1. Нехай U(x) деяка S-функція. Будемо ка­

зати, що В-значний випадковий елемент X належить простору 
L\j (ft )ь , якщо для будь-якого у існує константа п, > 0 
така, що

Е  [ и ( ^ ж ? ) ]  < •

Означення 2.2. Нехай функція vjoo- N-функція Орлича. 
Будемо казати, що В-значний випадковий елемент X належить 
простору subvf(Л )ь , якщо Е [< у.Х >3 - 0, для будь-якого 
у^В*, та існує константа с>0 така, що

Е [ехр [<у, х >З J * exp (vf (с(Е [<^,x>*-])v*)j<;oo

для будь-якого у<£В*.
Означення 2.3. Будемо іазати, що В-значний випадковий 

елемент X належить простору Pred (їі)ь (є передгауссовим), 
якщо Е [< у.Х >] - 0, для будь-якого у^В* ,та існують кон­
станти с > 0 та д * 0 такі, що

Е [ехр { < у ,  j  і е х р  ||г Є 1 < У , Х . > * ]  ] < оо 

для кожного у в В* такого, що куіі# <ґй.
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І, аналогічно означенню 2.1, дається визначення просто­
ру L>*(J2)6 В-значних випадкових елементів у випадку, коли 

функція ЧС (х)-ехр< і хі* }-1, 0< 1,1x1> хі> 0. (Далі під
функцією Y  (х) будемо завжди розуміти ^(х)-ехр{ і хіЛ >-1, 
0 < 1,1X1 > х* > 0.)

Далі для банаховозначних випадкових елементів з просто­
рів subvf(£i)b, Pred (5г)ь , Ьч(!>5)ь вводятьоя поняття 
експоненціальної інтегровності та моментні норми ,
6( X) та 6 ( X.), де

г ( х > - suр ( е [ и х іг ] )v  ,и >,і ' rv

©( X ) * sup ( £ [ll XЛі" З У**4 ,
*>л 4 и-

<У(Х>- sup (Е [II Xlf j Vм . rfv*

В лемах 2.2 та 2.3 доведені властивості норм ^ (*), 
Є( X) , Є ( X ) , які необхідні для подальших досліджень.

У §3 доведено експоненціальну інтегровність банахово­
значних випадкових елементів з просторів subvf (s"£)B,Pred(ft )e 
та L* (Я)в, У випадках B-L р (Т, та B-Lи (Т, ),
коли функція Орлича U(х) задовольняє певним умовам.

Теорема 3.1. Нехай (Т, $>, б" - скінченний простір 
із зліченно породженою s'-алгеброю Ь , х - LptT, Sb, д<)-знач­

ний випадковий елемент (1 і р < оо ) такий, що Е [<у,Х>] - 0, 
для будь-якого уеВ\ та існує константа с>0 така, що

Е  [ е х р  3 *  е - х [ - [ ч ( с ( £  [ < у , Х > > 1 ] ) г ) } < < * )

для будь-якого ytB4. Тоді для деякого £>0 

£  te .*p  ( ЄН X II) і  з  < 00
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Теорема 3.2. Нехай (Т, •#,/«), yu(Т) < оо , простір із 
зліченно породженою «"-алгеброю Ь , функція Орлича U(x) за­
довольняє Дг-умові та умові:існує п«> 0 таке,що (Uc'°(x))n- 
опукла функція для будь-якого n^n0, X - Lu (Т, & ,/w )-знач­
ний випадковий елемент такий, що Е [< у,Х >] - 0, для будь- 
якого у є В*, та існує константа с>0 така, що

Е [exp 4 е-хр I f ) ]  ■< 00

для будь-якого у& В*. Тоді для деякого £•> 0

E - [ e x p { v ( * C e  » x u  ) } ] < - .

У теоремах 3.3 та 3.4 отримано результати аналогічні 
теоремам 3.1 та 3.2 відповідно для просторів Pred (52 )ц, та 
Pred(S? )ц, • У теоремах 3.5 та 3.6 аналогічні результати дове­
дені для просторів L* (ft )Lp та Lv (ft )lu .

У §4 досліджуються аналітичні властивості банахово­
значних випадкових процесів X(t) з просторів Орлича Lv(ft)ь 

банаховозначних випадкових елементів, коли функція Орлича 
U(x) належить класу Е.

В теоремі 4.1 отримано умови, при яких 
sup UX(t)»<£ Lu (ft), 

отримано оцінку ДЛЯ 4<sup U X(t)tt6 »Lv , оцінки для роз­
поділу |5UpllX(t)llb та умови обмеженості з ймовір"істю 

одиниця норми процесу X(t).
Нехай m(t,s)- CUtX(t) - X(s)lle>X*, N(£ )-£-розмірність 

простору (T,m), Є# - sup m(t,s).
Теорема 4.1. Нехай функція U(x) належить класу Е, 

X(t)«Lu(ft)e, сепарабельний відносно метрики m(t,s) та
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виконується умова :існує £ > 0, що 

іД  N(v >) dv <• оо,

де U('° (v) - функція обернена до U(x) при v>0. Тоді :
а) sup # X(t)IU = Ly (Л) - і виконується нерівність

t с V» 4t
((sup IIX(t)ll i>ig=sup «  II X(t>ll» + h ft\ U**(|irtv))elv

ifcT о

(де R - деяка константа );
б) для всіх г таких, що r > sup « II X(t)l!b »i,u вико­

нується

Е [и (г'1 ьир II.хч-t >ttfe ) 1 < 00 »

в) для будь-якого r >tsup U II X(t) И існує константа 
Сґ , що для будь-якого х >0

Р j sû p ІІ X  ( t )  It > x ^ 4 C ) * U  ( *  / г  )  ,

r) для всіх x > О

P ! sup < U ' 1 ( x / 6 ) ,
( t£T ->

де В задано в a.);
д) И X(t)U з ймовірністю одиниця обмежений. '

В теоремі 4.2 розглядається сімейство В-значних випад­
кових процесів X n (t), п а ї , де І - не більш ніж злічєн-
на множина. ‘ Нехай всі процеси X ̂  (t), t е. Т , п & І , нале­
жать простору Ly (ft)в, fii(t,s)-sup « II X* (t)-X„ (s) 
псевдометрика індукована сімейством процесів X n (t) на T, 
N(£) - t -розмірність простору (Т,ш). Справедлива тесь­
ма.

Теорема 4.2. Нехай кожен в процесів X * (t) & L у, (Я )в



сепарабельний на (T,m), функція U(x) задовольняє умові Е.
Якщо, виконується умова : існує S' > 0, що 

5
\  \Jl" \  Ы Ы )  < со,

то
а) sup « sup IIX ̂  (t) - X*(s)Ha»uv -*■ 0 при Е- О;
б) всі процеси X п (t), ttT, nel вибірково! неперер­

вні на (Т,йі) з ймовірністю одиниця;
в) якщо Т - компактний метричний простір з метрикою

с
р , псевдометрика in неперервна відносно р і X п (t) се­
парабельний на (Т,р), то

s up  «  s u p  II X *  (V1) - X * 0 
6 1  о

при £• ■* 0 і всі процеси X n (t) вибірково неперервні на 
(Т.р) з ймовірністю одиниця.

В теоремі 4.3 отримано оцінку для sup«sup IIXt.(t)-X,.(t)lb>, 
де X л (t) <£• Ly (Л)в для зсіх п&1, а функція U(x) нале­
жить класу Е. В наслідку 4.3 аналогічну оцінку отримано для 
випадку, коли функція U(x) належить класу л*.

У §5, за допомогою результатів §4, досліджені аналі­
тичні властивості В-значних випадкових процесів X(t) з 
просторів subv{(ft)B, РгесІ (Sl)b та Ьу(51)е..

В теоремі 5.1 отримано умови, при яких для процесу X(t) 
з простору sub\f(ft)b виконується: sug II X(t)ll& є. Lu (ft) , 
де U(x)-exp-fvf*(x)>-l.a також отримано оцінку для #supaX(t)tr>> 
та оцінки для розподілу su£ HX(t)Hb . В теорзмі б.З отрима­
не умови, при яких для процесу X(t) з простору РгесІ (ft)e 
sup И X ( t ) £ £ u (ft)', де U(x) - exp< I XI } - 1, та оцінки
fcsT
для «  SU£ II X(t) Uft»Lv 1 для Р°Эп°Д1лУ |u^HX(t)llB . В

- 9 -



теоремі 5.5 отримано умови, при яких для процесу X(t) з 
простору Ly (Л)ь sup U X(t)UB &. L* (51) , та оцінки для 
U sup Ц X(t', V >Lv •< для розподілу sup IIX(t)|| g .

x. 4. V i £ T
Теорема 5.2. Нехай X*. (t)e subv̂ (ft )ь, п£ І, сепара- 

бельні відносно m(t,s) - sup Ъ (И X„(t) - X*(s)ll ) і вико­
нується умова: існує £> 0 таке, що

\ vf * 1‘ 1 > ( Нг (V)) d v
О

де Нг (v) - ln( N¥ (v)). Тоді :
а) sup « . sup  II X „ ( t )  - X«(s>ll »  *

< uv* Q(p') H4
Oipt i 0

де Q(p) задане в наслідку 4.3, R( £) -* 0 при е->0;
б) кожен 3 процесів X n (t) вибірково неперервний на 

(Т.пі* ) з ймовірністю одиниця;
в) для будь-якого X > 0

,s“p 4 *• «рМтЫУ
В теоремах 5.4 та 5.6 аналогічні результати отримано 

для просторів Pred(ft)в та Ь«(Й)^.
У §6, використовуючи результати §§ 3,5,отримано наступ­

ні результати для L j> (tcf, і])-значних випадкових процесів з 
експоненціальних просторів Орлича.

Теорема 6.1. Нехай X(t), tfiT - LP ([0,13) - значний 
випадковий процес з простору sub vf (Л )ц, такий, ио

С Е [ I X ( t , u ) - X ( s , u > i PJ «*и 4 g ( l t - s i ) ,
О

g(h) - строго монотонна, g(h)-*0 при h-*>0, g(l) ̂  00 . При­
пустимо, що виконується умова : існує Ь" > О, що

- 1 0 -



£  g Vp( ^  V'1(x>) 4 x,

де U(x) - exp{vf* (x)> - 1. Тоді
a) sup IIX(t)llL ■ e, Lv (fl) , де U(x) exp{ s’* (x)>-l. і

T  “

- II -

І € Т

виконується нерівність

a sup IIXCUIIlp»Lu <= ?up '€(|lX(i)llu ) +
t  tT t  *  T

•' ■ AOO «
+ h ReKi ( s ( ¥ )  % П  Ss(b(u 6Г (| \ )-(Л ).(х ).61;

де S(£.) - U('1)(Te(2g<'°((£/c)p і)*1 + 1. K 4 -задан§ в те­
оремі 5.1, £o - sup m* (t,s);

l .S tT

б) для будь-якого x>0 виконується

p j s u j j  U X ( ^ t t Lp> x  ] ^ e x p [ - V ( ~  ) } ,  о

в) для будь-якого R>sup )|X(t)ll існує CR > 0, що для 

будь-якого х>0 виконується нерівність

p [ « f  1Х(«ич > » }  **•<:* [ - ? • ( £ )  }>
де Сц- Te(2g('°.((S /с)р ))т1 + 1, a S- максимальне число, 
для якого виконується нерівність

оо

+ С$ g (  V  \ Г 1(>0) R -s 'u p  ltX H ) l lL P 
s(6) 4 t<?,p

В теоремах 6.2 та 6.3 отримано аналогічні результати 
для L р (СО,13) - значних випадкових процесів з просторів 
Pred(Si)Lp та L*(Sl)tfl.

Підсумкові висновки. В роботі розглянуто банаховозначні 
випадкові елементи та процеси з просторів Орлича випадкових 
величин. Знайдешо умови, при яких норма В-значного випад­
кового елемента X з експоненціального простору Орлича



sub vf(Sl)a , Pred (ft )6 або L* (ft )ь належить тому ж самому 
простору Орлича у випадках B-L р (Т, ^ ) та B-Lu (Т, ).
Отримано улови обмеженості норм та вибіркової неперервності 
з ймовірністю одиниця, оцінки для розподілу супремумів норм 
випадкових процесів з просторів Lv (ft)е> У випадку, коли 
функція U(x) належить класу Е. За допомогою цих результатів 
досліджено аналітичні властивості банаховозначних випадкових 
процесів з просторів subif(ft)b , Pred (ft )ь та L * (ft )& .
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VeliKoivanenko 0.1. " Analitical properties of the
Banach - valued random processes'from the Orlicz’s spaces".
Manuscript. Thesis for a degree of Candidate of Science
(Ph.D.) in Physics and Mathematics, the spesiality 01.01.05- 
Probability Theory and Mathematical Statistics. Kiev
University. Kiev. 1995.

The Banach - valued random processes X(t) from the 
Orllcz’s spaces are considered. Exponential integrability of 
the norms of such random processes from the exponential 
Orlicz’s spaces in the ases, when Bahach space of the 
values of the processes is Lp - space or Orlicz’s space, 
have been proved. Conditions of the boundedness and sample 
path continuity with the probability 1 for Banach - valued 
random processes X(t) from the Orlicz’s spaces have been 
obtained. Estimations of distribution of the supremums of 
the norms for these processes have been received.

Великоиваяеко Г.И."Аналитические свойства банаховознач­
ных случайных процессов из пространств Орлича". Рукопись. 
Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико- 
математических наук по специальности 01.01.05 - теория 
вероятностей и математическая статистика. Киевский универ­
ситет. Киев. 1995.

В работе рассмотрены случайные процессы X(t) из про­
странств Орлича случайных величин со значениями в Банаховых 
пространствах. Доказана экспоненциальная интегрируемость 
норм таких случайных процессов из экспоненциальных про­
странств Орлича в случаях, когда банахово пространство зна­
чений процесса - это Lp- пространсво или некоторое про­
странство Орлича. Найдены условия ограниченности норм и вы­
борочной непрерывности с вероятностью единица процессов X(t) 
Получены оценки распределения супремумов норм и супремумов 
норм приращений этих процессов. ,<к

Ключові слова: банаховозначні випадкові процеси, експо­
ненціальна інтегровність, простори Орлича.
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