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ОБЩАН ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. В настоящее время вопросы нелинейных 

колебаний привлекают к себе внимание в самых разнообразных 

областях физики и технике.

Быстро развивающаяся техника выдвигает новые задачи,свя­

занные с изучением нелинейных колебательных процессов, и 

настоятельно требует создания методов решения дифференци­

альных уравнений,описывающих эти процессы.

Вопрос существования и построения периодических решений 

систем обыкновенных дифференциальных уравнений является од­

ним из важнейших вопросов в современной теории дифференци­

альных уравнений.

Значительный вклад в развитие теории и получение новых 

методов построения периодических решений систем обыкновен­

ных дифференциальных уравнений внесли А.Пуанкаре, А.....Ляпу­

нов. Н.Н.Боголюбов, Ю.А.Митропольский, И.Г.Малкин.Л.Чезари,

А.М.Самойленко,Н.А.Перестюк,Д.И.Мартынюк,С.Н.Шиманов.В.И.Зу- 

бов.А.Халанай.Н.И.Ронто.Ю.А.Рябов и другие отечественные и 

зарубежные математики.

Первые работы по теории периодических решений были пос­

вящены, в основном,линейным уравнениям и автономным системам 

на плоскости. Дальнейшие работы связаны уже и с нелинейными 

уравнениями,однако и до настоящего времени задача нахожде­

ния условий существования и построения периодических реше­

ний продолжает оставаться актуальной.

Цель работы состоит в разработке некоторых методов пос­

троения периодических решений системы дищференциальйо-раз- 

ностных уравнений е сложных резонансных случаях и создания

-3-



- 4 -

некоторых способов построения периодически решений системы 

дифференциальных уравнений.

Методы исследования. В работе используется методы анали­

тической и качественной теории обыкновенных дифференциаль­

ных уравнений,функционального анализа, численные метода ре­

шения алгебраических и дифференциальных уравнений.

Научная новизна:

-получены необходимее и достаточные условия существова­

ния периодических решений квазилинейной и квазистационарной 

системы дифференциально- разностных уравнений,зависящей пе­

риодически от времени;

- получен способ построения периодических решений в слу­

чае непростых элементарных делителей;

- построено я помощью ЭВМ численное периодическое реше­

ние нелинейной системы обыкновенных дифференциальных урав­

нений методом Ньютона;

- показан способ численного вычисления периода на ЭВМ 

для систем дифференциальных уравнений второго порядка с ма­

лым параметром.

Практическая значимость работы. Полученные в диссертации 

результаты могут быть применимы дая исследования реальных 

колебательных процессов, возникающих во многих практических 

задачах.

Апробации работы. Материалы диссертации докладывались г 

на научных семинарах кафедры интегральных и дифференциаль­

ных уравнений механико-математического факультета Киевского 

университета, кафедры математичних методов системного ана­

лиза Киевского политехнического института, на научно-техни--



ческих конференциях "Примените вычислительной техники и 

математических методов в научных и экономических исследова­

ниях" и "Памяти академика М.И.Кравчука".

Публикации. По теме диссертации опубликовано шесть ра­

бот, в которых отражено ее основное содержание.

Структура и об'єм д и с с е р т а н т. Диссертационная работа 

состоят из введения, трех глав, приложений и содержит ш  

страниц машинописного текста. Библиографический список 

включает 200 наименований литературных источников.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении обосновывается актуальность задач яиссертэ 

ции,формулируется цель исследования,приводится краткий об­

зор работ,связанных с темой диссертации,а также перечислены 

основные результаты работы.

В первой главе диссертации рассматривается квазилинейная 

и квазйетацйонарная система дифференциально-разностных урив 

нений,периодически зависящая от времени.

В §1;1 рассматривается гильбертово пространство н ког 

плекснозначных столбцовых векторов хс о с 2п-периодичес­

кими относительно t проекциями x iC t J , . . . , x  CtJ.

Вводится дифференциально-разностный оператор 

- LtdJ = Е Е \  dk*dTi * d = 4 r  СІХ
к - О  j  = 1

а рассмотрен неоднородная система линейных дифференциально­

разностных уравнений с постоянными коэффициентами и посто­

янными отклонениями аргумента
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п і d̂ XCt+T 3
E  E *  T— —  - FCIJ » FCt3eH. C23

kxo J=1 ' dt

где Ak (k*o.«,i. .о-постоянные m*m матрицы c

комплексними элементами, (j»i„ . ,1,3-постоянные вещест­

венные отклонения аргумента.

Систему уравнений (г) мо̂о записать в виде

LC d i x i t }  - FCt3 , FC 13 єН С 33

Введем сопряженный дифференциальный оператор l î аз в н,

определяемый равенством

CLCd3XCt3, Y£t33 к C X C O .L ^ C d J Y C  t33

Из формулы интегрирования по частям находится явные выра­

жения для сопряженного дифференциального оператора
" L к ь -нт

L ( d )  •  Г  Г А ,  C-d3 е  j (4 3
с k іК=0 )=*

Наряду с системой (з) рассматривается однородная система 

дифференциально - разностных уравнений
п i. dkY*Ct-T3

L ( d ) V ( t )  «  Г  Г А  С-ЛЗ*-------------------І-» О, С 53
с k J . . к

К = 0  j s |  d l

сопряженную к системе уравнений
n L d^XCt+T 3

LCd)XCt3 » Е Е \ . --------г--- *—-О. свз.
К :0  j = i 1 dt

Ищем периодические решения системы уравнений (5 ) ,(в ) с 

периодом 2п. Всегда предполагаем, что рассматривается резо­

нансный случай,т.е. системы уравнений (з),(б) имеют 2п-пе-
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риодаческие решения. Полагая в системах (в),(в) 

х ct)*c e'V , ї ctj«OelV  <:•=»... дз, с736 6 s в

приходим к системам однородных линейных уравнений

L C i k  DC * 0  , I. C i k  DQ * 0  Са=і,. . ,ID С 8 D.
£ S  С *  в



Из формул (і),<4) следует, что справедливы равенства 

l^cі »l,*cі и вторую систему уравнений (8) можно запи­

сать В виде Q*LCik3-0

Дальше через x^ctj, у̂со с==1__и обозначаем все ли­

нейно независимые 2п-периодические решения сопряженных сис­

теми дифференциально-разностных уравнений (е), (5). Всегда 

предполагаем, что 1 2 1 .

Из систем уравнений (8) следует, что вектор с_является 

правым столбцовым собственным вектором матрицы LCik^, век­

тор Q* является левым строчным вектором матрицы L(i.k̂ , 

соотвествующим нулевому собственному числу матрицы LCik^).

Из теории матриц вытекает результат

Теорема I.I. Для того, чтобы система линейных дифферен­

циально-разностных уравнений (в) имела 2п-периодические не­

нулевые решения XCt5-C>ellc.1 необходимо и достаточно,чтобы 

сопряженная система уравнений (5)' имела 2п-периодические 

ненулевые решения YCt5-Q>elk.t.

При этом число линейно независимы? периодческих решений 

системы (в) равно числу линейно независимых периодических 

решений сопряженной СИСТЙМЫ (5).

В§1.2 введен линейные подпространства Cr=o.i,z, э в 

пространстве н, определяемые следующими условиями.

і )Комплекснозначная вектор-функция f c o , периодическая с 

периодом 2л, принадлежит нг, если

Г . „ 
dtr

-7-
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сходился ряд
00 drFCti 00
Е * * > „ 1 4  і v..... I < 00 '-ш * dt

F C t > -  Е  ® l k l F
I--- *t*

Определение!. Будем называть систему дифференциально- 

разностных уравнений (г) регулярной,если лишь конечное чис­

ло величин det L(ik) с k-o, ±i, ±2,... ї обращаются в нуль и 

при условии

выполняется при достаточно больших значениях |к| неравенст­

во

Регулярные системы дифференциально-разностных уравнений 

(г) являются наиболее простыми для исследования. Доказыва­

ется теорема.

Теорема 1.2. Для того, чтобы регулярная система диффе­

ренциально-разностных уравнений (г) имела 2п-периодическое 

решение необходимо и достаточно, чтобы неоднородная часть 

F(t) была ортогональна всем 2п-периодическим решениям соп­

ряженной системы уравнений <5).

Определение 2.Будем называть систему дифференциально­

разностных уравнений <2 ) г-нерегулярной, если лишь конеч­

ное число dft L(ik) <k-o, ± 1, ±2,... 5 обращаются в нуль при 

условии (э) выполняется при достаточно больших значениях 

|к| неравенство

--- <r-l,8, (1 1 )

|k г г

Е к  .1*0
J- •

(а)

I L - U k  ) ! * - £ -  
к

(10)

-в -



Доказывается следующая теорема.

Теорема 1.3. Для того,чтобы г-нерегулярная система диф 

ференциально-разностных уравнений (г) имела 2п-периодичекое 

решение при F(t)eHf необходимо и достаточно, чтобы неодно­

родная часть F(t) была ортогональна всем 2п-периодическим 

решениям сопряженной системы уравнений (5), т.е. чтобы вы­

полнялись равенства

( F ( t ) , Q < elk. 1 )-0 <»=».. . . и  (1 2 )

Замечание I. Если F(t )ен̂ (q>r), то из условия (и) еле 

дует, что решение системы уравнений (г) x(t)<=H ^  и, слр 

довательно а̂х (t)

- 9 -

dt
q - r .

Если q>r , то ИЗ условия F (I )^Hq СЛЄДУЄТ, ЧТО F(t)eHr. 

Поэтому доя существования 2п-периодического решения X ( t )  

системы (г) необходимо и достаточно выполнение условия 

(1 2 ).

Замечание 2. Если вектор-функция F .(t) содержит конечное 

число гармоник в разложении F ( t )  в ряд Фурье, то условия 

(1 2 ) необходимы и достаточны доя существования 2п-перио 

дического решения системы линейных дифференциально-разност- 

ных уравнений (г).

Замечание 3. Система дифференциально-разностных уравне - 

ний (г) вида
.nv х n-і L. d^XCt+T )

+ А ----jl „ FCt}
. dtk

будет всегда регулярной.

В §1.3. формулизуется процесс построения периодического



решения системи уравнений (г). Построим проектор р в про­

странстве н по формуле 
2"і

PF(t)s ^ - J  E Q . Q y V l-T>F(r)dT (13)
а =1

О

Разлогая функцию F(t) в ряд Фурье, находим выражение

P F (t )-  Е 0 . ( 0 Х . )е к *1 
■ = 1

Из равенства pzF(t)=PF(t) следует, что оператор р явля­

ется проектором. Выражение для p f (i ) можно представить в 

виде

PF (t  )- Е Qm (F (1 ), Q ^ V  )в1к. 1

S = i

и поэтому условия (іг) существования периодического решения

системы (г) можно представить в виде

PF (1 )=0  (1 4 )

Из условия (14) следует, что регулярная система линейных

дифференциально-разностных уравнений (г) вида

L (d )X ( t ) = ( E - P )F ( t )  (155

имеет всегда 2п-периодическое решение, так как выполнено

тождество ( 1 4 ) .

Система уравнений (і 5) имеет неединственное Яп-периоди- 

чекое решение, так как наряду с каким-либо 2п-периодическим 

решением *o(t) система уравнений (is) всегда имеет 2п-пе- 

риодическое решение

X (I )=Х (t) + Га X (I )sX (t)+ Г л С e lk»‘ (10)' ' o' ©ft О

-10-

Дт  того, чтобы выделить некоторое единственное Яп-пери-



одическое решение системы (13), будем требовать выполнение 

дополнительных условий

(x(t).xs(t))=(x(t),c.elk.l)=0 ( S = 1 ..................і )

При этом коэффициенты (s=I.... 1 ) в формуле (їв) вы­

бираются единственным способом и поэтому существует линей­

ный оператор в н такой, что

ап

X(t )=NF(t )s-jji-J £ Nkeik“-T‘F(r)dT 
k а -00

о

Для определения матриц Nk (k.o.ti.ir. .. ) имеем систему 

линейных алгебраических уравнений xk“Nk,v  которая равно­

сильна системе уравнений

L(lk)Xk -Fk, (k-O, ±1, ±г, . . . ; k«k^ ) , (173

Если k*k^, ТО ИЗ уравнений (17) сразу находим,что Nk-L~‘(lk). 

Подробнее рассмотрен вопрос о построении матриц в слу­

чае, когда det L(lk)-0.

В §1.4.-ищем 2п-периодическое решение возмущенной квазили­

нейной системы дифференциально-разностных уравнений

L ( d  )X(t, с )«F(t )+£V(t, X(t, с), d X  (t, с ) , ____ d n ” rXC t, r3 3 (16)

где F(t)eHr, ds-— -, с-малый параметр.Предполагаем,что век­

тор-функция v(t , го (t), z ( t , z (ізз достаточное число 

раз дифференцируема относительно проекций векторов (*,) и

7- ^ l + V  ) ( k * 0 , 1,. .., n-2j J - l ......U), ГДЄ V.-вещественные

отклонения аргументов.

Предполагаем, что система уравнений (ів) имеет при «=0 

2п-периодическое решение,т.е. PF(t)=о.Полагаем xo (t)=Nr(t).

- 11-



Ищем 2п-периодаческое решение уравнения сів) в виде
1 ік і 

x< t,*)- xo ( U +  Е • > (* )c >. lV
• = і

где ае(с) (s-і, ...,і )-искомые функции, зависящие от малого 

параметра Необходимые и достаточные условия существова­

ния 2п-периодического решения системы уравнений (їв) прини­

мают вид системы уравнений

PV (t, X (t, с ) ,  dX (t, е ), . . . ,  d " 'rxc t, e~) J «0, 

которую можно записать в виде

гп

- ~ ]j Q * e tk.‘v (t, X  (t, с ), d X  (t, с ), . . . ,  d n * ГХС t, « > > d t - 0  (19 )

О

В системе уравнений (19) решение x(t,«) неизвестно. Это 

решение удовлетворяет системе уравнений

1 vk I
X ( t , £ ) - X  (t)+ Г а С е • +

О в •
ш-%

+eN(t, X (t, є ). dX (t, e ), . . . , dn' rXC t, £->•>

которую можно записать в виде

I
X ( l , e ) - X  (t) + Г а С e ,k.1 +

—  * ■ <2°)
1 00

+ « — /  £  N ke  T,V ( r . X ( T ,  є), dX(r, с )...... d " ~ rXCT, гээат
k= -00

о

и решать методом последовательных приближений.

В §1.5. рассмотрен особый случай системы дифференциаль­

но-разностных уравнений, представленной в специальной форме

L(t )X(t, e ) - r V ( t ,  X ( t , £ ) )

где выполнены условия

L ( 0 ) - 0 ,  d e t  L(ki )*0 (k-±l, ±2, . .. )

- 12 -



В этом случав условия существования 2п-периодического 

решения принимают вид

- 13 -

гп
^  JV(t.x<t,*))dt«o

о

Введем оператор к
жп

N F (t  £  L ‘ , ( l k ) el,"1' T,F < T )d T .

о fcSo°°

Предполагая, что |n|| ограничена в пространстве н, можем 

найти периодическое решение методом последовательных приб­

лижений

X* i * * t t .s ) "C + c M V < t ,X < j’ ( t , £ > ), ( j - 0 , l , 2 , . . . 5

Х «.,*)-^ 1 «х ‘ j> X'°‘ (t, * )=C .

Этот метод последовательных приближений сходится, если 

вектор- функция v(t,х) удовлеворяет условию Липшица 

|V<t,x“* )-V(t,x‘*’ >|<LoKx<“-x,2,K.

Достаточное условие для сходимости имеет вид

И  IN  V і

Поскольку x<j>(t,c) является приближенным выражением для 

x(t,e), то вектор С можно приближенно определить из системы 

уравнений

ап

-—  f V ( t ,x ‘1>( l ,£ ) )d l - 0

. 2п J
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BO второй главе применяя разностные метода построены 

периодические решения системы дифференциальных уравнения.

В §§2.1 и 2.2 разностным методом Эйлера построено реше­

ние периодически правой части дифференциальных уравнений 

первого порядка и системы дифференциальных уравнений, соот- 

вественно. Дана оценка погрешности.

Теорема 2.1 Приближенное периодическое решение системы 

дифференциальных уравнений, построенное методом Эйлера, 

сходится к точному периодическому решению при h — >0(где 

ь-шаг интегрирования).

В §2.3 Построено периодическое решение -системы дифферен­

циальных уравнений разностным методом Адамса. Доказана тео­

рема.

Теорема 2.2 Приближенное периодическое решение системы 

дифференциальных уравнений, построенное методом Адамса, 

сходится к точ- вому решению при ь— >0(ь-шаг интегрирова­

ния).

В §§3.1-3.2 третьей главы приведены алгоритмы построения 

периодического решения дифференциальных уравнений первого, 

второго порядков, а также системы дифференциальных уравне­

ний методом Ньютона.

В §3.4 указан алгоритм численного вычисления периода пе­

риодического решения дифференциального уравнения второго 

порядка с малым параметром.
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Rahman ov  К. К. Some me thods o-f the const ruct ion of p e r i o ­

dic s olutions of differential equat io ns  system. Manuscript. 

Thesis for a degree of c a nd i da te  of sciences (Ph.D.) in 

phys ic s  and m a t h e ma ti cs , - s p e ci al i ty  0 1 . 01 .0 2  -differential 

equations. Kiev University. Kiev. 1995.

Neassary and sufficient c o n di ti o ns  of the exist in g of p e ­

riodic solu ti on s of qua s i- li ne a r and quasi-stat іo nary s y s ­

tem of d i f f e r e n t іаі-d i f ference equa ti on  are obtained. N u m e ­

rical periodic solu ti o n of non-linear syste m  ‘of ordin a ry  

differential equa t io ns  by the Newto n' s  me thod is c o n s t r u c ­

ted on a computer. The m e thod of numerical c al cu l a t i o n  of 

the p e riod of system of s ec on d-order differential equat io n s 

with small parameter is shown.

Рахманов К.К. Деякі методи побудови періодичних розв’яз­

ків системи диференційних рівнянь. Рукопис. Дисертація на 

здобуття вченого ступеня кандидата фізико-математичних на­

ук по спеціальності 01.01.0?, - диференційні рівняння. Київ­

ський університет. Київ. 1995.

Отримано необхідні та достатні умови існування періодич­

них розв'язків квазілінійної та квазістаціонарної системи 

диференційно-різницевих рівнянь,яка залежить періодично від 

часу. Побудовано чисельний періодичний ров'язок сиги 

звичайних диференційних рівнянь методом Ньютона. Наведено 

спосіб чисельного визначення періоду розв’язку системи 

диференційних рівнянь другого порядау з малим параметром.

КЛЮЧОВІ СЛОВА: гільбертові® простір, періодичні розв яз* 

ки, система диференційно-різницевих рівнянь, звичайні дифе- 

ренційні рівняння, спряжений дафереяційний оператор.
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