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ЗА Г А Л Ь Н А  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  РО БО ТИ

Актуальність темн

Вионачення функцій середнього оалншкового життя о'явилося в 
літературі в працях Барлоу (Barlow) й Прошана (Proschan) у сере­
дині 60-х років. Порівняно о функцією інтенсивності функція серед­
нього оалншкового життя використовувалася досить мало. Ватсон 
(Watson) й Воллс (Wells) використовували цю функцію, але під ін­
шою иаоною, для вивчення ефекту руйнування на корисне життя 
об’єкту. Брайсон (Вгуноп) й Сіддік’юї (Siddiqui) використовували 
спадаючу функцію середнього оалншкового життя як один о мож­
ливих критеріїв старіння й роовинули ряд моделей, де оастосову- 
ються такі критерії. Вайсс (Wei«s) і Дішон (Dishon) роовинули 
роботи Ватсона й Веллса, оастосовуючи їхні критерії в економіч­
них аспектах. Вони рооглядали вартість ремонту чи иаміщення 
компоненти, що вийшла о ладу, а також навели аналітичні моделі 
спеціальних функцій середнього оалишкового життя. Гкйнесс (Наі- 
пеае) і СінГнурвалла (Singpurwalla) вииначили границі класів функ­
цій надійності дій оростаючих та спадаючих функцій середнього 
оалишкового життя. ІЬлландер (Hollander) і Прошан побудували 
статистичні ч ести для спадаючих функцій середнього оалишкового 
житія.

У багатьох оадачах теорії надійності та обслуговування ви­
никає питання, чи можна вионачити вік компоненти, спираючись 
лише на ймовірнісний оакон її оалишкового життя. У ов’яоку о 
цим Мют (Muth) рооглянув одну характеристику ймовірнісного 
рооподілу, яку вионачив як пам’ять. Ним було вионачено чотири 
типи пам’яті — нульову, додатну, від’ємну та досконалу, та по­
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будовано три способи вимірювання пам'яті: у точці, на інтервалі 
та на промені (відповідно названі локальною, інтервальною та гло­
бальною).

Дисертаційна робота присвячена вивченню властивостей функ­
ції середнього залишкового життя та властивостей пам’яті випад­
кових рооподілів при деяких перетвореннях над ними. Також вив­
чаються властивості функціоналів памя’ті для моментів першого 
виходу випадкових процесів о фіксованих областей. На основі цих 
властивостей наведено метод розбиття фанових просторів для мар­
кових регулярних процесів та отримані вираои, які дооволають 
вивчати поведінку типу глобальної пам’яті моменту першого ви­
ходу в залежності від початкового стану процесу для вінерового 
процесу оі оносом та для узагальненого нуассонова процесу на- 
півнеперервного знизу о від’ємним зносом.

М ета робота

Мета дисертації полягає у вивченні властивостей функції серед­
нього залишкового життя та властивостей пам'яті. ТЬкож у ро­
зробці методу розбиття фазових просторів маркових регулярних 
процесів, в основі якого лежить мінімізація функціоналу відзначень 
глобальної пам’яті моментів першого виходу процесу о неперетин- 
них підкласів а також вивченні поведінки типу глобальної пам'яті 
для моменту першого виходу випадкових процесів пуагсонова та 
вінерового типів в деяких областей в залежності від початкового 
стану процесу.



М етодика досліджень

Методика, яку використано в роботі, базується на методах теорії 
випадкових процесів, функціонального аналізу та теорії обслуго­
вування.

Наукова в о в т н а

У дисертації містяться такі нові результати:

•  отримані необхідні й достатні умови, які задовольняє функція 
середнього залишкового життя у класі абсолютно неперервних 
функцій надійності, що правильно змінюються;

•  вивчено умови інваріантності глобальної пам’яті для суміші, 
згортки та для суми випадкового числа випадкових величин;

•  наведено метод розбиття скінченновимірннх фазових просторів 
маркових процесів, заснований на мінімізації функціоналу від 
значень глобальної пам’яті моментів першйго виходу о непере- 
тинних підкласів;

•  вивчено поведінку глобальної пам’яті моменту першого виходу 
випадкового процесу о інтервалів у залежності від початкового 
стану процесу. Реоуяьтати отримані для вінерового процесу 
зі зносом та узагальненого пуассонова процесу, яапівнепере- 
рвного знизу з від’ємним зносом, функція розподілу стрибків 
якого е показниковою.

Практична та теоретична цінність

Загальні результати дисертації носять теоретичний характер, але 
в роботі наведені приклади їх практичного застосування в задачах

з
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теорії обслуговування та теорії надійності. Наведений в роботі 
метод рообиття фанових просторів та нагальний вигляд виршзів, 
що вионачають тип глобальної пам’яті моменту першого виходу 
випадкових процесів в залежності від початкового стану, можуть 
бути реалізованими на ЕОМ та є корисними в багатьох інженерних 
оадачах.

Апробація роботи

Реоультати роботи доповідались на IX Білоруській Зимовій школі - 
семінарі “Математичні методи дослідження систем та мереж ма­
сового обслуговування” (2-5 лют. 1993 p.), на семінарах кафедри 
прикладної статистики факультету кібернетики Київського універ­
ситету, відділу теорії ймовірностей та математичної статистики 
Інституту математики НАН України та семінарах інституту кібер­
нетики НАН України.

Публікації

По темі дисертації опубліковано 4 роботи, список яких наведений 
нижче'. „

Структура та обсяг робота

Робота обсягом tOjf сторінок машинопису складагться ні вступу, 
трьох рещілів, списку деяких стандартних пшначень та списку 
літератури, що містіть УЦ найменувань.
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З м іст  р о бо ти

У вступі обґрунтовується аітуальність теми дисертації, дається 
огляд найбільш блииьіих до цієї теми результатів та коротко ви­
кладено оміст дисертації.

У рооділі І вивчаються властивості функції середнього залиш­
кового життя та основні властивості пам'яті. Наведено необхідні 
відомості про функцію r(t) та пам’ять випадкових рооподілів. 
В и зн ачен н я  1.1.1 Функцією середнього оапишкового життя на 
оивається

де R(t) —  функція надійності. Характеристичною властивістю 
функції середнього оалишкового життя е те, що R(t) в її пред­
ставленні е функцією надійності. Наведено вионачення локальної, 
інтервальної та глобальної пам’яті.
В ю н ачен н я 1.2.1 Мірою інтервальвої пам’яті на скінченному 
інтервалі (tt .h )  вшивається

Вговаїення 1.2.2 Мірою локальної пам’яті в точці t  напивається

m l (t) *  _

Вионачення I.2 .S  Мірою глобальної пам’яті на нескінченному 
інтервалі (0,оо) навивається

во

>•(<) -  щ ;  J Я(х)Лх,

т,

ОО

тг, ~  2 — ~  J  r(z)R(x)dx ,

о
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т с ~ 2 (E T )3'

У ймовірнісному контексті пам’ять відноситься до спроможності 
робити висновки про дійсний вік компоненти t, виходячи тільки о 
ймовірнісного вагону її (залишкового життя.
Якщо m =  {0}, то рдаиоділ має нульову пам’ять.
Якщо m =  {1}, то рдаподід має досконалу пам’ять.
Якщо т  €  (0, і), то рдаиоділ має додатну пам’ять.
Якщо т Є (—оо,0), то рооподіл має від’ємну пам’ять.

Основним результатом першого рооділу є наступна теорема 
про властивості функції середнього оалишкового життя. 
Т Е О Р Е М А  1.1.1 Д ля того щоби функція r(t) була функ­
цією середнього залишкового життя у класі абсолютно не­
перервних функцій надійності порядку , що правильно з м і ­
нюються з порядком р < - 1, необхідно в достатньо, щоб 
виконувалися наступні умови:
1) V* >  0 r(t) > 0;
2) V* >  0 3 r’(t) > -1 ;

4),'™7(0 =ь
Далі встановлюється ов’япок між класом опуклих строго мо­

нотонно спадаючих функцій г(£) та строго монотонно про стаючих 
функцій інтенсивності відмовлень.
ТЕ О РЕМ А  1.5.1 Нехай функція середнього залишкового 
життя е. опуклою та строго монотонно спадаючою. Тоді 
функція інтенсивності відмовлень строго монотонно зро­
стаюча. Обернене невірне



Також отримані результати про властивості глобальної пам’яті 

випадкових величин при деяких перетвореннях над ними. Рдагля- 

дасться суміш, огортка т а  сума випадкового числа випадкових ве 

личин.

ТЬерджєЕнлг 1.6.7 Додатна глобальна пам’ять інваріантна 
відносно згортки.
Т вердж ення 1.8.7 Від'ємна глобальна пам’ять інваріантна 
відносно суміші.
Т Е О Р Е М А  1.9.1 Нехай ({,), » =  1 ,2 ,... — взаемонезалежні 
ріонорозподілені випадкові величини. Розглядається S„ = 

де v — випадковий індекс сумування, що набуває 
значення 0,1,2,.. .незалежно від та виконуються умови:
1) Е£, = m < оо, Е£,2 — di < оо V» = 1 ,2 ,...
2) ЗЕї/ < оо, ЗЕї/1 < оо, 
ч E v 2 -  Еу
3>Ні^Г22'
тоді то (5 „ ) <  0.

У  другій главі пропонується метод файового рдащіплення ре­
гулярного маркового процесу £(t) оі скінченною множиною станів, 
•  основі якого лежить мініміоація функціоналу від оначень глобаль­
ної пам’яті моменту першого вюотду о кожного класу рообиття. 
К Р И Т Е Р ІЙ  ІІ.1  Нехай задано регулярний марковий процес 
Із скінченною множиною станів Е , матрицею Q — (A,j)"J=i 
в початковім! розподілом р  = (Pt(0))JL,. Нехай І — 1 , . . .  , т  е 
кількість станів розбиття, а бульові змінні аг| е індикато­
рами належності стану е,- до класу Еі:

і / і »  ві € Е і 
в , " \ 0 ,  е, І  Е і ’
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які повинні задовольняти наступні умови: 
1) у кожному класі не менше одного стану

В) умова балансу

1 < Y1 < п ;  
І*«І

і і

S) для фіксованого розбиття кожен стан належить лише 
до одного класу

т

ЬІ
Оа побудовою кожен набір векторів бульових змінних задає 
розбиття простору Е  на неперетинні підкласи. Тоді шу­
кане розбиття задається набором 15, які мінімізують на­
ступний функціонал:

Р {* І'....... *»•)“

2 -

00

/  ** !£ £  к ш *
0 l'c(jiej“ 0) •€{«:ог}«1}

— X а * X а *2 1 *' ft

де
<*і / хі» а < ~  *

* •  \Т„ аг{ =  0 .
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Тккож всіановлюється ов’жзок між наведеним методом роо- 
биття й асимптотичним укрупненням.
Т вердж ення ІІ.1  Лкщо задане розщіплення фазового про-

Г

стару реальної системи ( е у вигляді Е  =  £*, яке on и-

суетъся функцією розбиття ф\{Е) і узгоджене з предста­
вленням Р  — Ро — В,, то F(4>l(E)) —+ 0 при е —+ 0.

Третій рооділ присвячено вивченню типу глобальної пам’яті 
моменту першого виходу випадкового процесу о фіксованої області 
в оалежності від початкового стану процесу. Розглядається вимір­
ний випадковий процес виду

£x(t) =  х  + at +  bw(t),

де w(t) — стандартний вінерів процес (Etu(t) = 0, E w 2(t) — t), 
& x — ((0) — фіксоване о інтервалу (а, /3). Позначимо черео тя 
момент першого виходу процесу £t (t) і введемо функцію G(x) =  
2(Ет,)а -  E r 3.
Т вердж ен ая  III .1 .1  Нехай £*(£) с вінеровим процесом з і зно­
сом виду £z{t) =  х  4- at +  bw(t). Тоді вираз, що визначав 
тип глобальної пам’яті моменту першого виходу процесу 
зі смуги (а ,0 ) в залежності від початкового стану х, має 
вигляд:

G(x)  = 2 Ф3(х)(2С} + -)* — 2ф(х)( (х — e)(-(2Cj +  - )+  а  ̂ а а .
(3 +  2аС,),

+  С , - ± (Ь \ С ,  +  і) +  І(2С ,І))} +

\2



oror

M x(x) = ф(х)^2Сг + 0  -

У paoi, коли початкове оиачеиня процесу достатньо блноько 
справа від а, (загальний ввд останнього вираоу спрощується і е 
вірною наступна теорема.
Т Е О РЕ М А  IIL 1 .2 Нехай випадковий процес £t {t) мас вид 
£*(£) — х + at + bw(t), випадкова величина т, е моментом 
першого виходу процесу, коли його початкове значення до­
статньо близько справа від а. Тоді для К  = ! — exp [ — — ] 
маемо 
І) якщо

\ 2  4« a
mo m ^ r,) <  0;
5^ якщо

i - u v - « r t r { i + £ + £ )

X, =  * / V  -  Ма7к(% + і -  + - )  + rfab2 -  364А'а >  О,

X, »  8dV  -  Ма2к(І -f ^  + ~ )  + dotfK7 -  ЗЬ*К* <  О,\ 2  4я п /

mo mo(rt ) > 0.

де

* ( * )  -  (1  -  ю ф [ - 2 - ( *  -  а ] ) ,

С , =
< W ‘ / т-н.*)

ф(й)
de ,
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Далі рдагдядається напівнеперервнии знизу узагальнений пуас- 
сонів процес £(t) о від’ємним зносом а < 0, стрибки якого по- 
кавнижово розподілені, і вивчається поведінка глобальної пам’яті 
моменту першого виходу т(х,Т) з  інтервалу (0,Т ) в залежності 
від початкового стану процесу. У наступній теоремі наведано за­
гальний вигляд виразу як функції від х  — £(0), що визначає тип 
глобальної пам’яті r(®, Т).

Т Е О Р Е М А  ІІІ.2 .1  Нехай задано процес ((t) напівнепере­
рвний знизу — узагальнений пуассонів з від'ємним зносом 
а < 0, параметр якого 7 , стрибки показниково розподілені з 
параметром ц  і кумулянта мае вигляд k(s) — — ав+ —------7 ,

т(х,Т) е моментом першого виходу процесу £(ї) а інтервалу 
(0,Т). Тоді функція, що визначає тип глобальної пам’яті 
г(х, і) в залежності від х  має вигляд

f / АЩТУг* 2ЛД(Т)7М 2Д3(Т)р7 \
\  \ а 2(ац + -у¥ ац + у  (а/і + 7)3 а(ар + у У )  
2/17 А 3 2АД(Т)у3 2АЛ(Т)ацу 2АЛ(Т)цу

+ а(а/і + 7)3 (а/і + 7)3 + (а/і + 7)3 (ац + 7)*
y(R(T)B -  AIf(T)) Д»(ГХта -2 а /х )1 

«(а/і + 7) (ац + 7)s J
«»Я »(7У  / 2д7 R \T )  2AR(T)Sa AR(T)a^\
(ац + 73) \  (о/і •+• 7)3 ца +  7 (ац + 7 У J

/і2А2 2ЛД(2> » 7(«Д + 7 + і) , Я2(ТУг3
“г 7------  — гг — ----------------------------------------------------------------:--г=----------г  ---------гт —

<?(«) = г|и(; A Д(Г) у
а(ац + у) + (од + 7)3/ +

(а/t +  7 ) 2 (а/і + 7)3 (а/і + 7>*
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Да(Г) Г ay2 Т 3а/Іг f 2аууТ  2a*ц  1
a \(a/x + 7)s *  2(a/i + 7)3 + (a/i + 7)* (a/i+ 7)*/ 

li(R(T)B  -  AR!(T)) 
ац + 7 ’

де

y(x)

R(T)

exp

J J .

j~ (ац + 7)x j

•exp -
(ац + 7>T

a \a/i + 7 j  an + 7/

- І { е х р (
(a/i 4- 7 )Г \  Г7 а(Г  + а ) - 2а У |  _

а /I («^ + 7)*
07* T V 9 TafryT

(ац + чУ 2(a/i + 7)* (e*i + 7)»

Ї
2aV  П  

(«* + 7)*]Г

( -
У7Я

<*(«/*+ 7) ( ^  + 7^  («/< + 7
а » ? 2apy

(a/1 + 7)* (0/1 + 7)*
Наведено тасок теорему про глобальну пам'ять моменту до­

сягнення першого рівня.
Т Е О Р Е М А  ІІІ .2.3 Нехай маємо одноканальну систему 9 
необмеженою чергою, де проміжки часу поміж моментами 
надходжень вимог взаемонезалежні й мають показниковий 
розподіл я параметром А. Час обслуговування також по- 
паямиковгп8 а параметром /і. Нехай у початковий момент

в •



u

часу довжина черги дорівнює нулеві, Т\ -т - момент часу, коли 
черва вперше дорівнює одиниці. Тоді

. . 2А/і
ПЧї(г,)- - ( л Т й ї < 0 -
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of the process the fixed domains. Considered are the generalised Poieeon 
process semi-continuous from below with a negative drift and the solution of 
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