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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальніоть твич. Дисортація присвячена дослідженню мате­

матичних питань теорії процесів конвокції (теплової, або термо- 

конвекції). Так навивають рух рідини або газу в умовах температу­

ри. що мінявтьоя у просторі або часі. Це явища дооить чаото вуо- 

трічається і в прароді, і в техшщі. Ного можна спостерігати в 

океані та атмосфері, в гіроокопах та підземних оховищах нафтопро­

дуктів.

На перші! погляд, механічна природа процесів теплсмаоопзре- 

нооу а визначальною, порівнюючи s іншими факторами,що можуть вик­

ликати рух рідини або впливати на нього (як, наприклад, змінюван­

ня температури або електромагнітного поля, неоднорідніоть або по­

ляризація рідини та інші). £ результаті такого опрощеного підходу 

при дослідженні цих процооів.що грунтується,в першу чергу, на при­

пущенні про оталіоть температури(виправданого в багатьох випадках), 

виникла теоретична гідродинаміка. В рамках теорії ідеальної ріди­

ни таке припущення математично виправдана, але ця теорія породила 

ряд відомих фізичних парадоксів. Остання обставина привала до ство­

рення моделі»: в'язкої рідини, точний епио якої враховує ефект диои- 

пації енергії, виключаюча, таким чинші, можливість припущення про 

оталіоть температури. Таким чином, з детенатичної точки зору при 

переході від теорії ідеальної рідини до теорії в'язкої рідини при­

родно виникав задача конвекції. З другого боку, поотійне вростан­

ня вимог до рівня адехватнооті фізичної моделі її математичному 

оаиоу приводить до необхідності урахування залежності реологічних 

параметрів рідини від температури і,тахам чином, до вадачі конвекції

Оскільки наріжн.ч каменем цих задач в рівняння, що описують 

динаміку рідини, до недавнього часу головна увага приділялася чис­

то гідродинамічним аадачам, де впливем температури можна нехтувати. 

Тому спочатку коротко охарактеризуємо результати дооліджеяяя гід­

родинамічних задач, які Слиаькі до результатів дисертації або в 

фізичної, або в математичної точки зору.

Класична модель Нав’ є - Стоков, що описує динаміку в'явкої нчо- 

гиоливої рідини, найбільш докладно досліджена в роботах О.О.Лади- 

яеяської. Там доведені теорем* про однозначну розв'яаніоть "в ці­

лому" (глобальні теореми) для двовимірних 1 аксіально-симетричних 

початково-граничних задач. Ці творами гарантують іояувания та «ди­

ві о*» розв'язку для будь-яких початкових умов та вбуреиі ва до-
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вільному проміжку часу Г о ,Т ) «-=■) , Дія загального триви­

мірного вииадку однозначна розв'язність доведеиа для мялпг промі*- 

ків [о ,т ') зміни часу t , де величина Т  визначається величи­

нами відповідних нори датах задачі (локальні творами). Якщо ці 

норми достатньо малі, то Т= (творомя іонувания та адянооті 

"в малому* ), Глобальні теореми існування та винності, дпаядриї 

О.О.Лациженоькою, мають умовний характер, так як одержані при до­

даткових припущеннях про гладкі о гь розв’язку.

Численні дослідження рівнянь Нав’ в - Стокса за допомогою мето-' 

дів, відмінних від запропонованих О.О.Ладикенсьною, не правели до 

суттєвого поліпшення теоретичних результатів (див,, наприклад,

Р.Темам, 2 .  Yosliida, Y. бі^а ), хоча вони довели овос ефектив­

ність при дослідженні гідродинамічних задач прикладного характеру 

та їх чисельному розв’язуванні (М.Д.Колачввський, С.Г.Крейн, 

В.Г.Літвінов, І.О.Луковоький, Б.Л.Макаров, А.Д.ШгакІо та Інші).

У зв’яэку з тим, що для тривимірних рівняю. Нав'є - Стокоа 

не доведена (до цього чаоу) теорема про однозначну розв’язпіоть 

"в цілому", робилися спроби розглядання різних модифікацій моделі 

Нав'є - Стокса, які в рвгуляркзаціею класичних рівнянь. Для вик 

вдалося довести глобальні теореми існування та единооті розв'язку 

(О.О.Ладихенська, О.П.Осколков, S. Kaniel ), але міркувавші, 

тяедекі при їх побудові, не доотатньо переконливі •  математич­

ної точки зору або не мають експериментального підтвердження.

Оскільки припущення про неотиоливіоть рідини •  довить обме­

жуючим і значно ввужуе клас відповідних фізичних задач, моделі 

стисливої рідини (або газу) вав їди привертали увагу математик!а. 

Воші успішно застосовуються в. газовій динаміці ■ рамках теорії 

ідеального газу, в якому відоутня В’язкість (див., наприклад,

£>£, ЕЬІп ). Узагальнюючи жлаоичні рівняння Нав'є - Стокоа, такі 

моделі для в'язких рідни складніші, оскільки при їх побудові гуо- 

тика вважається невідомою функцівю. Для них вдавтьвя довести ливе 

локальну розв'язність (В.о.Сохонпіков).

Припускаючи, що гуотина рідини (точніше оуміші рідни) зміню* 

етьоя (та невідома), але рідина механічно нестиолива, мойва роз­

глядати початково-граничні задачі для так званої в'язкої кеотио- 

лявої неоднорідної рідині (О.М.Антоїщев, О.В.Какихов, В.Ы.Монахов
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Ш  К\*л . О.О.Ладижвноька, В.О.Солоннікоа, Н. Oka wot о ) . Оскільки 

оиотоми рівнянь, що опиоу&ть динаміку такої рідини, в частинним ви­

падком задачі для стисливої рідани, для неї удається пооплитв 

відповідні результати: довести існування "в цілому" слабого роз­

в'язку, іонуваиня сильного розв'язку "в малому" пра п = З і 

"в цілому" при п = 2 ( п - вимірність області £2, що відпові­

дав рідині), довооти локальну однозначну розв’язність у просторах 

( я >У ])  іі нарешті,узагальнити оотаяній результат 

на випадок % ~ Z .
Таким чином, в теоретичній гідродинаміці досі на доведені 

глобальні теореми Іонуваиня та единооті у випадку П = 3 для в’яз­

кої нестиоливої рідини (більше того О.О.Ладижвноька побудувала 

приклад Еведняості розв'язку Хопфа рівняння Нав'є - Стокса), а для 

отиоливої рідини таких твором неглз взагалі (для будь-якого П ).

Ця обставина перешкоджав подальшому дослідженні) цих задач, оокіль­

ки кожний, навіть доведений, результат глобального характеру (но 

отооуеться питань коректності, отійкооті, методів чисельного ров- 

в’яаувакня та їх 8біжнооті і т .д .) в умовним.

Урахування прооторово-часової неоднорідності температури в 

гідродинамічних процесах значно ускладняв задачі як з точки зору 

теоретичної, так І 9 точки вору їх чисельного розв'язування.

Поряд а новирішаннми питаннями гідродинаміки в задачах конвекції 

а’являються свої специфічні проблеми,роав'явку яких потребують 

вараз і наука, і техніка. Ее вважаючи на те, що яаищу теплової 

конвекції присвячено багато доолідаань експериментального та прик­

ладного характеру, в літературі в порівняно невелике число теоре­

тичних робіт. Математично обгрунтовані результати, що з’явилися 

j  50-ті роки, були вв’язані в розв’язуванням задачі стаціонарної 

гермоконвакції (В.С.Сорокін, М.Р.Уховоький, В.І.їШович, 0.Г ,За­

рубі н, М.Д.Копачевоький, О.Г.Крейн, А.Д.Мкякіо, Г.З.Гериуні, 

б.іі.їуховіщький, ±і. josepk , Н. ГАсг\naoto). Вони були в значній 

мірі іполіровані успіхами в теоретичній гідродинаміці ft одержані 

за допомогою нових в той « о  методів функціонального аналізу в 

рамках теорії біфуркації. Це результати дослідження умов, пря 

яких Іону* рівноважний етан рідини, народжується етаціонаранЗ
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розв'язок, що відгалужується від стану опокою, питань отійкооті 

етаціояарних розв'язків при наявності різних ускладнюючих факторів 

та інші. Саме такі розв'язки, теоретично побудовані В.І.КДовичза, 

реалізуваллсь в екояерктіентах і викликяли неослабний інтерес мате­

матиків до класячної задачі Бенара, що оаисувтьая отаді опарною 

еиотемою рівняаь коивегз^ії.

Узагальиаяа задача Бенара ( Р,Fi'fe , Р,Н. RablmoWit? ) вивчала* 

ся прп тагаїх (найбільш загальних) фізичних ыриптщэнпях: густина 

(та питома внутрішня енергія) в задания функцією температури та 

тиску, близькою до лінійної функції температури, а коефіцієнти 

в'яякооті та теплопровідності є задані функції температури та тиску, 

близькі до сталих величин (при цьсыу ВЕодаяьоя штучний малий пара­

метр). Дуло доізадено іоиування італих когшектавнпх рухів і побудова­

ні ітераці£ні сроцаоа для їх знаходження, в такон установлена наяв­

ність біфуркації при числах Релея, близьких до власних чисел лінеа- 

ризованої задачі. Тонги чином, ідея дослідження слабо стгсливої рі­

дини ваєрше була ефективно реалізована в задачі Бенара.

t надалі розвиток якісної теорії задач конвекції визночавоя 

отансй. теоретичної гідродинаміка. Цей взаємозв'язок природаий, оо- 

нільки процес термоконвекції, являючись одночасно і гідро-,, і теп­

лодинамічний, описуетьоя системон, в яку входять і рівняння масо- 

лереносу, і рівняння теплообміну. Ця обставина і пояснює той факт, 

що остаточних результатів в теорії нестаціонарвої конвекції до цьо­

го часу но одержано. Тая, наприклад, немає глобальних (за часом) 

твором існування та вданооті для тривимірних задач конвекції в'яз­

кої механічно нестисливої рідини (модель Буоіноока), в "зазор” міх 

просторами , в яких узагальнені ровв'яяки існують, і просторами, в 

я е т х  вони «дині, і т.д. Для моделі Буоінасха узагальнюються (U.K.Ко­

ран зв) локальні теореми існування та «шзшості (і теореми існування 

"в малому"), доведені С.О.Ладажяяоькою для рівнянь Нав'є - Стокса. 

Задача Буоінвока в неоднорідними граничними умовами для температу­

ри вивчається (М. Sh'unUrot, V  Р Kotorynskv ) ва допомогою методу 

чяооаої дискретизації (доводиться іоиування слабих розв'язків "в ці­

лому"). Для неліиіано-я’яяяої рідини такого сорту результати одер- 

яані В.Г.Літвінавіш та il.fi.Шапковою. Треба зауважити, що я Цих ро­

ботах не врахований «факт двскидції енергії або цей ефект штучно 

усереднюється.
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При доолідженні початково - граничних задач для неотаславої 

рідина Бінгама (реологічні параметри якої залежать від тешера- 

тури) ваотосовуються сучасні катода, пов'язані з варіаційними 

наріпноотдаи у просторах узагальнених функцій ( Q. fcuvaunt, 

j.U.Liovis, Y. Kato ). Доеодзні глобальна (для п = 2) і локаль­

на (.для п = 3) теорема існування та єдності сальних розв’язків 

(при цьому накладаються досить обмезуючі умови зв’язку між по­

чатковими значеннями швидкості та температури). Ала ці вадачі, 

взагалі кажучи, не овпоуоть конвекцію, оскільки в гідродинамічному 

рівнянні відоутній доданок, що відповідав виштовхуючій силі (тоб­

то це задачі конвекції у невагомості). Ця обставина в дооать 

суттєвою цра доведенні відповідних творам.

Ташм чином, оучасїгай рівань розвитку теоретичної гідроди­

наміки, а одного боку, і все вростаючі потреби практик», з дру­

гого боку, свідчать про актуальність задач конвективного тадло- 

маооперенооу.

і,Іета роботи - комплексна дослідження початково-граничних 

задач термоконвекці ї як нестисливої, так і олабо отиоливої ріди­

ни:

- побудова математичної моделі, що опиоуе конвекцію термічяо 

неоднорідної олабо отиоливої рідини (в термінах природних маллх 

параметрів), що узагальнює класичну модель Еусінеока для неотло- 

ливої рідини;

- вивчення властивостей нелінійних диференціальних операторів, 

що характеризують такі моделі;

- побудова аоимптотичного та проекційно-ітеративного методі* 

розв'язування відповідних початково-граничних задач і доведення їх 

•біжвооті;

•  доведення глобальних теорем існування та адинооті узагальне­

них розв'язків тривимірних початково-граничних задач конвекції 

нестисливої рідини (модель Буоінеока при наявності аксіальної 

Симетрії з урахуванням дисипації енергії, модифікована модель 

j  вагальному випадку) і олабо отиоливої рідини;

- дооліджеяия інших питань хорехтнооті уоіх вказаних задач 

(неперервної залежності розв’язків від даних задач, асимптоти*-
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нох та експоненціальної стійкості розв’язків).

Теореми, доводосі в роботі для олабо отиоливої рідини та 

нвотиоллвої рідини s дисипаціє® енергії гарантують іоцувадая та 

ещиніоть розв'язків ва воій часовій півооі, але не для будь-яких 

початкових даних та збуронь із відповідані просторів, а дише 

для тих, норма яких мають порядок, ио не перевищує є~х ( £ - 

малий параматр). Такім чином, ці теореми було б точпіще назвати 

теоремами про однозначну розв’язніоть "у великому", маючи на 

увазі той факт, що вони займають проміжне полохання міх теорема­

ми "в ці лежу" і теоремами "в малому", вначно збільшуючи (у по­

рівнянні в останніми) норми початкових даних та збурень, що за­

безпечують існування та единіоть слабого розв’язку на воій ча­

совій півооі.

Методи доолілтання. Доолідоння задач конвекції проводи­

лось у роботі 8а допомогою методів функціонального аналізу в 

рамках теорії узагальнених функцій (тппу Соболева) та відповід­

них прооторів розподілів. Шелл певного узагальнення класичних 

мультиплікативних нерівностей тут досліджуються деякі нелінійні 

диференціальні оператори (що використовуються при математичному 

опвоі задач конвекції), які діють в цих просторах. Для розв'язу­

вання початково-граничних задач застосовується синтез асимпто­

тичного, ітвраційного і проекційного методів разом 8 методом еліп­

тичної регуляразації. Оскільки доводиться збіжзіоть цих методів, 

відповідні теореми існування мають конструюй шшй характер. Дри 

дослідженні питань отійкооті розв’язків використовуються (і роз­

в’язуються) системи звичайних диференціальних (із змінними коефі­

цієнтами) та рекурентних алгебраїчних нерівностей.

Цаувовй.ддйй.ава-вааудмаііа4. всі теореми дисертації, наве­

дені в главах П - 17 (а також частина результатів глави І ), •  

новими. Доведені глобальні теореми існування та единості слабих 

розв'язків різних початково-граничних задач конвекції при наяв­

ності аксіальної симетрії: вадячі Буоінеок*, задачі для в'язкої 

нестисливої рідини із дноипаціею енергії, задачі для термічно 

неоднорідної нестисливої та слабо стисливої рідинн. В вагальному 

тривимірному випадку такі теореми одержані для модифікованої 

моделі Буоівеока та для задачі конвекції олабо стисливої рідини.



Дщ всіх згаданих задач доведені теорем* про неперервну залеж­

ні оть узагальнених розк’язків від даних задачі, про їх аоимл- 

готичну стійкість, а також виведені апряорні оцінки, що харак­

теризую» затухання розв’язків із вростанням чаоу.

Теоретична І тшмядна. аначшм. В даозртаційній роботі по­

будована нова математична модель, що опиоуе конвекцію в'язкої 

термічно неоднорідної олабо отиоливої рідини. Здшшй теоретичний 

шлях перевірити те, що в дійсності дають нові рівняння для оггасу 

процесів конвекції реальних рідин, - це насамперед провести стро­

гий математичний аналіз відповідних початково-граничних задач 

(питань розв’явнооті, коректності і т .д .). Тому в цілому робота 

має теоретичний характер і основні результати сформульовані у 

вкгл.ді творам. Проте конструктивний метод доведения теорем іс­

нування та едпносїі, які установляються шляхом побудовв послі­

довності наближених розв’язків і доведення її збіжності, дозво­

ляв ефективно застосувати розроблені алгоритми при чисельному 

розв’язуванні задач конвекції. Більше того, одержані нові асимп­

тотичні формула, що зв’язують компоненти швидкості з її солзно- 

їдаяь^оа і потенціальною складовими, за допомогою яких можна 

знайти асимптотичний розв’язок задачі конвекції олабо отиоливої 

рідини.

Запропоновану роботу не можна рсоглядати тільки в теоретич­

ному аспекті, оскільки вона інопірована актуальними потребами 

практики. Зокрема, дослідження задач конвекції виконувались по 

cod Держкомітету СРСР а науки і техніки "Ровробктя ефективні 

методи і алгоритми розрахунків теплових рвжвнів, термопружнаот!

І гідродинаміки підземних сховищ зріджених газів та нафтопро­

дуктів і видати рекомендації науковим установам мінгазпрому CKJP 

(постанова *  291 ДКНТ CF0P від 28.05.1977, розпорядалпня І^ози- 

дії АН УРСР, Jt 1319 від 22.07.1977) та планової теми "Роаройм 

математичних методів дооліджавня крайових задач тепленавопереяо- 

«у в неіаотеркічяях лахуяах форм обертаикя" (* дерз^еевтіжції 

$0017274).



в

Аігообадія побптз. Основні результати та положення роботи 

обговорювались на озкінарах і Вченій раді Інотитуту математики 

All України, а також доповідались на! об'єднаному ваоідвялі се­

мінару ІмЛ.г. Патровоьхото по даферанціальшх рівняннях і ма­

тематичних проблемах ф іш а та Мооковоакого ігатаїєплтгого това­

риства Шооква 1980), IX іЛкиар одній конференції а нелінійних 

хопшакь (Київ, Х98І), Міхародній конференції а теорії наб­

лижання функцій (Київ, І9£3), П, Ш Міжнародних конференціях 

"Лаврентьевой читання в математики механіка і фізики" (Київ, 

1985, Ноиоонбіроьк, 1990), Л  Всесоюзній конференції з яхіоної 

теорії диферанціальних рівнянь (Іркутськ, 1986), Всесоюзній кон­

ференції з математичного моделювання в задачах фізики (Донецьх, 

1987), ВоеооюзнІй конференції в нелінійних проблем диференціаль­

них рівнянь математичної фізики (Тернопіль, 1889).

гттбдікміії. основні положення І результати, одержані в ДХ- 

оертації, опубліковані в 17 статтях, список яких подано нижча,

Стоткттоа і об'єм роботи. Дисертаційна робота виконана ро­

сійською мовою і окладаеться а вотуну, Чотирьох глав та ошгаху 

цитованої літератури, що міотить .82 дкерела.0б'«и - 298 ато* 

рійок машинописного твхоту. І» Р°біт [2,5,6,9,11]. виконаних в

співавторстві, до дисертації включені тільки результати, одержані

ЗМІСТ РОБОТИ

У вступній частині наіодагтл* короткий огляд робіт, спорід­

нених в тамою дисертації, обгрунтовується її актуальність та но­

визна отриманих результатів, формулюється мета і методи дослід­

жень, а також наводиться стислий зміст дисертації.

£ п е р и і Й г л а в і  формулюються відомі результати 

теорії Функцій дійсної змінної, функціонального аналізу та теорії 

операторів, яхі використовуються в роботі. За допомого» узагаль­

нених мультиплікативхих нерівностей доводяться інтегральні оцінки 

деяких нелінійних диференціальних операторів, що зустрічаються 

при математичному моделюванні задач конвекції а*явкої рідини.
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В § I наводимся відомі теореми та нерівності, необхідні 

надалі, Тут введені різні проотора рояподілеиьі L»j,p ( s i '  ),

» (С)=С(»Х U (&Ї)П М  o.TiW*,. (в Лл La**, IoM'WLm CGi)) ,

ддд уптау у §§2,3 доводяться теорвыя такого вмісту: якщо ^

належать відповідним інтервалам,то оператор вкладення Ул.*ги ,^ (^ )  
»  L.^|» ( G ^  обметаний, та мав місце одіика

»и Ч .Р .& Г  < Ч ? ° * * ( ,|и С  /lvU//£f/fil її™ 1*4 2=1,61

+ >uC leu|S  ) ^ р ’ 4в|и v ^ ( e i )  *

Дв Gc-Я; або fil = n t ( S2Z - тверда тіло в порожниною 

ь2^ , цо валовнана рідиною, П; - меридіанний перетин

області S2.; ,

- V ^ 3^ w 5= i , r r b M ) ,  <*; =
П « 2. >3 - вимірність Області . ЙВДО и ~ ( и1 , иі }  &

е р(^),то другий доданок в цих нерівностях відсутній, а 

замість HvulU+a<*,szt можна писати їм |/а*м  ,s*I • да 

и=-{и!х j= i . З одного боку, тут узагальнюються

відомі мультипліхативні нерівності для функцій, що мають рівну 

гладкість в Я і. і ® 2\ Шх , 3 другого боку, відповідні 

теорема формулштьоя як в термінах норм нрооторів Соболева, так 

1 в термінах Lp -норм тензора и швидкосте» деформації.

В §4 в и  чаються нелінійні диференціальні оператори вигдаяг

, еР ( Ч ' ) - 2 2  а і ^ Ь ^ Ь 9*
 ̂ * а а г - .  №/*2.

та ЗЧг') , де функція ^ 6 0  неперервна та аадсволыше деякі

■ умови ' вреотання. Доводяться лемн про їх обмеженість на відповів

них просторах розпаді лі в та лішаїцевіотв, як операторів, дІрчях

(і* цих простої*) Я L % ( n [ ) ,



Оокількж для опиоу аагальннх тривимірних аадач конвекції 

використовуються операторі вигляду

= ('iT-v)u , К(и><Я) *= ДІ* и̂ и)̂  >

V J x r b | ^ | Z = f ; V = Z  І^х + ^ х.|а = £  ^ Х : % х  >

для ках доводяться аналогічні леми (про їх оймеженіоть «а діппііце- 

віоть, як операторів діючих в L ю/7 ( & Z )  t  Вийнятая аюшдае 

відповідна лема про властввооті оператора . Наве-

депо її; о.0
Дема І . Оператор Ф^СгГ) обмежений a *

L !(£•<«)( о , т ; ( а ' ) ' )  Дря всякому ы ± о  .та в L * ( о,Т;
W U ^ n p H  всякому <*. є L |=і 2-1. Більше тогсущя будь-яких-®*» і(А)

•  'ЗІ+га.р. <rs2-T ) * ****  міоц*  «й н и

- Ы  ^  з Щ Щ  ,0 ;

i c zf, \ j < , o ^ ( s f )  \а Г о .г і ^

10

де "У - і£ (Ъ (Л + я '1' )  t ї>~ 'гГ<,,>-гГа  ̂ , # vT'a.jo (& . }  — нега­

тивний проотір, породжений цроотором

У д р у г і й  n a i l  дисертації вводяться поняття 

в’язкої термічно неоднорідної слабо стисливої рідини та форму­

люється відповідна початково-гранична задача. Тут детально доо- 

лідкуються питання роев’явкості рівних аадач конвекції щш наяв­

ності аксіальної оиметрії. Бої результати цієї глави мають міс» 

це і для двовимірних початково-граничних аадач, оохількн ори їх 

дослідженні також можна ввеоти функцію тока.



II

В §1 вводитьоя поняття в*явної термічно неоднорідної слабо 

отнолявої рідини та is яагальяої онствмн рівнянь твплсмаоопяра- 

нооу (в НЬЮТОНІВОЬКІЙ рідині)

^  ~ 0 ,  
dtr J

5>j^- divP =

u = u ( T , t )  ,  ^ - a e v T ,

P  = ( -  p л- â 'J i'v i f ) E. +

виводяться рівняння

d t v i r -  £x  2 ~  , (I)

~  - Ї & ї ) ? .  ТГ *  *Vfx* ) Ж & )  ~ s j r . V - J f f i f f j  f ) )  -

♦ 'S7( < t ^ : - £l') +  Ft > (2)

—oHvj* ( f g t^ J v T D v  r ] = £ 2 lvl \  f2 , (3)

що отоують конвекцію такої рідини. Тут jp - гуотана рідини,

-ІГ ~  С , г?2. д~з ) ~ вектор її швидкості, р  - тиск,
L/ - питома внутрішня енергія, Т  - абооаютна температура,

9- - вектор приокорення оили ваги, <£. «  (Я і  . %  > ) - тепловий

потік, <4 - об»«миа сила, f-\ опиоуе відоме джерело енергії,

Р  = {  P c j  }  та І У в У ) =  £ $  - {  і  З - «метричні теааори
напружень та швидкостей деформації ( i , j  * t yz , і ,  Pij ~ + $> Д

4? С £?, '&  ) - дисипативна функція, / у , / / '  та Р  *

коефіцієнти всувної , об’ емн-ії та кінематичної в'явхоаті 

' У - / * ? ' * ' )  ♦ ^  ** *7° “  коефіцієнті теплопровідності та
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питаїої теплоємності;

г-.т-г-*, я-р-ро ,

поотіїіна абоолютна температура на зовнішній границ! "3^2* 

твердого тіла, ро - гідростатичний тиск, оператор Ж ( д ) 

характеризує криволінійну оиотему координат Ох^х^  ( ^ -чао), 

ft та малі додатні параметри, які виражаються через при­

рода! параметри рідини. Система (І) - (3) безрозмірна та одержа­

на при наступних при пузанях: гуотина £ ,а також во! реяло- ,
гічиї ( /•  , /J' ) та теплофізичні ( С р , ж  ) параметрі 

рідинв « відомі функції, що повільно змінюються 8 температуро»

Т  (тобто р  1 т .д ,), у рівняннях (I)-

(3) доданками порядків b£ £ j можна знехтувати. Вона уза­

гальнює хласичну модель Еуоінеока, яку можна одержати з (І)-(З) 

граничним переходом при —» о , і  * <, 2. .
В §2 обговорюється постановка початково-крайової задач! 

конвекції олабо отиоливої рідини при наявності акоіальяої симет­

рії. Початкові та граничні умови мають наступний вигляд

М  =- = 0  наЪп? ,  Т"=0  ( в )

де п та т - вектори зовнішньої нормалі та дотичнї до ^  ,

Сні -  а 1 т и "  - стрибок функції и  , що задана в ,
на'ЗпІ' ( и ‘ та и" - звуження функції и  на П? 
та ^ п д п ^  відповідно). Перші дві умови (5) математичної 

не еквівалентні «вичавним умовам прилипання рідини до твердої 

отіни ( гТ* л -  iJ-\rv\ ■= о  на Ъ п ^  ). Але з фівичної точки 

зору вони рівновначні, оскільки на с>пГ має місце рівнів»

(б)

( W  і) ) *а &  -  (л  + г | 4  )* '  * >
що выедена в § 2 з клаоїчного закону тертя (тут А  * * А V  

кафіцівнт тертя, о< - кут між вісою О* та п ).



ІЗ

Оскільки нроцао теплообміну проходить 1 в рідині, і в твердому 

тілі, вовди надалі замість рівнявші (3) розглядається рівняння

®^- olt’v^arvr W ^ / ^ / * + F i

в області -('ПаУЬПі'Г » розривними коефіцієнтами &  > эе ,

( S l= l i <x'*X'(£_tr-,Si lv * l )> '5 ' ‘ > О > > * *  => О ) .

При цьом/ nspai дві умови (6) означають неперервність темпера­

тура та теплового потоку на .

В §3 вводиться пошштя асимптотичного розв'язку задачі (і)-(в), 

за допомогою якого вона редукується до системи рівнянь більш ви­

сокого порядку, що записана в термінах "фудадія то»ш" - "тампвра- 

тура" - "тиск" - "асамптотЕЧна поправка швидкості", Задача (і) - 

(6) »« допомогою операцій ь о і  та <iiv зводиться до оаотемн

> (?)

+ ^ i v  V  £г ]

»  ~ І  S** - % % $ )  ~ £ А ( іг, ? ) ± Т х , (Є)

- £ * % ( * )  + Рг_ > (9)

- =  -Г? 4 4» C-ir) + F3 + C ( s , гГ, ) (Ю)

а иочатково-граничними умовами (4)-(б), де £ - малий додат­

ний параметр, С  ґ* , #  , Т , Я )  “  мала ” порядку <? , .

У відповідності З ВІДОМОЇ) теоремою про розклад довільної функції 

у вигляді оуми ооленоідальної та потенціальної її складових 

а с и м п т о т и ч н и м  р о з в ' я з к о м  задачі (5) - 

(10) названо вектор-функцію (& * ,  гГ* Т , Ч )>  де

, # * — ^ w < / ,  (Ш



( V  - Функція тока, и - асимптотична поправка вввдкооті), 

а вектор-функція в розв’явох початково-граігпн
иої надячі

-  tjv.ir (ч'.т К v-V<y, І/) + , ?)] ] ; (І2)

<гг; “  ) -Лч(эе V Г ) «  F* + e[<Pxfr) - vu< v t j} (jg)

~A<V = “ ^2  + ^ 1 6 ^  ) +  Pa , (U )

- f  Лги +dtv (Xvt) = Р'дг ' + F*.' , (15)

^ l f - o aC^  , t L . o * t о , ( И )

V  * І5У = U e = о на 9  n± f (17)

, M  = 0  на^пГ 4 r #«(? и*ЭП]Г, (18)

де x'=x'((Z-.slvT/) ( » • •£ " )  ̂  У'Су /Ь )  ~ м ад-

ратнім форма, що відповіде* А,

<Pi L v ) * $ .  ( I » , - £ .)  ( L ^ ,z )  , X  - < +  ( ^ а О ггГ І  ) j

Ч'о •  розв’яжем «адачі

±>VC = * 0 Ы - t i c * ) , ЧЬ І2Пл=  0 .

Покаваяо, що аокютоичний розв'язок задовольняв рівняная (7)- 
(9) в точні о їв 0 ( ( г) , а рівняння (10) - в точяіот* /?/<- V

14



Парад тим,як доводити глобальні теоремі існування та едінооті 

для вадачі (І2)-(Ш , дооліджано ряд простіших (ал* мжливих) 

почагково-граличижх аадач.

В §4 досліджується питання про одноаначву роев'явніоть в 

цілому початково-граничної вадачі Еуоінеока, що оплоуе конвек­

цію в'язкої нестисливої рідини,

")s  4у + ̂  (ід)

Ьв  -  В л г  =  Fz  5 (20)

^ L o * ^ o  ,  Г Іь я о ~ г о ,  (21)

Ч '= ± )У - [ > 1 ^ [ е ^ ] = 0  , Т * -О  н *^П гТ , (22)

У в а г а л ь к в н м м  р о в в ' я в ж о м  вадачі (І9)-(22) 

неяваиа пара функцій ' t  е  V a ’o ) ,

*  =  Г С с ^ >0( ф  Lz (o}r rW 2] 0 (Пі \),
цо вадовольняють інтегральні тотожнооті

$ *~АУ;ЬЧ'сЫ % j* I  [у *  Y5*-bf - +

+ ~ + Fi. (23)

tx+ V [-«?-& - 4~1& 2 (^ гт )  +

•* Pvc** vel^chcbd*: 

при воіх з [ o , r J  та йудь-яких

^ *'V #  ̂ ) * /у£  Гп7) (Vf 6 L, /пГ)},
О 6 ~V*:l (пZ )~ { V # (n?) ls+ e L x (n ? )} .

Тут доведено ряд тверджень про корежтніС7Ь такого вошгття

16
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узагальненого ровв'яеку Ск Т ) , про його гладкість, а тако* 

доведені енергетичні рівнооті вигляду

1 S l № * u ^ \  s Ш )\ 1 * fo -r .j f j t t j f о, <26)
ni  nxx

і  U ? 2^ ^ | ^ ^  + ^ [ p | v T - | =0  „ (27)

Проекційним методом (aa допомогою спеціальних базиоів) довела» 

ка теорема про однозначну рояв'яаніоть в цілому задачі (19) - 

(22) ,

a u M M a JL  якщо ^ e>re) € V » % £ n tV  L 2 ( M ,

R  «  Ьр4,§&— (n?) ( i<У>;4-г> і = i , z ) , 
то аадача (19) - (22) має єдиний узагальнений розв'язок (V , т)б 
€• ^  V  г'/о4 (  П і )  . БІЛЬМ  ТОГО, ДЛЯ НЬОГО

масть мі оце енергетичні рівнооті (25)-(27) та оцінки

Іг1У ^ С п Г )  + * Р > (28)

^  * У Д * о №  ^Сг- #* .» U  + ^  ^ г +.ZIlflPi ^р1)П̂ ) 3 ^г(29)

1і7ІУ Л п Т )  і!|Р;.,пД  (30)

де константи С; залежать лише аід , а Иріп'г ~
: - норма в ЬР,гР/з<5.г (пт ).

В §& досліджується аадача конвекції в'язкої неотислнвої 

рідикя пря наявності диояпації енергії:

І и ^ г І - ’гГх , Lр(+1,г'і = F j , Ф (v) (зі)
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8 початково-гранвчнюет умовами (2І)-(22). Тут приауокавтьоя, 

що залежніоть реологічних та теплофізичних параметрів рідини 

від температури нехтувало мала, порівнюючи 8 ефектами, що

вв’язані 8 В'ЯЗКИМ тертям (тобто Є* = 0  , S's £г, > О в

(І)-(З) ). Для знаходження узагальненого розв'язку Сч/>7~') 
вадачі (ЗІ) будуєтьоя іторадійний процес

, L p C'Vv>+i->T ^ iV=F2-v^^(4/M) (32) 

L E (V ° >̂ ° ) =  F,. Y

Таким чипсы, на відміну від попередніх робіт, де на кожному 

кроці розв'язується лінійна задача, тут розв'язується кварілі­

нійна аадача Буоіяеока, що значно уоанаднює доведення единое» 

ті побудованого розв'язку. Але при доотатньо малому S' , що 

задовольняє умову

С*сГ2Л и і  (  (33)

вдаетьоя довеоти аналог теоремі І для вадачі (зі Кумова (33) 

не дозволяє назвати цю теорему теоремою "в цілому").

В §6 вивчається аадача конвекції в'язкої термічно неодно­

рідної иеотиоливої рідини:

Ц 6*\ г\  -S. Ъ \ - ъ д ( ч > ,  г г^ )  - ± > ї ( ± > У J+v2“* = fcF^?(34)

L * a t ^ ^ s e - '^ - e "19('v>r )- J t V ^ 3 e v r )  =  Fz  (35)

а початково-граничними умовами (Іб)-(ІЄ). Тут припуокаотьоя, 

що коефіцієнт кінематичної в'язкості ^ є  відомою 

функцию, а коефіцієнт теплопровідності эе‘ залежать від

та € lv T l  (тобто \> та ае' лінеаривувтьоя в околі 

деякої заданої температури). Крім того, на v>  ̂ э г ’ ( г е р " -  
=rconst ) > ^ ^ Л * *  рг. накдадаютьоя наступні умови



I)  P f i L — ( П І Ї ,  La .^nl)2',

0  <•?.£?(*, г ,* ) 4  й . ,  ^ііРіііпт 6 i ;  

а) эе,6 »г Л 1е 1) е С Ч Е а. ) Ь о о (п Г ) ) )

4 ^ ^ 1-iei2^ ,  (36)

[ x . ' ( t ^ ± ,£ |?J - a e Y w > £  1^1)^]-^- ?г)^1?г?,|(37)

п ф
при навм воіх ( 'ijfej-t- ) в та будь-яиа *г, &>•?;>,

в Е ̂  (тут - додатні константи, а не вале-

нить від £ )j

3) 6*о  ̂e "^ 2so (Пі.^* Ь г (п г.'), (38)

4) F*-6  *-‘Рі>грс/зр. . і (пГ) , 1<рСі2\ U ^ a .  (39)

Ця вадача •  в деякій мірі модальною. Доведении дія неї аналог 

теореми І використовується при виведенні основного ревультату 

глави II а $7,

В §7 досліджується найбільш загальна вадача (І2М І8) 

конвенції в*явкої термічно неоднорідної олабо стисливої рідинні

Ц М  -  * { Fl- й>- « Г) - £ 0 ( W )  -Л(% т)]}>
Х х (у\г) »  (фх- чц.чг) j

з ,

е Аг и - d.V ( X  v w ) =  - £ 'а ^ '-  F*

в початково-гранитеши умовами (16)—<18). Вона значно склад­

ніша попередніх задач, оскільки, враховуючи ефекти атисливості 

рідині та дисипації енергії, описується сиотомою чотирьох (а 

не двох) хвавілінійяях еволюційних рівнянь рівних типів (ях па­

раболічних, так і { еліптичних:). Більше того, крім конвехтнвннх 

та малих нелінійних доданків вона міогить доданок 4 ^ У )  , який

18



не малий і не мав влаотивооті енергетичної нейтральності. Ту*

оператори зе‘~зе '(є  t ^ l v T I )  (a?*a P"»cons-0> **X<0W<)‘

$>*ф(ег), 4 l = <f5L6*y)>‘̂ a.-^a.^\ V * t ГС^уЪ) > ' V = Y ( % u )

(вони вичені в §4 глави І) та функції Ч-^То,^,  ̂ Га ма­

ють такі влаотивооті:

1° e C Y E i .^ W c i ,^ ^  ?бо)=-1,

|P^)Uv>2. (Y cF E ^ ,

2° x ( ( l2 l ) € C ' ’CEi ) { f /eE l y p^E2)  , мають мі оце

нерівності (36), (37) ( У Ы . )  та

I^O-ac^i&DUaeitl^-rІ ? П;  (40)

з0 %(\пW c °^ ) > Ш =±  та X задовольняв нерівяос­

ті і (36), (37), (40);

4° $ ( Ї ) € С Ч Еі.Ь - Л * * # ) »  П о ) ” 0 } Ф ( о ) = 1 ,

\ * & . ч * - 9 в н  і ‘  р ж і * - .  і^і i ^ j h w i  ( « і

5° мають мі оце вялючання (38), (39) та

F \ e L piit№ ,  і-2,ї 

Для анаходжеяня узагальненого рояв’явху вадачі (І2)-(18) побу­

дований ітераційний процео (V ° , Т* Ч ° М ° ) ,  ( 'Г і , Т с,^ <і а х\..^ь

якому (ч / п* ± , 7“ ''+і )  -  уаагальнениіі рови*явок задачі

L?6r") = ̂  { Fi. - і- ^  (V(ц^?*)+
+Vi& ”у u"j) + 3 t y \ r 4)]] ?

L ae U t W v r t f o r f  = F2. + £ [ ^ ” )- vi Г . 7 Г ] ,  '

19



( Ч>° , г °  ) - вадачі

Я ” - вадачі

- А ^  * - * 4  + %.(v')-+ F3  л

ч и - вадачі

£ А*~и - d i v [x ( s / v c / / v u )J ~ ~ Р  4 ? '”- F±

в початков о-гранячшшн умовами вигляду (І6)-(І8). Яздо 

£,^o,Tr„, F± , Fi , F3 вадовольнязот* нерівності тину (33), 

то послі донні оть ( v*1 j Г " , <v l\ м") обмежена та сильно збіга- 

етьоя (в розумінні вище вказаних просторів), що дозволяв 

доввотк наступну теорему.

Тоовама 2. Якщо вяконуютьоя умов* 1° - 5° та для S. 
має міоце оцінка тхцу (33), то іонув єдиний узагальнення 

розв'язок (Yjt-,9- , и  ) задачі (І2)-(І8>, що належить 

проотору

) * V . £ , ,  (Пї w ; * №  І» М ° Л ї № > >  V ' » .  м ,  

задовольняв нврівнооті

2. *+’2* 2.

lrlv,'::c^-£ . |ч'Ч їу « г><2М»'
Ч Щ І ^  ,

h u Q .  t i ( A U » ^ + £ 2 /llvu»“ " n» iC l(Mt+|F,||p,i2inT )*2M ,

та енергетичні рівності

20
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л п± 1 0 ПІ1 Пр-

+ \ U r )  + P±- ^ 6v>^)]^£

4-̂ єїг^ЬсКсЦ *" + ( 3e(£Tt£lvTl)l\7T/\d>cl£c(t ~
nz it=0 n*i

=  Я  IfK.^4’ W  VU-vtJJfrfedtalaelt 
ni L

і Iv<V I *< Ы М +  - ^  {t> a + [< £ jv ) -v Рз^ЗноІїсІгоІі,
1\х П±*

і [ t U u l 2+ x (s  |?иІ}І?и|г^сі>Лгг/£ = 5 ( P v F - v U - t y і )Я Я ? Л  
ф  n >

np« *otx it і s Co, Т І  . Слід вауважнтх, со для воіх поперед­

ніх вадач хонвакції в другій главі доведені граявчні співвід­

ношення

U ( n ^  - £u* Г = Г о  , V A ^ n J  - taw v=-v0 .
* —» + 0 * -є—**<Э

Для останньої вадачі друге опіввіднооення оола&швтьоя та мав 

мі оце у розумінні Wj-\o СП і ')  . Оцінку різниці міх ро*- 

в'явкам (Vj-r) вадачі (І2)-(І8) та її нульовим наблнхеннйи 

{ч^°, Т ° )  дав нерівні оті

' k ^ °4 4«v n D ^ C;f м*> (42)
де Мо ~ 2, vv\a.x Мі .

4 Y

ч
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£ г л а в і  Q вивчається загальна тривимірна «зда­

ча конвекції в'язкої термічно неоднорідної олабо стисливої 

рідини, яка хярактораяуетьоя двома малими параметрами і фор­

мулюється в термінах "швидкість" - "температура" - "тиск".

Ці «здачі значно окладніші двовкмірішх та акоі&льно-охшет- 

ричнях, оскільки не доцуокають реалізацію ідеї введення функ­

ції тока, яка дає збільшення гладкості швидкості. Наведені 

тут результати доолідаюння кодифікованих рівнянь Буоінаока 

мають допоміжний характер, хоч і становлять самостійний інте­

рес, оскільки узагальнюють відповідні результати, одержані

0 .0 .Лздииекоькою для модифікованих рівнянь Кав’в-Стокоа.

В §1 розглядається початково-гранична задача (дав.(І)-(6))і

, (43)

* 3 $  + d '/{ a c °v T )  , (45)

< ‘ 5 >

£  =  М  = [зес| £ *] =  о на ^ я [  „ ‘с " * 0  на (47)

де } , - ? , ( & ) >  Р = ? ^ г ) ,  < Р -9 ( (т )  ( ф = г £ - ± ) ,  Х * ( Х і Л Л ) '

- точка в декартовіЯ сиотамі координат Е3 , рівняння (43),

(44) мають місце в циліндрі , a (45) - в 1&г\д£.Л >

ВС^-ЗЄо(іТ)(зЄо(оЬБ' ),<?'=! в Я ? , x .ua2"-u>hit,ts'*u>Mtя (£ & & $ . '  . ’ 

ї ї"  = $ "  = 0 Тут, як і в главі П, вводиться поняття а с и м ­

п т о т и ч н о г о  р о » в * я « к у  задач! (43)-(47)і це 

вектор-функція (У с , ) вигляду

^■ =  ^ V U  , <48)



де ( гІ\'t', > u ) - роав'яаок оиотеми

div ІҐ-О, (49)

= - Р і .- | [ ^ г )- £ г ]  +

^&[TJ(- r,u ')+V(ir>r )  + v'Wr(r ,cV ,u)- tvCp.]j <50)

L x ( * / ^  =  6 ^  - cTtv fcvrW F i- fev U - vt  + S ^ f r ) ,  (51)

(Б2)

^ 2 ( u U £ A 2 U - a i v ^ V u )  = - р ;дГ '- Гг . (бз)

Тут

Уі-?о (’€Г)-»-(§|-5і')2Уі) ос = i+ fe lv u l )2-*3 ,

5у

Зе' = агi ( e r )  + ( d v r / )  л > з е "т Х о "= £ \  

V ( i r > u ) - - ( y a - ' v ) i t - ( & '7 ' ) v \ j  , V ^ , r ) «--тт-.у?-,

Ш гЛ  .ч) ='- ̂ + - i f e  '  '
Ці» умові, що гґл. ^  1  , > У, £  та мав мі оце

оцінка

ifrOUSifr+KI*)
ця ожотвма аонмптотжхно еквівалентна (а точні ота до доданків

порядку £ Le>+ > l + j  =2. ) системі (43)-(45). у відповід-

вооті а (46)—(48) початково-граяячкі умсви д м  (49)-(53) каюті, 

такий вкгляд:
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« і - . - * - * * * . . *  ,  °> (54) 

^ = 4  о  7- E se|f « Л 7 , г'-<?«  aoj,(65)

да и о — розв'язок задачі

£ a u 0 = divrk, -> ^ / 9 ^  = 0 ,

Для резв'явування вадачі (49)- (55), як і в главі П будується 

ІтераціЙияЗ процес опоціального вкглоду, на кожному кроці 

якого система (49)-(55) частково ліпеаризуеться та роащошго- 

етьоя на модифіковану систему Еуеінесха та два еліптичних 

квазідінійїіах рівняння.

£ §2 вквчаетьоя модифікована еадача Вуоінеоад

< £ ы Ъ ~ 0  t (56)

■2t + ? - ^ - v . ^ ) + ^  =  G a + v S ,  (57)

+ $  4?; + G i_ , <58)

( х б & * ) л (69)

^  ~ ма Ъ я 1  , r*-«9 <ю 9&7. (60)

Ця система опиоуе конвекцію в'язкої неотиолквої ненмлов- 

оької рідша. За реалогічне рівняння стану тут вибрана модифі­

кація закону Ньютона, запропонована О.О.Ладаанською, а >а 

рівняння теплового потоку - аналогічна модифікація вакояу 

Фур*е, тобто врнпускаєтьоя, що / ® ц }с ^ = х  ** \  ~
неперервні тенаорновнйчна функція &  ** вектор- 

функція'  ч 7  , що задовольняють таким умова t

і> \ Q ($ M  & ( с і і * о * і й і г * ) і& і  ( г * и > 4 ) ;

2) < ? , / £ / і
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a) [Q (d<")- Q ( $ ) ] : ( & * ' - f r b  C M  S i *

4) K ( v r ' ^ ( Q s + Q e|vt'|2p)l v t 4  ( ? * $ ) ' ,

5)

в) -  [<V<vt*>)-<^^r)].v ( r os~?)   ̂J ,  lv(r«>-z-/*

де 6 ^  = co^bt; >0 (<j/=-P vt*), На початкові дані та а буреная 

накладаються умова

7) Z T e J ^ ) ,  T 0 € U ( S 2 r ) ;

8 ) Gu € L p t< *£<_ t o ;  )r  , t < P i i  2 ,  І Ч ,2 .

У з а г а л ь н е н и м ^  р о л  ’ я з х о м вадачі

(Бб)-(вО) названо пару І Ґ е  , Г  Й 2 Ї ),
що вадовольняв інтегральні тотожності

^  [-£-Ut -vtr.£-u + £(3(£г):ії]е(ксІі =  $

-&ії)оІк }

ClJ-L Яг. *-

- r o 0 o )dx =  5. 6 i& ix < h

при м іх  t j. * L o ,T3  та вояках

u e j^w,i 6̂ ) г fa € <■ ̂  > I ut*L* Oj

в e )« lo*V2f o  fr?) Iet« ^ D ] .
___  Теовама 3. Яхио вихокулться умбвя X) - 8 ), то Існує вда­

ний узагальнений розв'язок б г д )є  J i i ^ i f o T b V i Y a ^ i  б з ? ) 

задачі (56Ы 60), що задовольняв рівності*

И ̂  С Г*І2+ $ 0($У'
і Н ' и  л &  & &
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при будь-яких я ЦоЛ1!] та нерівності

1г'^£?У бД(в8)

s A ii f o '* '. >£*>£*), (63)

де Я ' tip >sг? - иоі«а в b PiV/?A_c (о.1' ) .

В §3 доводиться основний теоретичний реяультат дисерта­

ційної роботи. Тут вивчається вайокдадніша (тривимірна) по­

чатково-гранична задача (48)-(55), що опиоуе конвекцію в*яв­

ко ї термічно-неоднорідної слабо стисливої рідини. При цьому 

“а ) . К-ОМ), вакдадавтмя умо­

ви аналогічні умовам І°-4° теореми 2 (  Уі eL*/sr,z] „ 2ггі 3/я s

а м тг „ г» „ р; 4 -  j»«**
7), 8) теореми 3 та

Для »явходження узагальненого роэв’явку «здачі (49>-(55)

побудовано Ітераційияв прояво ( їГ ° Д в, <ї <’, t ( e ) ,  
де (г5у" 'і > Г и+м  - Узагальнений ро»*яаож «здачі

F ^ L 2), ^ n 3 ,

iV / iP '>? *h ? '*V $ r' ]  nAiVxf*0 )  у

- мдачі

y*f\) «  - І »  + Фа(ип̂ -<tov Ru ,

#6
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u " - вадачі

‘ 2.1* * М » - Р ' л Г п * ^

•  початково-граничнюи умовами (54)—<55). Щ ам  давадтой. оСкм* 

«енооті воадідавнооті ( O ' * , ' t * > V ,  и ” ) я» її оюшгої 

•біипооті (у відповідних просторах) доведена иаотупна море® . 

Теорема 4. Явдо виконується нерівнім*

c a w\a* £єМ,  £?§~3Лі\ £*£'■*/Ч5",£3$~*м'*}4 

^ 3 ^ ( ^ і . + " рг1\в/5.>2>5гт ) , Mi, *  II Ft II2 ,c/s-,й Г  »

«оді іону* стнттиа узагалі даний роав’язок %  и ) задачі

(49)Ц 55), що вашапгь простору

•вдовольняє вціяви

ІгІУ̂ оГпТ\+£<f‘lv?C«l,s1T іМ>

„ « « І И г И с ^ ^ М  , ІСеН ,

^ sST

НгГІ(2>ціЛ т ^ С>Н г' »

A u a l t ^ r  + U v u l a r  і М

за звергатпяі рівності



и

er

s z ir

S  ^ х | П о Х + S. =  2 $ .
sis. & 21-

+  £ C V 6 M  } • & & < & ,

2  | * '*А + і  3 e { f? -xe I v t i y i v T f d i t c i t  «

^ 2  U ”°  52ІА

5 £ -fv^.vu^S^firyftdxcJf,

 ̂ lv<Vlzdxdt =  s [ t ^ + ^ '^ t f N + ^ - v ^ x c H : ,  
S?£* « І 1

5 fVUul^^KuOlvu/^Jdxfiii = £ (pvu-v^-Fzi/)cWf
s£* « I і

при »oix з Г© ,ТЗ  (тут <V «  + <J/p ). jqptM

того, як і в видачі (5Є>-(60), для опрааджуютюя

(оильні) граничні опіввіднсивння

j 6« * W l«* & = &  , іг(&г)-£і>» г=г0 .
•* —» +0 t-*+0

Одержати аналог нерівності (42) для задачі (49)-(55) не вдаєть­

ся, оскільки оператор, обернений до оператора Буоінеова, регул»* 

рвзозаиного за допомогою малжх параметрів 5 > £ » задо­

вольняє умову Ліпшица > копотантою, що залежить від <Г , £ 
та неохінченяо вростає а ростом S , £ , Воі згадані віще

теорема іоиування та едянооті олабіх розв'язків задач конвекції 

мають мі оце і у мпадху Т « » о  f що дозволяє назвати їх  гло- 

балшюш.



В г л а в і ІУ вивчаються питання стійкості узагальне­

нії розв'язків задач конвекції. Для всіх задач, дослідяших у по­

передніх главах, доведені теореми про неперервну залежність роз­

в'язку від даних задачі, одержані оцінки, що характеризують влао- 

тхвіоть ліншцевих обернених операторів початково-граничних за­

дач конвекції. Доведені теореми про асимптотичну стійкість роз­

в'язків та оцінки експоненціального типу, що описують швидкість 

затухання розв'язків (у середньому) при *  -*• ®о .

В §1 досліджується неперервна залехпіоть слабих розв'язків 

задач конвекції при наявності аксіальної симетрії.

Теорема 5. Узагальнений розв'язок задачі Еуоінеока (19) - 

-(22) неперервно задевать від даних задачі. А саме, якщо О * ,? х), 
( '* '* ',  £•*■) в два розв'язки задачі (19) - (22), що відпові­

дають початковим даням (чь1, to*}, , 2-0г) є V ?% (п*.) х ц  ('п,)
та збуренням ) > (? * , ? £ ) ,  де

к р т  ( 1 , 4 - U * ) ,  

то для - t 2- мав мі оце оцінка

lv4 * « 4 > +
‘ ‘ ( ' ‘ W  ІгЛ ,  +£к**г<лт]ш<іШ?.,'г), (М)

Д* , <+і = « f 'to , а константа

с* залежить від р ;, - 1,2 ) і не залевить

•ІД Т  .
Ця теорема узагальнюється для задач (ЗІ) і (34),(35). При 

цьому конотанта С± в нерівності (54) не залазить ні від <5‘ ,

ні від £ , Найзагадьніпа теорема такого змісту для задачі

(І2М І8) дещо ослаблю* нерівність (64) і дає оцінки вигляду:
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зо

£*ІІдиІІпг + Hvu/tnj
J.

» константами С; , но в* належать від М  Т  ,

В §2 досліджуються питання асимптотичної стійкості розв'яз­

ків еадач конвекції (при наявяооті акональної оиметрії), яка 

характаривустьоя ріаностями

Ііц №ІІ( ) П =г Цт ЦгІІ =0, ,с„ч
*-*Оо * х t — " і ’ (65)

Дія ноотяслизої ріднив вони овкачають, що швидкість 1 

(чг*чь >0 ) , вихор >zot-&^ ( о , О) та

пература t  ватухавть у середньому при •#• —► <*> . Для олабо 

отислявої рідини ці рівності свідчать лише про ватухаяня тем­

ператури та вихору, прнпуокагчи малі (але незатухаючі) пуль­

сації ювидкооті. Тут доведено, що рівності (65) для всіх ров- 

гляяутнх в главі П іадач конвекції аабевпечуються включеннями

Ї"І € Lpj ,ар1Дрг.г ^ 1   ̂ ( l * P l  *2  »*■*'*»* J.

Властивості експоненціальної отійкооті слабих роав’яакіа вгада­

них еадач олиоуюїьоя теоремами.

Теорема 6. Явдо R  ё  LpL,2.^n;“°} , то дм  будь-л-:ого 

і > 0  узагальненні роав'лз^к важачі Дусіиеока (19)—(22) екс­

поненціально стійки# та вадгчолькяв нерівності

Ив,гЧ<е^‘*(ь<г-1п^ с* ],г"



ЗІ

де <L± , d.z , C V , с е - додатні константи, що не задавать від

Ч',?',Ч 'о > Ft , Гг . Якщо

5i sc)ac?Af2 <0t-

тоді ця теорема мав місце і для задачі (ЗІ). При цьому наріз­

ності (66),(67) мають вигляд

Цє£гВ* б  ) +Сг\  [ Ф ^ Р ) + (± іІє*г-.||Пг+ H ^ l l ^ e ^  Sx>t]^

II 11%+

де Ф(. б + > F  ) -неперервні по ~і функції, що вяражагть- 

оя через L p  -норми F i  та Fa , Ф ;  ( ї> о )= О г ї=^,2.(ашиогіч- 

на теорема мав міоце і для задачі (34), (35)). Якщо

d € 5 с (- { 2̂ 4 > 0 ;

*о для слабого розв'язку (< гу т )  задачі (І2)-(І8) мають міо- 

цз оцінка

Егеге  ^ P ^ .- o j u ^ o l l n ^

-*■ £*■ Е3 !І̂ оІІ(г)іПіе 4>*te>t,n,

НчЧІ^>Піф е ^ б Ч ? е ^ ^ \ 1  ! * & * +  

^ [ Е , Р с М е ^ ^ Е « е А£̂ » ^ ) ] | ( в Ч | ( ^  Ф ,

де E i 'E iC fl  )> Ei(o)~£^/b) = :£ ■, -поліном

j. -го порядку по t  , а функції Ф* те такі, що

Іі*У) [ l l F j Pz^ £ z( j F j p̂ n̂ l r 3ll^ nd) l
> ao t ■—> 00 ^
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“ Ч IF»“L 0 ,

якщо границі оправа існують.

В §3 узагальнюються результат», одержані в §§1,2 главі 17, 

для тривимірних початково-граничних задач. Наведемо лише аагаль- 

ві теоремі, що оточуються випадку олабо отиоливої рідини.

Таореца 7 . Узагальнений ровв'явок вадачі (49)-(56Неперер­

вно валваить від даних вадачі. А оаме, якщо ( Я * ,  2"/ > 9^  4 4 х ) ,  
С тТ7- ^ 1 , «Vх , ч 1 )- два ровв'язки, що відповідають почат­

ковим датам та збуренням

*о д м  Г - Г *  - Г* , <*, -

U = u 1 - М 2* мають місце оцінки

^ ■ * . * 1  + I^*Wpa>Sj£ 

m ax Hv<HH® +  l U V i ^ T  *
ott tT ^ *

*v̂ F,12>«,aT *с« В̂ 1>*»4.,вГ,

Йу-у-̂ И д̂г̂ а. *• z<v.+i)
' зкь+Ьу *- * а *

»’Ч«яТ «в[ІЯ* .Ъ.Н* »г*1#,г,аг],
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** -вг. «■*- 5-» > t o  = trZ-г^ , Fx - F* - F /  , 4  = F/-  F *  ,

Я '=tVf''VirA-'Vtft+<Vf > Яг'г- = tVt*~,Vt* , V f  -<И г' j

c l ватажать від £ , 3 "  , M. ( At =- m ax { a a 

Af1 та Al2- - Еонотаяти а оцінках теореми 4, що відповіда­

ють до ом різюш розв’ язкам).

Тэовзма 3. Якщо

^ L p *Р±-Ь

£  С & і ) ^  (*f сРі42 >l-<»2^>

то узагальнений розв'язок вадачі (49)455) вевмпто-

тично отійкии, тобто

&V> ih>(1^ -  f tM  Ц гІІ~  =  0 .
t -*• ■£- —V с»о ^*ї

Більше того, якщо

ljpliZ{ Q ^ ’ )'5 J F2 £ L p 24i ^ r ° )  ( Р і >  § r> i~ iJ2.')> 

то для будь-якого t > о  мають мівцв верівиооті

W lf £6] ,

,№ С х ^ { І * Н ^ е - ^ - е  E j p f o f j M * .J f j ^ e  Л +

де Р 6 > 0  *te«.+ct) fc-cohtf >о) E 1=ef,r+f:*> £г' ^ ; 4 , ^

£3 , £<г - калі чаола порядків f5~ -^ £*,£*> 5 '<,/a відпо­

відно, «о залмють Від At і o(; = <*>n5.f(->0 , 

функції та 4>а. такі, що

£ііпл ^i(- t,F ) <-сі0 £cw» ^IlFj, |/р Q  +

$ . я + 6 > я ъ \
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якщо границі оправа існують.

Таким чином, експоненціальна отійкіоть ( ІГ , "2Ґ ) , на від­

міну від аксіально—симетричного випадку (див. теорему 5), забезпе­

чується теоремою 8 лише у випадку <5Г= о , тобто при відоутнооті 

дисипації енергії в рідині.

Дисертація заверщуетьоя огаолимн висновками.
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трехмерных задач при различных физических предложениях, предложен 

сходящийся алгоритм для їх решения. Установлены теореми о непрерыв­

ной зависимости решений от данных задачи, об их асимптотической х
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•копанвнцнальиоі! уотоЯчивоотм.

U03EESK0V Y .B . QUALITATIVE 4КГЛ0М ІМУВЗТІОАЇІОЯ OF THE VI300U8 

WEAKLY COilPRESOiLB FLUID GOHVECTIOH PROBLEMS.

'Липla for the degree of doctor of pbjeieal and mathematical 

soienoea, speciality 01.01.03 **, Uatheiaatical Physios, latioiml 
Aeaddmy of Seienoes, Institute of Mathematios, Kiev, 1?95*

17 Boi*ntifie papers containing complete investigation of 

incompressible and weakly coapreesible fluid initial - boundary 

aonveetion problems are defended, ffe proved global (In time) 

generalised solution existt-nce and uniquenes theorems for three - 

dimensional problems under the different physical conditions and 
props* convergent ealoulatioal method. We also established continuous 

dependence of solutions with resyect to problem date, asymptotic 

and exponential stability theorems

Ключові олова: хонввхція, в* ямса рідина, мульталліхаїгвні нерів­

ності , узагальненій ром*явок, морена івиувашія, едвяіт , 

аоншіїотична егійжіоп ,  вхопонаїщі&хіш* ватухаяня.
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Ум. друк. арк. 2,09 Ш . фар<5о-*Ідб. 2,09 Обд.-вд. арк. 1,4. 

Тарах ZOO кр. Зам. І С Х Баакежгамю.

Віддруковано я Івотктугі патлатая ЕЛЯ Украгнк 

282601 Ккїв 4, МСП, жук. Тарвкмхіввші, З



Ав 32.382


