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ЗАГАЛЬНІ ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. При дослідженні та проектуванні керованих 
фізичних об'єктів (трвнспортних, космічних, електро-механічних та 
ін.) виникають проблеми стійкості і якості систем рівнянь, що опи­

сують реальний рух таких об'єктів. Важливі класи динамічних систем, 

умови стійкості і якісні характеристики яких пов'язані з проблемою 

власних значень матричних поліномів та деяких аналітичних матрич­

них функцій, представляються у вигляді

A(D) х(t) - g(t), t > tQ , (1)

де x - вектор стану системи, D - оператор диференціювання або змі­

щення по часу t, g - вектор зовнішніх сил (керування, випадкові 

збурення та ін.). Зокрема, широко використовуються класи систем, що

5 відповідають матричним функціям:

А(\ї - К І - А - сиотеми рівнянь нормального типу;

А(\) » А + \ В - системи рівнянь, не розв’язаних відносно

похідних або ітерацій;

А(Х)«А + \В + ХгС - системи диференціальних або різницевих

рівнянь другого порядку;

А(\) « А0 + X А1 + ... + \ в Ая - системи диференціальних або різ­
ницевих рівнянь s -го порядку;

А (Л.) = A . I - A 0 - j A k e " 4 t k -  диференціально-різницеві системи 

k рівнянь.

Сучасні методи дослідження таких систем базуються на застосуванні 

теоретичних досягнень метричної алгебри те обчислювальної техніки.

До вивчення спектральних властивостей матричних і операторних 

функцій зводятьоя також різноманітні задачі механіки, математичної 

фізики і аналізу. При дослідженні механічних систем особливу роль 
виконують лінійні та квадратичні пучки, що формуються на основі 

співвідношень для кінетичної та потенціальної енергій і дисипатив­

них функцій. Матричні поліноми більш високих степенів виникають, 

зокрема, в задачах синтезу систем в динамічним зворотним зв'язком.

Проблема стійкості руху деяких нестаціонарних систем також 

пов’язана з дослідженням задач на власні значення. Зокрема, умовою 

асимптотичноІ стійкості лінійних систем з періодичними ко&фіцієнта- 

ми є розміщення спектра метриці монодромії в середині одиничного 

круга з центром в початку координат.



Основні динамічні характеристики (показники якості) систем 

типу (1 ) можуть бути описані у вигляді розподілу спектра о(А) від­

носно деяких плоских кривих. Наприклад, число max (Не \/ \ € 0(A)) 
характеризує запас стійкості І визначвє оцінку для часу перехідного 

процесу. Розміщення спектра в середині вертикальної смуги врахову­

ється при побудові мажорант 1 мікорант перехідного процесу. Локалі­
зація спектра стійкої системи між двома променями, що виходять з 

початку координат, забезпечує відповідні коливальні характеристики 

системи. Властивість аперіодичності системи в термінах спектра 
означає, що всі власні значення знаходяться на дійсній осі. Існують 

системи з більш складними обмеженнями на розміщення спектра.

Актуальність задач про локзлізацію власних значень матричних 

поліномів та функцій (узагальнена проблема Рауса-Гурвіца) обумовлю­

ється, перш за все, постійним посиленням вимог до якості сучвсних 
технічних об'єктів. Крім того, результати дослідження даних задач 
завжди є корисними 1 важливими з точки зору якісної теорії роз­
в'язків систем диференціальних та різницевих рівнянь типу (1 ).

Основу класичних методів дослідження проблеми Раус8-ГурвІца 
для деяких простих областей закладено в роботах Коші, Штурма, Ермі- 
та, Рауса, Гурвіца, Льєнара, Шипара, Шура, Кона та Ін. Один Із ос­

новних методів розв'язування цієї проблеми дає теорема Ляпунова, 
згідно з якою спектр матриці А знаходиться у відкритій лівій пів- 

площині тоді і тільки тоді, коли для довільної ермітової додатно 

визначеної матриці Y - Y * > 0 лінійне матричне рівняння

A X + X A *  = - Y  (2)

має єдиний єрмітовий додатно визначений розв’язок X = X * > 0. 
Критерій Ляпунова, на відміну від детермінантних умов Рауса-Гурвіца, 
формулюється безпосередньо в термінах коефіцієнтів системи без ви­

користання зведення до характеристичного поліному. Це, перш за 

все, пояснює його широке застосування не лише при дослідженні стій­

кості руху, але і в задачах синтезу та оптимізації систем керування, 

а також в іншій розділах прикладної математики і механіки.

В сучасній літературі велика увага приділяється вивченню нових 

властивостей рівняння Ляпунова, його узагальнень та відповідних лі­

нійних операторів. Теоретичною основою для розвитку досліджень в 
цьому напрямку служать роботи М.Г.Крейна, Ю.Л.Далецького, М.В.Кел- 
диша, М.А.Красносельського, Ю.М.Березанського, В.І.Зубова та ін.

В роботах А.ОстрсЕського-Х.Шнайдера (1962) і О.Тауськи (1961) 
встановлена теорема інерції для рівняння (2 ), яка описує зв'язок
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з
між розподілом спектра матриці А відносно уявної осі та Інерцією 

ермітових розв'язків X при Y = У * > 0. В роботах Р.Калмана,
Е.Джурі, Ш.Гутманв, Д.Карлсона, В.Л.Харитонова, К.Г.Валєєва та 1н. 
розроблені методи локалізації спектра матриці відносно деяких алге­

браїчних кривих, що пов'язані з узагальненням методу матричного 

рівняння Ляпунова. Лінійні матричні рівняння більш загального типу

де c1;J - елементи ермітової матриці С, вивчались в роботах 
Р.ХІлла 1 X.Шнайдера з точки зору теорії матричних сімейств, які 

одночасно можуть бути зведені до трикутного вигляду.

Зазначимо, що методи дослідження динамічних систем типу (1), 

що пов’язані з узагальненням рівняння Ляпунова, навіть у випадку 

лінійного пучка А + \ В з виродженою матрицею В раніше не 
застосовувались. Побудова узагальнених рівнянь Ляпунова відкриває 

нові напрямки досліджень не тільки задач аналізу, але й синтезу 

відповідних класів систем.

Мета роботи. Побудова узагальненого рівняння Ляпунова для кла­

сів лінійних динамічних систем, що визначаються за допомогою мат­

ричних функцій від спектрального параметра; розв'язання задач про 

локалізацію та розподіл власних значень лінійних, квадратичних і 

поліноміальних пучків матриць відносно аналітичних кривих (узагаль­

нена проблема Рауса-Гурвіца); розробка теорії інерції для класу лі­

нійних рівнянь типу рівняння Ляпунова; застосування узагальненого 

рівняння Ляпунова в практичних задачах аналізу стійкості руху та 

якості динамічних систем.

Метода дослідження. Дослідження проводяться на основі розвитку 

1 узагальнення методу матричного рівняння Ляпунова (другого методу 

Ляпунова в теорії стійкості руху) та використання методів теорії 
інерції, теорії канонічних форк матриць 1 матричних пучків, теорії 

лінійних перетворень в просторі з конусом та 1н. Використовуються 

також різні факти лінійної алгебри, теорії функцій комплексно! 

змінної та функціонального аналізу.

Наукова новизна результатів визначається як узагальненням за­

дач, пов'язаних з проблемою власних значень, так 1 застосуванням 

розроблених методів дослідження (аналогів рівняння Ляпунова) при 
розв'язуванні практичних задач аналізу 1 синтезу динамічних систем.

В роботі отримані наступні нові результати.

1. Встановлено критерії включення спектра матриці до ведених

I ci3 x V -Y« 
і. 1

(3)



множин, умови дихотомії 1 розподіл власних значень відносно аналі­
тичних кривих. Узагальнено теорему Ляпунова 1 теорему про Інерцію 

для максимально допустимих класів областей, обмежених аналітичними 

кривими. Побудовано співвідношення (типу умов керованості лінійних 

систем), що суттєво посилюють можливості методу узагальненого рів­

няння Ляпунова цри дослідженні стійкості та локалізації спектра.

2. Узагальнене рівняння Ляпунова вперше застосовано в задачах 
оптимізації динамічних систем. На основі узагальнення теореми Ляпу­

нова і матричної системи Атанса-Левайна встановлено зв'язок між па­

раметрами квадратичного функціоналу та області бажаної локалізації 

спектра замкнутої системи. Побудовані алгоритми оптимізації, які 

одночасно контролюють розміщення спектра керованої системи.
3. Розроблена загальна методика побудови аналогів рівняння Ля­

пунове для лінійних, квадратичних 1 поліноміальних пучків матриць. 
Оператори таких рівнянь представлені у вигляді інтегралів типу Коші 

від логарифмічної похідної, а також за допомогою спеціальних алгеб­

раїчних систем, що визначають розщеплення спектра. Побудовані сі­

мейства ермітових матриць, інерція яких описує розподіл спектра 
матричного полінома відносно деяких аналітичних кривих. Основні 

властивості побудованих рівнянь сформульовані у вигляді узагальнен­
ня теорем Ляпунова, Островського-Шнайдера та їв.

4. Для вироджених неперервних та дискретних лінійних систем 1 

систем лінійних диференціальних рівнянь другого порядку розроблені 

методи аналізу стійкості, побудови функцій Ляпунова та розподілу 

спектра відносно прямих, кіл та інших алгебраїчних кривих. Операто­

ри матричних рівнянь, на яких базуються ці методи, безпосередньо 

виражені через параметри відповідних систем та областей локалізації 
спектра. Розроблене методика побудови розв'язків систем лінійних 

диференціальних рівнянь, не розв'язаних відносно старших похідних.

5. Визначено умови, що дозволяють узагальнити результати 1 1 З 

для аналітичних матричних функцій, використовуючи знайдені■класи 

областей локалізації спектра.

6. Розроблено методи дослідження лінійних рівнянь і операторів 
в матричному просторі. Визначено системи трансформацій матричних 
рівнянь, що дозволяють встановити умови сумісності та інерціальні 

властивості ермітових розв'язків. Вивчено клас рівнянь, матричні 

коефіцієнти яких утворюють спеціальні сімейства (колективи), і уза­

гальнено теореми Хілла і Шнайдера про інерцію ермітових розв'язків.

7. Досліджено клас рівнянь, що відповідає деякому сімейству
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операторів в нвпівупорядкованому просторі з конусом. Методом послі­

довних наближень проведена оцінка розв'язків 1 їх спеціальних ха­
рактеристик типу інерції ермітових матриць. Описані умови, при яких 

вивчення даного клвсу рівнянь зводиться до застосування теорії мат­

ричних рівнянь і спектральних властивостей додатних операторів.

8. Для систем лінійних диференціально-різницевих рівнянь побу­

довано узагальнення рівняння Ляпунова і в термінах його розв'язків 

встановлено алгебраїчні умови абсолютної стійкості систем при до­

вільних параметрах запізнення. Вивчено властивості побудованого 

рівняння на основі результатів 6 і 7.
Теоретичне 1 практична цінність. У дисертації розроблено тео­

рію узагальнених рівнянь Ляпунова та нові методи аналізу стійкості 
і локалізації спектра лінійних динамічних систем. Наукові результа­

ти дисертації можуть бути застосовані при дослідженні конкретних 

механічних та фізичних об'єктів, зокрема, при оптимізації лінійних 

керованих систем з заданими якісними характеристиками. Значна час­

тина проведених досліджень пов’язана з плановими науково-дослідними 

і госпдоговірними роботами Інституту математики НАН України.
Достовірність отриманих в дисертаційній роботі результатів ба­

зується не чіткій математичній постановці задач, застосуванні тео­

ретично обгрунтованих методів дослідження та співставленні з відо­

мими досягненнями, що пов'язані з темою дисертації.

Апробація роботи. Основні результати та положення роботи допо­

відались і обговорювались на IX Міжнародній конференції з неліній­

них коливань (Київ, 1981 ), на II Всесоюзній конференції "Лавренть­

евские чтения по математике, механике и физике" (Київ, 1985), на VI 

Всесоюзному з'їзді з теоретичної та прикладної механіки (Ташкэнт, 

1966), на Всесоюзній конференції з нелінійних проблем Диференці­

альних рівнянь і математичної фізики (Тернопіль, 1989), на І Всесо­

юзній математичній школі з спектральних та еволюційних задач 

(Сімїерополь, І99І),на Міжнародній конференції "Ляпуновские чтения" 

(Харків, 1992), а також на наукових семінарах Інституту математики 

НАН України, Київського та Санкт-Петербурзького держуніверситетів.

Публікації, Основні результати дисертації опубліковані в 36 

наукових роботах (1-36). Із сумісних робіт (17,18,27) з дисерта­

ційній роботі викладені тільки результати автора.

Структура і обсяг роботи. Дисертація складається з вступу, 

п'яти глав, висновку, додатку та списку цитованої літератури, шо 

містить 132 джерела; обсяг 209 сторінок, таблиць - 3, рисунків -* 3.
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ЗМІСТ РОБОТИ
6

У вступі аргументується актуальність теми, дається огляд дос­

ліджень за тематикою дисертації, формулюється мета роботи 1 методи 

досліджень, новизна отриманих результатів 1 їх короткий огляд.

Перша глава присвячена задачі про розподіл спектра довільної 

матриці А € 0 пхп відносно множин комплексної площини типу •

Л* = Г ( \Д )  > о}, Л“ = Г(ХД) < о | ,  Л° = Г(Х,Х) = о},

де І - деяка ермітова функція, що описує аналітичну криву Л°. 

Потрібно оцінити кількості власних значень 1*(А), lj(A) та 1°(А) 

матриці А (враховуючи кратності), що належать відповідно Л̂, А~ 
та Л°. Зокрема, нас цікавлять критерії розміщення есього спектра 

о(А) у відкритій області Л*.
Дослідження задачі проводиться методом матричних рівнянь, опе­

ратори яких визначаються за допомого!) Інтегралів типу Коші

Lf X * - І І Г(А..Ц)(А - XI)-1 X (А - цІ)'1*<1Х бц * Y (4)

о о
Для функцій і з відокремленими змінними використовуються вирази

Lf X = ^  7кя Гк(А) X Гв(А)*, Г(Х,ц) - ]Г 7*. *„<*) Г,(ц). (5)

k,s к,а

де - коефіцієнти ермітової матриці Г, Гк(А) - аналітичні 

функції від матриці А.
Вивчаються спектральні та алгебраїчні властивості операторів 

типу Lf (§ 1.2). Використовуючи власні значення, компоненти 1 
власні вектори матриці А, пропонуються способи побудови власних 

елементів оператора Lf, тобто розв'язків рівняння L W = ш її.

Одним Із основних результатів першої глави є узагальнена тео- 

ремв Ляпунова, доведення якої проводиться на основі ряду наступних 

допоміжних тверджень. Існують додатно визначені матриці X 1 Y, 

що задовольняють рівняння (4), тоді і тільки тоді, коли а(А) с л* 
(лема 1.3). Оператор ї, залишає інваріантною множину додатно виз­
начених матриць £0 тоді і тільки тоді, коли виконуються умови

ГЛ  v - л )  = * 0> f(V V  > о. t - 1...... «с. (б)

де Х.1(...ДЯ - всі попарно різні точки спектра а (А) з індексами

т. ,n\j, а блоки ?tT складаються з чвстинних похідних



в 1+*-г - 7
1 =  1, • • .  *пї^# J в 11 - • • *пі̂ -

О X*-1 в X*-1
(лема 1.4).. Оператор Lf має додатний обернений оператор відносно 
конуса невід’ємно визначених матриць К. тоді 1 тільки тоді, коли

f  Ш. Піл ^

Г(р І  х ’ - * - \  J * °> f < W  * г  ■“  1 ......... *» т  “  1 ..........*• <7)

де <р » І/f (лема 1.5). Якщо блочна матриця Tf, шо визначена в (б), 

має лише одна додатне власне значення, то умови (7) еквівалентні 

включенню о(А) с а* (лема 1.6).

Нехай J&- клас функцій 1, що задовольняють умови

ГФ f |lt ' * • |іга ) = S I ( ^ 0 * V ^ 1 ’ *“ ,Um € Af

де (р = 1/1. Якщо 1 € то нерівності (7) виконуються для всіх

точок X,....Ха з області А* і натуральних чисел т,.... Шд, сума
яких не перевищує т (лема 1.7). При доведенні останньго твердження 

встановлюються інерціальні властивості матриць типу rf.

Теорема І.І. Задамо матрицю А е С nxn, функцію f е J” те 

довільну додвтно визначену матрицю Y е KQ. Спектр о(А) знахо­

диться в області А* тоді І тільки тоді, коли рівняння (4) має 

єдиний додатно визначений розв'язок X е KQ.

Клас областей А̂, для яких виконується критерій включення 

а(А) е а* в теоремі 1.1, є максимально допустимим (в рамках методу 
матричних рівнянь).Цей клас описується за допомогою функцій f е 7^ 

1 містить в собі всі відомі класи, для яких узагальнена теорема 

Ляпунова (§ 1.4). Якщо в розкладі функції t в (5) матриця Г має 

липе одне додатне власне значення, то 1 ( 7 * .  з = 1,2,... . Якщо 

степінь мінімального полінома m матриці А не відома, то в 

умовах теореми 1.1 можна припустити, що I f

В { 1.5 встановлюється теорема інерції для розв'язків рівняння 

(4) при Y > О або матричної нерівності Lf X > 0. Кількості точек 

спектра і*(А), і~(А), і°(А), що належать відповідним множинам 

А*, А~, А°, співпадають з індексами інерції і+(X), 1_(Х), 1Q (X), 

тобто з кількостями додатних, від'ємних та нульових власних значень 

ермітових розв'язків X. При цьому використовується клас функцій 

і ( що задовольняють умови

[ г/ ( і, * • • (іт ) ] * 1 ( v Ц1....* лі )ш



Теорема 1.2. Матрична нерівність Lf X > 0 має розв'язок X 

тоді і тільки тоді, коли 1°(А) = 0. При цьому існує розв'язок X, 

для.якого виконуються рівності

1*(А) = І+(Х), і"(А) = І_(Х), І0 (Х) = 0. (8)

Якщо X - розв'язок рівняння (4) при умовах У > 0, І е то 

виконуються рІЕНОСТІ (8).
Якщо рівняння (4) з оператором (5) має розв'язок X при умо­

вах У > 0, і±(Г) < 1, то Л° П о(А) = 0  і в областях Л* є від­
повідно і (X) власних значень матриці А (наслідок 1.1).

Розв'язки однорідного рівняння (4) (У = 0) використовуються 

для оцінки кількості точок о(А), що належать кривій Л°.

Теорема 1.3. Якщо рівняішя (4) задовольняють матриці X г> 0 

та Y = 0, то на кривій Л° є, принаймні, г(Х) точок спектра 

о(А). При цьому, якщо X > 0, то о(А) с Л°. Навпаки, якщо 
і°(А) / 0, то рівняння (4) при Y = 0 має розв'язки X > 0 до-
довільного рангу з інтервалу 0 < г(Х) < і, де £ - сума геомет­

ричних кратностей власних значень матриці А, що належать Л°.

В § 1.7 пропонуються методи локалізації спектре матриці, що 

випливають з одержаних результатів. Розробляється методика побудови 

аналітичних кривих 1 областей, яким належать власні значення матри­

ці. Результати § 1.8 пов'язані з розширенням сімейств ермітових 

матриць X і Y, що використовуються в рівнянні (4) при локалізації

спектра о(А). При цьому використовується поняття керованості пари
матриць і його узагальнення.

Теорема 1.4. Нехай матриці X і Y задовольняють рівнянню 

(4). Тоді виконуються наступні твердження:

1. Із керованості пари (А,Y) випливає керованість пари (А,Х).
Зворотне твердження виконується при умовах X 2 0 та і°(А) = 0.

2. Якщо Y > 0 І пара (А,У) керована, то і°(А) = 0.

3. Якщо X > 0 , Y > 0 і пара (A.Y) керована, то і*(А) = п.

4. Якщо X > 0 , Y > 0 і пара (А,Х) керована, то і~(А) = 0.

5. Якщо X £ 0 , Y = 0 і пара (А,Х) керована, то і*(А) = п.

Теорема 1.5. Нехай функції Г іф  представлені у вигляді

8

де

I  = I+ -  r _  , ф = I r ®  1 1 і , ( 9 )
J=o

f+ (X,ji) = 1Л{\) * , ( |1 ) ,  Г_(Л,Ц) « I 1±1к) ^ 0 0 ,  3 * 1.
1=2



Тоді рівняння (4) має єдиний розв'язок X > 0 при умовах

о(А) с л+. І̂і Y > 0. (10)

Якщо Y > 0 , s « n - r(Y) 1 X > 0 - єдиний розв'язок рівняння

(4), то виконуються умови (10).

Теореив 1.6. Нехай матриці A, Y » Н R * ї 0 і функція і в

(9) при k » 2 задовольняють рівність г £ PQ R,...,FS Н J ■ п,
де У = f®"J(A) Г|(А), 3 = 0....а, з = n - r(Y), а X - розв'язок

рівняння (4). Тоді і°(А) = 0  їв областях Л* є відповідно

1,.(Х) точок спектра о(А).

Друга глава присвячена дослідженню спектральних властивостей 

матричних функцій А(А) на основі узагальнення рівняння Ляпунова. 
Роаглядаються ліній!і, квадратичні і поліноміальні пучки матриць, 

а також матричні функції, що мають правильну факторизацію. В за­

гальному випадку виділяється довільна підмножина спектра aQ (А), 

що складається з v власних значень та обмежена замкнутим контуром

о. Визначаються кількості точок 1*. і", 1° цієї підмножини, що 
належать відповідно Л*. Л“, Л°, та встановлюється зв’язок між 

даними числами і індексами інерції деякого сімейства ермітових 
матриць. При цьому використовуються розв'язки рівняння

Mf X » Y. (11)

де Mf - узагальнення оператора Lf, що представляється у вигляді

Mf X * ----—  I j. Г(А,ц) X d A. d ц, D* - А* (А.) А-1 (А) (12)

4 1  0 0
Дослідження рівняння (1 1 ) проводиться на основі розкладу

М* Х = I  I  W V  Ati к Ат** 

t.t»1 І.і»1
де Atl - коефіцієнти головної частини лоранівського представлення 

функції D*, в околі точки At € о0(А). При цьму маємо рівності

А,,+ ... + АЯ1 - A, tr А « V, tr Att » nt, tr Atl - 0 ( 1 )  2),

де Д - матричний аналог логарифмічного лишку функції А(А), п - 

алгебраїчна кратність власного значення At. В главі і роль матриць 

At1 виконують компоненти матриці А.

Ермітові матриці X 1 Y в рівнянні (11) шукаємо на множинах

9



*pq = { X: X = Л X Д \  i+(X) = p, i.(X) = q }, ^

ypq - ( У: Y = Л Y A *, i+(Y) = p, i_(Y) = q },

■ Спочатку розглядається лінійний пучок А(Л) = AQ + \ А, 1 

встановлюються наступні твердження. Існують матриці X € XyQ та
Y е yvQ, що задовольняють рівняння (11), тоді 1 тільки тоді, коли 
oq (A) с л+ (лема 2.1). Включення Mf XyQ с yyQ еквівалентне системі 

співвідношень (6) (лема 2.2). Для довільної матриці Y е ууо рів­

няння (11) має розв'язок X € XyQ тоді 1 тільки тоді, коли викону­
ється система співвідношень (7) (лема 2.3).

Теорема 2.1. Задамо функцію Г f 7" та довільну матрицю

Y € Підмножина спектра о0(А) знаходиться в області А* тоді 

1 тільки тоді, коли рівняння (11) має розв'язок X е XyQ.

Теорема 2.2. Якщо Mf X t Уу0, то 1° = 0. Якщо 1° = 0, то

Існує така матриця X є *pq, що Mf X € yyQ 1 виконуються рівності

10

Якщо деяка матриця X е *pq задовольняє рівняння (11) при умовах 

Т е 7™ і Ус y vQf то виконуються рівності (14).

Теорема 2.3. Якщо рівняння (11) має розв'язок X € Хр0 при 

У - 0, то виконується оцінка 1° * р. Зокрема, якщо р = v, то 
о0(А) с л °. Навпаки, якщо і° * 0, то рівняння (11) при Y = 0 має 

розв’язки X £ XpQ для довільного р з інтервалу 0 < р < £, де 
g - сума геометричних кратностей власних значень A.t € Л°.

Встановлюються аналогічні результати для матричного полінома

При цьому оператор Mf в рівнянні (11) та сімейства матриць (13) 

будуються за допомогою розв'язків системи 2 а матричних рівнянь

де TQ = А , = 0. Зокрема, систему (15) задовольняють інтеграли

Tv = — I А.*"1 А-1 {\) d \ , k = 1....з,
“ 2 % І J

о
де о - замкнутий контур, що обмежує всі точки о0(А) (лема 2.4).

if “ р. = q. р + q = V (Н)

А (Я,) = Aq + А. А1 +...+ X 8 As

р в

[  1  К  т і ч - р  а і  ‘ аі т ^ і - р  Аі  ] “ 0 • Р =
1=0 (15)в а q-1 і -1TqS I I Ті AJ  Tq + J - i  ' X X. ТІ Аї Tq + J - 1 '  4 " 1 .......... S

1=0 J=-1



Для функції І, що визначена в (5), маємо представления оператора
II

■ І 7 Р
'pq р

X F (16)

p.q
Г У е) . уо) - 0 Г д,, ... A1sl Г в,, ... 0 , 1

р и fp(0). f p( o) * о ’ Us; U  ’

pq

р-1

І
J=o

А Т З Ч-Р+ З р < q

8,
pq

А. ТЗ q -p *3 РИ

р - 1

І
3*о

1
3=Р

А Т З q-P+3+1

А, Т р > qI
j=p

Лема 2.5. Нехай Т . - нетривіальний розв’язок системи 

(15). Тоді Д є  проектором рангу v < п з матриці 0 1, при­

наймні, v власних значень матриці 0, враховуючи кратності, 

нвлежать спектру матричного полінома А(Х). При цьому, якщо 
\ € 0(0), то Л € Од (А) або А, = 0.

Останнє твердження можна використовувати, наприклад, при роз­

щепленні спектра матричного полінома і відповідної динамічної сис­

теми (1). Довільному ненульовому розв'язку системи (15) відповідає 

деяка частина спектра oQ (А), яка одночасно є підмножиною спектра 

метриці 0. Зокрема, якщо проектор Д має максимальний ранг v, 

то підмножина о0(А) співпадає з о(А) 1 складається з v точок.

Теорема 2.4. Нехай рівняння (11) і матричні сімейства (13) 

визначені за допомогою співвідношень (15) і (16). Тоді для відпо­

відної підмножини спектра oQ(A) матричного полінома А (А.) вико­

нуються всі твердження лем 2.1 - 2.3 і теорем 2.1 - 2.3.

В § 2.5 пропонується загальна методика дослідження спектра 

матричної функції А(А.), що може бути факторивоввна у вигляді

А(А.) - В(\) С(\), С(\) - Ап + \ А,, о(С) о0 (А), о(В)П о(С). 0(17)

В основу дослідження покладено рівняння (11) з оператором (12) та 

матричні сімейства (13). При умовах (17) оператор (12) представля­

ється у вигляді М. X = W Lf(V X V * ) деж *
і • 

мають відповідні розміри п х v и v і n,

побудований для деякої матриці 5, причому, о,
Теорема 2.5. Якщо матричне функція А(\)

-

W і V - матриці, що 

оператор типу (-4), 

0 (А) - o(J), А - W 7. 
задовольняє умови

(17) і г(Д) » V, то підмножина спектру aQ (А) складається з v < п 

власних значень 1 для неї виконугться всі твердження лем 2.1 - 2.3 

і теорем 2.1 - 2.3.



Третя глава присвячена розробці методів дослідження лінійних 

матричних рівнянь загального вигляду
к s

1  х  3  І  І  С и  Х  B J  '  ^  ( 1 8 )

1=1 j=1
де А±, Bj 1 Y - задані матриці відповідних розмірів р х n, m х q 
1 р і q, - скалярні коефіцієнти k х а - матриці С. В § 3.1

розглядається матрична система

A Z В = Y, С ® X = Z, W = Z -  Z B Y + AZ, Y Y+ Y = Y, (19)

де ® - кронекеровий добуток, Y+ - напівобврнена матриця,

A » t A1 >...,Ak ] , В = t B1 !...,Be'] Перші два співвідношення в 

(19) еквівалентні рівнянню (18).
Теорема 3.1. Для матричної системи (19) виконується рівність

г(С) г(Х) = r(Y) + г(Я). (20)

Формулюються наслідки рівності (20), що дозволяють оцінити 

ранг г(Х), а тако* побудувати вирази для рангу блочної матриці. 

Особлива увага приділяється тому випадку, коли всі вирази в (19) 
самоспряжені. При цьому будуються аналогічні співвідношення для 

сигнатури а(Х) та Індексів Інерції 1(Х) розв'язків рівняння (3).
Теорема 3.2. Для матричної системи (19), що відповідає рівнян­

ню (3), виконуються рівності

г(С) г(Х) - г(У) + r(W), s(C) s(X) = s(Y) + э(Я),

1+ (С) 1+ (X) + 1_(С) 1_(Х) - 1+ (Y) + і+ (Н), (21)

1_(С) 1+ (X) + 1+(С) І_(Х) - і_(Y) + 1_(W),
1о(0) і0(Х) - п І0(С) - k 10(Х) - r(Y) - 1Q (W).

Якщо А - квадратна невироджена матриця 1 С - 1, то рівності 

(21) виражають закон Інерції Сільвестра для конгруентного перетво­

рення А X А* = Y. Теорему 3.2 можна розглядати як узагальнення 

цього закону для перетворення (3), а її наслідки 3.5 - 3-Ю можуть 

бути використані при знаходженні інерції ермітових блочних матриць.

При дослідженні умов сумісності рівняння (18) будуються систе­
ми перетворень, що зводять його до деякого більш простого вигляду 

д k *
= ^  ^  (22)

1=1 3=1

Зокрема, використовується квазітрикутна структура матричних коефі­
цієнтів L± та R^. В загальному Еипадку маємо систему перетворень

12



ІЗ
Р, A P (Z) = Р- Ь р(4). Q(1 1 В Q_ = Q (3) R Q ,
1 3 ^  * 4 (23)

С - З, G S2 , D = S3 G S4, ?1 Y Qg = Р3 Y Q4,

де P (Z) = S, ® P2, P u) = S3 » Pd, Q (1) = S2 * Q,. Q (3) =.S4 ® Q3, 
Pt, Q?, St і G - деякі матриці відповідних розмірів. Зв'язок між 

розв’язками рівнянь (18) і (22) будується у вигляді Х(Н) = Р2 Н Q,

і Х(Н) = Р4 Н Q3, де Н - деяка невідома матриця.

Теорема 3.3. Нехай рівняння (18) і (22) пов’язані співвідно­

шеннями (23). Якщо рівняння (22) має розв'язок X = Х(Н) при умо­

вах г(Р,) » р, r(Q2 ) = q, то X = Х(Н) є розв'язком рівняння (18). 
Аналогічно, якщо X = Х(Н) - розв'язок рівняння (18) при умовах 

Г(Р3) = р, r(Q4) = q, то рівняння (22) має розв'язок X = Х(Н).
Для рівняння (3) пропонуються наступні системи перетворень:

P1 A P (2) = L, 0 = 3 , 0  3/, P, У P,* = Y, X=^P2 X P 2*; (24)

A P (Z1= P 3 L, 0 = 5 , 0  3/, ї = P3 Ї X = Рг X P2*; (25)

P, A = L P (4). S3 С S3* = D, P, Y ?,* = Y, Рл X Р/ » X; (26)

A = P3 L P 141, S3 С S3* = D, Y = P3 Y P 3*, P4 X P4* = X; (27)

де Р - матриці повного рангу <*, а блоки L, матриці L мають 

нижню трикутну форму з діагональними елементами І*1’. t = 1,...,оі. 
Для кожної системи (24)-(27) визначвються матричні сімейства

X - U Xtx. X tx - I X : 1+(X) - t, i_(X) = t j,

У U y tx. = { Y : 1+(Y) - t, 1_(Y) = x }.

Зокрема, при o£ - n (oC « p) сімейство X ( У ) є множиною всіх 

ермітових, а Х^ ( у̂д) - додатно визначених матриць порядку оі.

Формулюється ряд наступних допоміжних тверджень. Рівність 

множин у * М X + 3 ^  еквівалентна скалярним нерівностям
&  

d>tt = £ 1тг> * °’ t » 1, —  ,et; т = 1, —  ,of (28)

1,3=1
(лема 3.3). Оператори 11 і Г1 представляються у вигляді 

“Х= І І 7^ E t l X E x;, M_1Y =  і  І 9^Е и Ь ;г
t . T = 1  i . J = 1  t . T . I  l . J = 1

де ті3(013) - коефіцієнти ермітової матриці Г( 8 ), Epq - матриця



з єдиним ненульовим елементом, що дорівнює 1 1 розміщений на пе­
ретині р - го рядка 1 q - го стовпчика (лема 3.4). Якщо 1+ (Г)'■ 1,

то матрична нерівність 8 0 еквівалентна скалярним нерівностям

шп > 0, ш22 > 0 ..... ц,, > 0. (29)

(лема 3.5). Метриці Г 1 в містять головні підматриці

■ -і  » « і ; .
л .

що побудовані з власних знэчень операторів М 1 Г. Якщо 1+ (П) « 1, 

то нерівність О  0 еквівалентна умовам (29) (лема 3.6). При 

умовах (28) кожна матриця Y t у представляється у вигляді

Y = X X  + Y0 , X € * , Y0 C (ЗО)

Теорема 3.4. Якщо виконуються нерівності

ш17 ? 0, Шгг * 0...... Уда * 0. (31)

то Існують матриці X е Хь% 1 X е у ^, що задовольняють рівняння

(3). При цьому t l x  співпадають з кількостями додатних та

від'ємних чисел (31), тобто
а а

t = 2 Ч в̂з’ ' Т * І  • г * 11 “ Ы" t32*
S=1 mm1

Якщо деяка матриця Y t ym  представляється у вигляді (ЗО) при умо­

вах 1±(Г) < 1, X € * tT, то виконуються співвідношення (31) 1 (32).

Теорема 3.5. При умовах (29) Існують метриці Х « **>- Y С 3 W  
що задовольняють рівняння (3). Якщо деяка матриця Y є пред­

ставляється у вигляді (ЗО) при умовах І+ (Г) - 1, X е Х^ , то ви­

конуються нерівності (29).

Теорема 3.6. Якщо в 2е О, то кожна матриця Y € Ум представ­

ляється у вигляді (ЗО) при X е Х^. Якщо у^ с Ш Х ^ + у^, то 
виконуються нерівності А > 0 і в J> 0, зокрема, (28) 1 (29).

Теореми 3.4-3.6 виконуються для кожної із систем (24)-(Z7), ®0 
визначають загальні обмеження на параметри рівняння (3). В } 3.5 

вводяться класи рівнянь (3), матричні коефіцієнти яких утворюють 

деякі сімейства (колективи). Ставиться задача розподілу власності 

колективу як узагальнення задачі про локалізацію спектре матриці. 

Результати дослідження задачі форму лит. ся у вигляді теорем 3.7-3.9.

Четверта глава присвячена вивченню класу лінійних рівнянь

1 X - Р X « Y, (33)

Де X і Y - елементи деякого напівугюрядкованого простору £ 

й конусом £ , L і ? - лінійні оператори, що задовольняють умову
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Р К. с L JC. Зокрема, припускається, що оператор Р додатний, 

а оператор L має обернений додатний оператор ( Р Г с Г с L t  ). 

Узагальнені рівняння Ляпунова, що використовуються в задачах стій­

кості та локалізації спектра, представляються у вигляді (33). При

15

В 5 4.1 вводяться поняття рангу, сигнатури та інерціального 

розкладу елементів простору € з відтворюючим конусом К. Ці ха­

рактеристики використовуються при дослідженні рівняння (33), якому 

ставиться у відповідність оператор М = L - Р, пучок операторів 

Т(Х) = Р - к L та ітераційний процес

Теоремв 4.1. Якщо Y + T(d) G > 0, Y - Y е Ь К, де oL > О, 

то існує послідовність чисел Ot > 0 таких, що

Аналогічно, якщо Y + Т(Р) G « 0 , p Y - Y e L £ ,  де 0 > 0, то 
при деяких значеннях 0^ > 0 виконуються нерівності

* ^1 ^1  ̂ • • • > > ... .
При умовах теоремы 4.1 сигнатура елементів процесу (34) зміню­

ється монотонно. Якщо на Іс - й Ітерації досягається її максимальна 

або мінімальне значення, то інерція всіх елементів Xt при ! ? k 
співпадає (наслідок 4.1). Якщо р(Т) < 1, де р(Т) - спектральний 

радіус пучка операторів Т(Рі), то теорема 4.1 та II наслідки вико­
ристовуються при дослідженні розв'язків рівняння (33). При деяких 

досить загальних припущеннях нерівність р(Т) < 1 виконується тоді

і тільки тоді, коли дня довільного Y € JC рівняння (33) має роз­

в'язок X € JC.

В § 4.3 пропонується методика дослідження рівнянь типу (33) на 

основі зведення до матричних рівнянь з використанням розкладу

цьому в ролі К виступає конус невід'ємно визначених матриць.

XQ = G, 1 Xt+, = Р Xt + Y, t « 0.1... (34)

a m

P X = Q R X = 2 I , rtJ(X) Qir (35)

1=1 J=1

°z- І ї 21, V  »* - II '„«І І
1=1 ] = 1  1 . 3-1

, Q К C JC, Я KQ.С к0.

де є Є*- лінійні функціонали, Q1;, е £ , JCQ ( KQ ) - множина

внутрішніх точок нормального тілесного конуса К с є ( К. с сГ*3™  ). 

Рівнянню (33). ставиться у відповідність матричне рівняння



Z - W Z « G, (36)

де W - лінійний оператор, що діє в просторі матриць і має вигляд

' 2 -  2 2 « «  V  •  І II 1 ни  •  V  
1=1 3= ^  * ' 4

Теорема 4.2. Якщо виконуються умови (35) і Н  с С с L С, то

наступні твердження еквівалентні:

1) для довільного Y с JCQ рівняння (33) має розв'язок X е Е0;

2) для деякого Y б £0 рівняння (33) має розв'язок X € KQ;
3) спектр оператора W знаходиться в середині одиничного круга

4) для довільно! матриці G^e KQ рівняння (36) має розв'язок Z €а£0;

5) для деякої матриці G е CQ рівняння (36) має розв'язок Z € KQ;

Формулюються умови існування розв'язку X € £q рівняння (33) 

для довільного Y е £ (теорема 4.3).

Спектр оператора W складається з власних значень матриці

16

2іі

*п і ^пп

m

Яйцо Z - невід'ємна матриця, то при умовах теореми 4.2 рівняння 

(33) для довільного Y € £0 має розв'язок X і KQ тоді і тільки то­

ді, коли всі послідовні головні мінори матриці 1 - 2  додатні 

(наслідок 4.4). При цому можна використати рівні оцінки спектраль­

ного радіуса матриць з невід'ємними елементами.

Результати досліджень, що одержані в главах 1 - 4 ,  покладено 

в основу методів розв'язування практичних задач про отійкість та 

якість руху динамічних систем. Глава 5 присвячена застосуванню 

методу узагальненого рівняння Ляпунова при дослідженні важливих 

класів лінійних систем диференціальних тв різницевих рівнянь.

В § 5.1 розглядається керований об'єкт, рух якого описується 

системою диференціальних рівнянь

ї « А І + В U , У « 0 І Х(0) » Х0 , (37)

де х - n-ввктор фазових координат об'єкта, u - m-вектор керування, 

" - '-вектор вихідної інформації, А, В і 0 - матриці відповідних 

розмірів. Ставиться задача мінімізації функціоналу 
я>

J « J Р(х0) J  ( : ‘ Q X + u ' R u ) 4 t й ї0

V О

2 -



на множині лінійних зворотних зв'язків и = - К у, що забезпечують 

розміщення спектра замкнуто! системи (37) в області
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4  = { X : Ї(ЯД> = J 7±j Ї4(Х) fj(M > 0 }, 
і  • з

Ця задача зводиться до задачі математичного програмування на основі 

узагальнення матричної системи Атанса-Левайна як необхідних умов 
мінімуму функціоналу. Пропонуються ітервційні алгоритми побудови 

мінімізуючої послідовності матриць зворотного зв’язку Кя, які ма­

ють суттєву перевагу відносно відомих алгоритмів, оскільки розв'яз­

ки узагальненого рівняння Ляпунова дозволяють не тільки проводити 

мінімізацію, але й ефективно контролювати в процесі обчислень 

розміщення спектра, тобто бажані показники якості системи.
Наводяться приклади застосування одержаного методу оптимізації 

в системах керування реальними об'єктами. Ефективність методу де­

монструється при побудові системи стабілізації гнучкої ракети.

В 5 5.2 пропонуються результати досліджень, що пов'язані з 

розвитком і застосуванням другого методу Ляпунова для неперервних 

та дискретних систем типу

d x(t)
A i(t) + В ------ = 0, х(0) = іп ; (38)

i t  0

А Х̂ + В Х̂ ., =0, k - 0,1,... , (39)

де A i B - n x n -  матриці, xQ - вектор початкових умов. Умови

стійкості і спектральні властивості даних систем формулюються в 

термінах розв'язків матричних рівнянь

- 2 c < B * X B  + A * X B  + B * X A  = B * Y B ,  (40)

Рг В * X В - А * X А = В * Y В, (41 )

де Y = Y * > 0 - довільна додатно визначена матриця, а > 0 і

0 < р < 1 - дійсні числа. При цьому функції Ляпунова будуються

у вигляді 7(х) * і * В * X В і.

Теорема 5.1. Нехай X - розв'язок рівняння (40), причому 

В* X В £ 0 - матриця рангу г.Тоді виконуються наступні твердження:

1) система (38) асимптотично стійка з запвсом <*;

2) спектр системи (33) складається з г власних значень з 
врахуванням кратностей, і розміщений з півплощині Re А. < - а;



3) якщо X - x(t) * 0 - розв'язок системи (38), то функція V 

та її похідна задовольняють умови

d V(x) а г »  « 1
v(x) > 0. ------ « - х * І В * ї В + 2 Сі В * X В і < 0.

d t 1 1

Теорема 5.2. Нехай В * X В > О, де X - розв'язок рівняння

(41). Тоді виконуються наступні твердження:

1) система (39) асимптотично стійка з запасом 1 - р;

2) спектр системи (39) розміщений в середині круга | A j < 0.

3) якщо х̂ / 0 - розв’язок системи (39) ( k = 0,1,...), то 
функція v та її перша різниця задовольняють умови

v(xk ) > 0. v(xk+1) - T < V  = - В *( У + (1 - Э2) X ) В хк < 0.

Вивчаються умови сумісності і властивості ермітових розв'язків 

більш загального, ні* (40) 1 (4t), матричного рівняння

7П В * X В + Т12 В * X А + 121 Л * X В + угг А * X А - В * У В.

Ці умови пов’язані з спектральними властивостями матричного пучка 

А + \ В і формулюються у вигляді теорем 5.3 і 5.4.

В § 5.3 розробляються методи вивчення спектра і умов стійкості 

системи лінійних диференціальних рівнянь другого порядку, цр описує 

рух керованого об’єкта з динамічним зворотним зв'язком. Замкнута 

система представляється у вигляді

a y(t) (^(t)
A y(t) + В ------ + 0 ----=- - 0, (42)

d t d г

де А, В і 0 - блочні матриці, у - узагальнений вектор стану систе­

ми. Використовуються результати глави 2, що пов'язані з розщеплен­

ням спектра квадратичного пучка матриць S(A.)»A + A B + A . z 0 

за допомогою розв’язків системи алгебраїчних матричних рівнянь

А Т, В - В Т, А - 0 Т£ А - A Т2 0,

А Т, 0 - 0 Т, А - 0 Т2 В - В Тг 0,

Tt - Тт В Т, + Т, 0 т2 + т2 0 Т,, (43)

7г - Тг С Тг - Т, А Т,.

В твердженнях леми 2.5 використовуються блотоі матриці

9
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- A l l  - і І,
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С Тг { - А Т, - В Тг

В Т, + С Т, і - А Т
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о т ,  [ с т г
л =



ЦІ матриці використовуються також при побудові узагальненого рів­
няння Ляпунова для системи (42). Зокрема, маємо рівняння

- 2  оі і Х4 ' - 0 ї і  ' - 4 X 9 * = 4 УА ', (44)

де А - проектор матриці 0 максимального рангу v, У = У * > 0.

Теорема 5.5. Система (42) асимптотично стійка з запасом се 

тоді t тільки тоді, коли рівняння (44) має розв'язок X такий,

що 4 X 4 * ) 0 - невід’ємно визначена матриця рангу V .

При локалізації спектра системи (42) пропонується використову­

вати також матричні рівняння, що представляються у вигляді

[ С, В, А } ( Г ® X ) І С, В, А ] * = У.

В термінах розв'язків даного рівняння вивчається розміщення спектра 

відносно деякого класу алгебраїчних кривих. Зокрема, встановлюються 
умови дихотомії спектра відносно дійсної та уявної осей координат 

при відповідних значеннях матриці коефіцієнтів
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■ - 4 р г  0 1 1  Г -  4 of2 О -  1 '
Г * 0 - 0 . 5  0 , ' Г * 0 - 0 . 5  О

1 О О I -  1 0 0 .

В } 5.4 розробляється методика аналізу стійкості диференціаль­
но-різницевих і стохастичних систем за допомогою розв’язків матрич­

них рівнянь. Пропонуються способи побудови вагових матриць функціо- 
нвлу Ляпунова-Красовського для системи рівнянь

d x(t) г-.
- А0 X(t) + 2^ Aj - V *  (45)

> 1

де Aq,. . . ,Am-  n х n - матриці, > 0 - параметри запізнення. 

Оцінюючи похідну функціоналу в силу системи, будується рівняння
m

- А * X - X А - £  V  X В3 = У, (46)

де А = А0 ♦ ...+ Ae , ш - <1/ р3) рл * о, У = У * > 0.

Теорема 5.7. Якщо рівняння (46) має розв'язок X = X * > 0, то 

нульовий розв'язок системи (45) асимптотично стійкий при довільних 

значеннях параметрів х,,...,1̂ .

При застосуванні матричного рівняння (46) пропонується вико­

ристовувати результати дослідження більш загального типу рівнянь 

(33), що одержані в глазі 4. Зазначимо, що в термінах розв'язків 
рівняння типу (46) аналогічно формулюються відомі умови асимптотяч-



I

ноі стійкості в середньому квадратичному системи стохастичних ди­

ференціальних рівнянь Іто.
В § 5.5 пропонується методика побудови розв'язків систем лі­

нійних диференціальних рієнянь, не розв'язаних відносно старших 

похідних. Зокрема, розглядається система рівнянь

d x(t)
A x(t) + В ------ = g(t), х(0) = xQ (47)

d t 0

1 встановлюється, що кожній матриці Z, яка задовольняє систему

A Z В = В Z A, Z » Z В Z, (48)

відповідає розв'язок системи диференціальних рівнянь (47) вигляду

t

х (t) » e " Z A t x0 + J e “Z A < t '-'t ) Z g(x) d і 

о
При цьому x(t) € Im Z, g(t) € Xm А, де A » В Z. Розв'язки оиотеми 

(48) можна знайти у вигляді інтегралів типу Коші від резольвенти 

пучка матриць А + А. В (§ 2.4).

Аналогічні формули встановлюються для розв'язків систем дифе­

ренціальних рівнянь другого порядку

d x(t) d2x(t)
A x(t) + В ------+ С -----=~ = g(t), х(0) = х0, 1(0) = xQ (49)

d t d t 0 u
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Зокрема, розв’язки системи (49) можна побудувати у вигляді
t

I « ) .  [ v  I 2 ]  [ 8<’ ’ 1 ат
о

При цьому повинні виконуватись співвідношення

g(t) НВ І, + С Tg ) g(t), 0 T, g(t) ш 0,

*0 - [ V  *2 } У0- 0 *0 - £ ° Т2- - А Т, - В Т2 ] У0.

да Т1, - довільний розв’язок алгебраїчної системи (43), 8 -

блочна матриця, що використовується в лемі 2.5 для даного розв'яз­

ку, У0 - довільний вектор.
J висновку коротко формулюються основні результати дисертацій­

ної роботи, що виносяться на захист.

В додатку наводяться приклади областей комплексної площини, 

що задовольняють узагальнену теорему Ляпунова і можуть використо­
вуватись в задачех аналізу та синтезу лінійних динамічних систем.
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Защищается диссертация, в которой содержатся результаты 36 

работ по теории устойчивости и локализации спектра динамических 

систем. Разработаны методы локализации спектра и критерии устойчи­
вости линейных систем дифференциальных и разностных уравнений, 

основанные на построении и решении обобщенного уравнения Ляпуноза. 

Развита теория инерции эрмитовых решений обобщенного уравнения 

Ляпунова. Теоретические результаты применены в задачах анализа и 

синтеза управляемых систем с заданным качеством.

Mazko O.G. Generalized Lyapunov's equation and its application 

to the stability and spectrum localization problems. Manuscript. 
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Thesis containing the results of 36 works on the stability 

theory and localization of spectrum of dynamical systems is 

defended. The methods for localization of spectrum and stability 

criteria based on construction and solution of the generalized 

Lyapunov's equation are elaborated. The inertia theory for 

hennitian solutions of the generalized Lyapunov’s equation is 

developed. The theoretical results are applied to the analysis and 

synthesis problems ot controllable systems with a certain quality.
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