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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Багато проблем сучасних прикладних наук, в 

тому числі технічних 1 Інженерних, повинні розглядатися як суттєво 

нелінійні, так як їх лінійне трактування не дає можливості врахову­

вати найбільш Істотні сторони явищ не тільки при кількісних, а й при 

якісних дослідженнях. Однак, нелінійний підхід ускладнює математич­

ні моделі реальних процесів 1 приводить до нелінійних диференціаль­

них рівнянь з частинними похідними. Дослідження крайових І початко­

во-крайових задач для таких рівнянь вимагає залучення абсолютно но­

вих ідей 1 методів в порівнянні з ідеями 1 методами лінійної теорії. 

В зв'язку з тим, що в загальному випадку отримати точний аналітичний 

розв'язок згаданих вище задач дуже складно або взагалі неможливо, 

особливо актуальним є створення ефективних наближених методів їх 

розв'язування. Практична цінність одержаних при цьому результатів 

визначається тим,наскільки корисними вони виявляються ітри розглядан­

ні нагальних потреб сучасного природознавства.До останніх відносять­

ся 1 нелінійні проблеми термопружності.

Актуальність досліджень, що проводяться в цій області, виклика­

на підвищеними вимогами до точності розрахунків на міцність 1 стій­

кість конструкцій.виготовлених Із нових матеріалів, які мають широке 

застосування в техніці І будівництві, а також необхідністю опису 

ефектів,які лишаються поза увагою при лінійній постановці вадач тер­

мопружності.

Як відомо, математичною моделлю термопружності твердого тіла є 

система зв'язаних диференціальних рівнянь з частинними похідними, 

яка складається з векторного рівняння руху пружного тіла 1 скалярно­

го рівняння теплопровідності. Нелінійність цих рівнянь зумовлене 

співвідношеннями між компонентами тензора деформацій 1 трюмі ію-
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хідними компонент вектора переміщення (геометрична нелінійність), а 

також матеріальними рівняннями пружності 1 теплопровідності (фізична 

нелінійність). У випадку геометричної нелінійності вважають, що без­

розмірні величини,які визначають деформацію, скінченні,а значить для 

того, щоб досить точно описати деформований стан, необхідно зберегти 

вищі степені перших похідних вектора переміщення.починаючи з другої.

У випадку фізичної нелінійності виходять з припущення,що для пружної 

задачі при деформаціях, які допускають геометричну лінеаризацію, ма­

ють місце помітні відхилення від лінійної залежності між напруження­

ми І деформаціями,яка визначається на основі закону Гука, а для чис­

то теплової - з нелінійності законів Фур'є, які зв'язують вектор 

теплового потоку з градієнтом температур І питому теплову енергію з 

температурою. Математична модель термопружності тепловипромінюючого 

тіла значно ускладнюється, якщо частина його поверхні вгнута. В цьо­

му випадку має місце перевипромінювання теплоти, урахування якого 

приводить до нелінійної 1, більш того, нелокальноІ крайової умови.

З математичної точки зору нелінійні задачі термопружності від­

носяться до класу мало досліджених нелінійних крайових задач матема­

тичної фізики. В теоретичному плані для таких задач залишаються ак­

туальними питання Існування, єдиності, монотонності 1 стабілізації 

розв'язків. З практичної точки зору тут особливо важливими є набли­

жені аналітичні 1 ефективні чисельно-аналітичні методи розв'язування.

З огляду на складність поставлених проблем, створення відповід­

них математичних моделей термопружності не обмежується описаною вище 

конкретизацією геометричних співвідношень 1 'матеріальних рівнянь.Для 

того, щоб вони були придатні для вивчення точними кількісними мето­

дами, при математичній постановці конкретних задач необхідно урахо­

вувати специфічні властивості шуканих полів. До останніх відносяться
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симетрія І квазістаціонарність, які дозволяють понизити розмірність 
задачі, а також монотонність, яка дає можливість виконати перехід до

актуальніших, з точки зору практики,постановок задач відносно повер­

хонь рівня 1 т.ін.

Однак, навіть після розумного спрощення математичне моделювання 

вказаних вище процесів, як правило, приводить до складних мало дос­

ліджених крайових 1 початково-крайових задач для диференціальних 

рівнянь з частинними похідними, а також Інтегро-диференціальних рів­

нянь. Як показує досвід дослідження такого роду задач, їх розв'язок 

неможливо отримати, користуючись якимось універсальним методом, 1 

тільки поєднання наближених аналітичних 1 різних чисельних методів з 

використанням сучасної обчислювальної техніки може дати результат.

В наш час видано багато монографій, оглядів 1 окремих статей, 

присвячених розвитку, головним чином лінійних, задач термопружності 

1 питанням взаємодії механічних, теплових 1 електромагнітних полів в 

матеріалах 1 елементах конструкцій. Сучасний рівень розвитку термо- 

в'язкоелектропружності висвітлений в монографіях А.Д. Коваленко, 

В.Новацького, Я.С.ПІдстригача, Я.И.Бурака, М.О.Шульги, Ю.М.Коляно, 

А.Ф.УлІтко, І.Т.Сєлєзова 1 1н.,а також в п'ятитомному виданні "Меха­

ника связных полей в елементах конструкций" під загальною редакцією

О.М.Гузя. Виведенню основних рівнянь загальної теорії термов’язко- 

електропружності присвячені роботи А.А.Ільюшина.Б.Е.ПобедрІ, Д.Л.Ви­

кова, В. В. Москвитина, В.Г.Карнаухова, І.Т.Сєлєзова, Р.Шепери, Р.Крис- 

тинсена.Б.Колемана та 1а.Основні результати по побудові різних прик­

ладних теорій одно- 1 багатошарових пружних 1 в'язкопружних пластин 

1 оболонок з урахуванням взаємодії механічних, теплових 1 електро­

статичних тлів відображені в монографіях Я.М.Григоренка, І.О.Луков- 

еького, В.А.Троценко 1 В.І.УсикІна, В.Г.Карнаухова 1 І.Ф.Киргтаа.



Вивчення нелінійних задач термопружності стимулювало досліджен­

ня в областях математики, зв'язаних з теорією нелінійних диференці­

альних рівнянь еліптичного та параболічного типів. Важливі результа­

ти в цих розділах математики отримані в роботах Тихонова О.М., Кол­

могорова О.М..Петровського І.Г.,Олєйник 0.0..Самарського О.А., Виши- 

ка М.І., Дубовського Ю.А., Мартинсона Л.К..Березовського А.А., Ліон- 

са Ж.-Л., Фузіти X., Аронсона Д., Браудера Ф. та Інших авторів.

В розвиток нелінійної теорії тепло- 1 масопереносу значний вне­

сок зробили роботи Лейбензона Л.С., Зельдовича Я.В., Седова Л.І., 

Христиановича С.А., Дородницина А.А., Ликова А.В. та багатьох Інших.

Meтоо дисертаційної роботи є створення нових математичних моде­

лей нелінійних проблем термопружності просторових тіл 1 тонкостінних 

конструкцій; дослідження виникаючих при цьому нелінійних крайових 

задач, в якому поряд з теоретичними питаннями розглядається розробка 

ефективних конструктивних методів розв'язування модельних задач та 

їх детальний аналіз; побудова розв'язків конкретних крайових задач, 

типових 1 особливо важливих для Інженерної практики;надання рекомен­

дацій по оптимальному проектуванню елементів конструкцій.

Наукова новизна.В дисертації запропоновані нові математичні мо­

делі термопружності, які відображають нелінійні властивості матеріа­

лу 1 скінченні деформації. Побудова розв'язків отриманих нелінійних 

векторних крайових задач відносно переміщень базується на застосу­

ванні 1д?й теорії збурень, методу малого параметра в різних модифі­

каціях (методу пружних.розв'язків А.А.Ільшина, методу змінних пара­

метрів І.А.БІргера та Ін.), варіаційних методів в поєднанні з точни­

ми розв'язками.

Розглянуто нові по постановці нелінійні Задачі теплообміну, в 

яких враховано випромінювання теплоти з поверхні деформованого тіла.
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фазові перетворення 1 перевипромінювання теплоти на вгнутих поверх­

нях, а також їх різні спрощення, пов'язані з спеціальними усереднен­

нями температурного поля по товщині шарів з високою теплопровідністю 

1 переходом до задач відносно поверхонь рівня. Методом Інтегральних 

рівнянь за допомогою функцій Гріна для лінійного оператора задач 

теплопровідності здійснено перехід до еквівалентних нелінійних Ін­

тегральних постановок задач. Отримана вагова функція 1 друга формула 

Гріна для неузгодженого з крайовими умовами 1 умовами спряження опе­

ратора рівняння теплопровідності. Побудована функція Гріна у вигляді 

білінійного ряду по власних функціях спектральних задач з параметром 

як в крайових умовах, так 1 в умовах спряження. Встановлена узагаль­

нена ортогональцість 1 повнота системи власних функцій таких спект­

ральних задач. Дослідження конкретних, важливих для практики задач 

складного теплообміну, проведено методом еквівалентної лінеаризації. 

Ідеї якого започатковані в роботах Л.С.Лейбензона, М.М.Крилова, 

М.М.Боголюбова, Ю.О.Митропольського, а також методами дискретизації 

по часу (Роте) 1 нелінійних Інтегральних рівнянь.

Проведено дослідження фізично нелінійних задач термопружності 

осеснметрично деформованого багатошарового циліндре. Виведено нелі­

нійні рівняння рівноваги І розроблено Ітераційні методи їх розв'я­

зування (А.А.Ільшина, І.А.БІргера) в поєднанні з методом Папковича- 

Нейбера.Отримано точний розв'язок однієї модельної задачі термопруж­

ності шаруватого циліндра Із фізично нелінійного матеріалу. Виконане 

чисельно-аналітична реалізація визначення термокапруженого стану 

двошарового циліндра .

На основі варіаційного підходу одержані геометрично 1 фізично 

нелінійні рівняння рівноваги 1 руху осесяметрично деформованих 

довільних 1 пологих оболонок обертання для різних вианаччльгога функ-
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цій. Отримані нові по постановці динамічні задачі термопружності, в 

тому числі з приєднаними масами. Здійснено перехід від крайових за­

дач для систем нелінійних диференціальних рівнянь до систем еквіва­

лентних навантажених Інтегральних рівнянь типу Гаммерштейна.

Здійснено скінченновимірну апроксимацію розв'язків нелінійних 

задач термопружності довільних 1 пологих оболонок обертання в варіа­

ційній 1 Інтегральній постановках, яка грунтується на використанні 

фінітних базисних функцій. У випадку варіаційних постановок отримано 

тридіагональні системи алгебраїчних рівнянь відносно вузлових зна­

чень шуканих функцій, а для Інтегральних - повні системи нелінійних 

алгебраїчних рівнянь відносно середніх значень шуканих функцій на 

Інтервалах розбиття відрізка. Розглянуто питання побудови більш 

гладких апроксимацій шуканих розв'язків.

Наукове і практична цінність отриманих результатів. Досліджен­

ня в області математичного моделювання нелінійних проблем термопруж­

ності стимулюється запитами практики. Нелінійний підхід приводить до 

суттєвого ускладнення математичної сторони, вимагає застосування аб­

солютно нової математичної Ідеології 1 принципово нових методів. До 

тепер тут не Існує закінчених загальних теорій 1 методів.Такі можуть 

бути створені тільки на основі широкого аналізу конкретних задач,по­

дібних тим, які розглядаються в даній роботі.

Практична цінність проведених в дисертації досліджень крайових 

1 почрткрво-крайових задач нелінійної термопружності визначається 

тим внеском, який вони.роблять в розв'язання насущних проблем приро­

дознавства. Частину отриманих тут результатів у вигляді науково-тех­

нічних звітів, технічних Інструкцій, Інженерних методик розрахунків

1 спеціалізованих програм таких розрахунків на ЕОМ упроваджено в 

практику при виконанні ряду комплексних програм по проблемах турбо-



і '
машинобудування в Інституті мелкніки НАН України t Київському уні­

верситеті .

Достовірність результатів, отриманих в дисертаційній роботі, 

заснована на строгій математичній постановці нелінійних задач термо­

пружності 1 застосуванні при їх дослідженні теоретично обгрунтованих 

методів.Вона підтверджується порівнянням отриманих чисельних резуль­

татів з експериментальними даними.

Апробація роботи. Основні положення дисертаційної роботи та II 

окремі результати доповідались 1 обговорювались на різних наукових 

нарадах, конференціях, школах 1 семінарах. Зокрема на:

- "Научных совещаниях по тепловым напряжениям в элементах конс­

трукцій»" (м.Канев, 11-1962 p., VII-1967 p., IX-1969 p., XIV-1977 p., 

XV-1960 p.);

- "Республиканских конференциях по аэрогидромеханике, тепло- и 

массопереносу" (м. Київ, 1-1968 р., 11-1969 р.);

- II Республіканській конференції "Вычислительная математика в 

современном научно-техническом прогрессе" (м. Київ, 1978 р.);

- "I Всесоюзной конференции по механике неоднородных структур" 

(М. Львів, 1983 р.);

- Всесоюзних 1 Республіканських школах-семінарах "Нелинейные 

краевые задачи математической физики и их приложения" (м. Нальчик, 

1989, 1990, 1993 pp.; м. Самарканд, 1991 р.; с. Кацивелі, 1992 р.; 

м. Тернопіль, 1994 р.);

- конференції "Нелинейные проблемы дифференциальных уравнений и 

математической физики-вторые Боголюбовские чтения" (м.Київ,1993 р.);

- загальноінститутському семінарі з механіки Інституту механі­

ки НАН України (м. Київ, 1963 p., керівник - академік НАН УкраТю- 

Гузь O.U.).
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В повному об'ємі дисертаційна робота обговорювалась на свминарі 

відділу математично! фізики та теорії нелінійних коливань Інституту 

математики НАН України (м. Київ,1995, керівник - академік Ю.О.Митро- 

польський).

Публікації. За матеріалами дисертації опубліковано 34 друкова­

ні праці. Основні результати отримані автором самостійно. Вклад кож­

ного з співавторів чітко виділено в дисертаційній роботі.

Структура і об'єм роботи. Дисертаційна робота складається Із 

вступу, п'яти розділів 1 списку літератури, який містить 102 найме­

нування. Загальний об'єм дисертації - 300 сторінок, в тому числі 62 

рисунки 1 3 таблиці.

Основний зміст робота

В даній роботі розглядаються актуальні проблеми нелінійної тер­

мопружності .пов'язані Із створенням математичних моделей термонапру- 

женого стану пружного твердого тіла, розробкою нових ефективних ме­

тодів дослідження таких моделей, а також з упровадженням отриманих 

результатів в Інженерну практику.

У вступі формулюється мета роботи 1 предмет дослідження,охарак­

теризована актуальність проблеми I II практична цінність, визначена 

структура дисертації 1 в анотованому вигляді викладено II зміст.

Перший розділ має вступний характер 1 містить коротку характе­

ристику основних співвідношень 1 рівнянь геометрично 1 фізично нелі­

нійних задач термопружності. Викладення починається з розгляду нап­

руженого І деформованого станів ізотропного пружного тіла,які харяк-



теризуються симетричними тензорами напружень 1 деформацій. Поряд з 

лінійними розглядаються 1 квадратичні зв'язки деформацій з першими 

похідними компонент вектора переміщення.

Матеріальні рівняння, які зв'язують тензор напружень з тензором 

деформацій, повинні вибиратися в такій формі,яка дозволяла б найточ­

ніше відобразити ті фізичні властивості, урахуванню яких ми надаємо 

особливого значення, з одного боку,і які мають по можливості найпро­

стіший вигляд, з другого боку. Другій вимозі, без сумніву, найкраще 

відповідає закон Гука для малих деформацій в тому вигляді, в якому 

він використовується в класичній теорії пружності.Якщо користуватись 

принципом оптимального формулювання закону, то і у випадку фізичної 

нелінійності не слід, якщо це можливо, відступати від математично 

зручної форми закону Гука. Цього можна досягти при адитивній участі 

нелінійностей в загальній формі закону пружності для малих деформа­

цій
S = ЗKD0 + 2GD' - ЗЯ<р(Є0)С0 - 2&)(ф0)Г>' , (1)

де S - тензор напружень; д0 1 D'- кульовий 1 девіаторний тензори де­

формацій; К 1 G - модулі об'ємного стискання і зсуву; <р(є0) 1 и(Ф0)- 

функції відповідно середнього подовження є0 та Інтенсивності дефор­

мації зсуву ф0, які характеризують ступінь відхилення пружних влас­

тивостей від лінійних.

Виведення основних рівнянь руху лінійної 1 нелінійної термопру­

жності засноване на законі Дюгамеля-Неймана, який стверджує: повне 

деформація дорівнює сумі пружної деформації, зв’язаної з напруження­

ми відповідними співвідношеннями,! чисто теплового розширення, яке е 

результатом дії відомого температурного поля.

У випадку фізичної 1 геометричної нелінійностей задачі термо­

пружності зведені до векторного нелінійного диференціального рівняя 

ня з частинними похідними, яке має вигляд
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СЛЙ + (K+(t/3)G]gradd(wl = ЗЯсiJgracLT + рй - Р + Фи, (2)

I скалярного рівняння теплопровідності

, . (ЗА.+2ц)сСТ д Ю
ДГ -  1 г -г - — ~  dtw и -  -  г 2 , Р€0. t>0 . (3 )

аг  г г
- *

Тут й = (u.t’.to} - вектор переміщення; Г - температура тіла; Р « 

- {ДГ,У,£} - зовнішня сила, віднесена до одиниці маси; оСу, Хг - кое­

фіцієнти лінійного теплового розширення 1 теплопровідності; с, р - 

теплоємність 1 густина; а2 = А/ср - коефіцієнт температуропровідно­

сті; ц - сталі Ляме; Г0 - температура тіла в ненапруженому стані; 

wQ - Інтенсивність джерела теплоти; Р - точка тіла <1 з координатами 

х, у, z; крапкою позначено диференціювання по часу t. Ліва частина 

рівняння (2) - звичайне лінійне рівняння Ляме, а права - крім темпе­

ратурного доданку 3KoLjgradT, сил Інерції рй 1 масових сил Уміс­

тить доданок Фй, де Ф - векторний нелінійний диференціальний опе­

ратор, що діє на вектор Й. Компоненти Фй визначаються адитивними не­

лінійними доданками узагальненого закону Гука (1) 1 квадратичними

доданками в геометричних зв'язках деформації- похідні компонент век­

тора переміщення.

Для квазістатичних задач термопружності, коли Інерційними чле­

нами 1 швидкостями відповідно в рівняннях (2) 1 (3) можна знехтува­

ти, остання розпадається на незалежне скалярне рівняння теплопровід­

ності 1 нелінійне векторне рівняння рівноваги для наступного визна­

чення вектора переміщення й

СЛЙ + [X+(1/3)G]graddtwi = gra/HMc^T + Ф), (4)

де grad№ » Фй - Р.

Така форма запису дозволяє застосувати Ітераційні методи,зокре­

ма метод "пружких розв’язків" А.А.Ільюшина, 1 звести рівняння (4) до 

лінійного на кожній із ітерацій, причому Ф замінюється його значен-
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ням на попередній Ітерації Ф. Розв'язування лінійних рівнянь, в свою 

чергу, у відповідності з методом Папковича-Нвйбера зводиться до зна­

ходження термопружного потенціалу Ф

АФ = згас ( 3 * V  + *>, (5)

8 також векторної В 1 скалярної BQ гармонічних функцій

АВ = 0, Afl0 « 0. (6)

На кожній Із Ітерацій розв'язок й визначається сумою частинного 

1 загального розв'язків відповідного (4) лінійного рівняння -

-* -*
2 = gracffi + 4(1-v)B - grad(B’? + BQ), (7)

де v - коефіцієнт Пуассона, і* - радіус-вектор. Функціональну довіль­

ність, що міститься в гармонічних функціях, можна ефективно викорис­

товувати при задоволенні крайових умов.

Поряд з методом А.А.Ільшина для розв'язування рівнянь квазі- 

статичної термопружності застосовуються також Ітераційні методи 

"змінних параметр1в"А.А.Б1ргера. Однак,в порівнянні з методом "пруж­

них розв'язків".тут виникають додаткові труднощі, пов'язані аі змін­

ністю коефіцієнтів в лінійних диференціальних рівняннях 1 крайових 

умовах. Зокрема, в цьому випадку неможливо застосувати метод Папко­

вича-Нейбера.

Як уже зазначалося,для квазістатичних задач термопружності виз­

начення температурного поля T(P,t) являє собою незалежну задачу, за 

допомогою якої в подальшому визначається термопружний стан пружного 

тіла. В цьому плані задача теплопровідності є однією Із задач мате­

матичної фізики 1 має самостійне значення. Тому в другому розділі 

розглядаються чисто температурні аспекти задач термопружності.Розді-к 

містить коротку характеристику задач теплопровідності з конкреткяэ-
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цією можливих джерел нелінійностей як в диференціальних рівняннях, 

так 1 в крайових умовах. Визначення температурного поля в твердому 

тілі з об'ємом 0, обмеженим поверхнею X, в багатьох випадках вима­

гає дослідження задач складного теплообміну, який ураховує процеси 

кондуктивної теплопровідності в О, конвективного теплообміну та теп­

лового випромінювання на опуклій частині 2 (, перевипромінювання теп­

лоти на вгнутій частині %г поверхні 2, а також заховану теплоту 

плавлення у випадку фазових перетворень. Урахування цих факторів ви­

магає різноманітних узагальнень законів Фур'є, Стефана-Больцмана, 

плавлення 1 залучення Інтегрального рівняння променевого теплообміну 

на вгнутій частині поверхні твердого тіла. В загальному випадку для 

визначення температури T{P,t) нелінійними виявляються як диференці­

альне рівняння, так 1 крайові умови. Останні у випадку розв'язності 

Інтегрального рівняння променевого теплообміну до того х нелокальні 

на вгнутій частині поверхні 2.

При дослідженні задач теплопровідності для шаруватих середовша, 

складених Із шарів з високою теплопровідністю 1 термічно тонких пок­

рить, значного спрощення досягають вже на рівні постановки задач за 

рахунок усереднення температурного поля по товщині шарів. Ураховува­

ти вплив термічно тонких шарів 1 покрить дозволяють так звані Імпе- 

дансні умови спряження 1 Імпедансні крайові умови.

Імпеданси1 умови містять граничні значення шуканої функції, її 

перших похідних по нормалі 1 часу, других поіідних в дотичному нап­

рямку 1 відображають вплив на розподіл температури товщини шару або 

покриття, його теплоємності с, коефіцієнта теплопровідності \ 1 кое­

фіцієнтів теплообміну і випадку неідеального теплового контакту між 

шарами. Слід зазначити, що порядок імпедансних умов вищий, ніж поря­

док диференціального рівняння.Як правило, ідаедаи сні умови виводились
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в припущенні, що температура по товщині шару або покриття постійна. 

Це можливо в тому випадку, коли коефіцієнт теплопровідності досить 

великий (А.—00). в той не час зазначений коефіцієнт моше бути скінчен­
ним. Для того, щоб урахувати його вплив при відкиданні швру або пок­

риття, в цьому випадку необхідно будувати більш адекватну модель 

усереднення. Така модель отримана в роботі в припущенні зміни темпе­

ратури по товщині швру або покриття за лінійним законом.

При розв’язуванні початково-крайових задач теплопровідності для 

шаруватих середовищ з непогодженим диференціальним оператором, кра­

йовими умовами 1 умовами спряження в дисертації отримана вагова фун­

кція М(х), яка дозволяє симетризувати оператор задачі. Для середовищ 

з кусково-постійними характеристиками 1 вагова функція кусково-пос­

тійна

Jf(x) » 2 *4[HU4Tt_f) ■-Ttfx-xj)], at 1 <x<a(, t = T7n. (8)

де T)(x-x{) - функція Хевісайда.

В одаовимірному випадку отримані рекурентні співвідношення для 

визначення значень ((=Т7й). Показано, що власні функції відповід­

ної спектральної задачі ортогональні з вагою М(х)р(х), тобто в розу­

мінні скалярного добутку

(u,v) » £ut’Jf(x)p(x)dr. (9)

Здійснена також симетризація оператора одновимірних задач теп­

лопровідності з імпедансними крайовими умовами 1 умовами спряження - 

отримана друга формула Гріна для симетризованого оператора 

ч+о
j |{v[£tul-c(x)p(x)ut)-utltu]-t-c(x)p(x)yt])lf(x)(ini£ «

- - <U,1>,|0 ♦ ~ ^ п Г~  I  22 32 ргг u * Ь г  . ? f j
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- «[«s1 Ш * ей1- - тй> s?]hl~n -
М<Р<'а0) Г Ш ° >  011 + в(0)и 7<0) ^1
^(0) j \ І І/ ЗТІ
11

-  иГ«<0) ^  + fl(0)u + 7 <0) 2Ul\dtlUL г т ш + рн v + '<2 гтс]/01!**» ’

(Ю)

з якої випливає умова "узагальненої" ортогональності власних функцій 

спектральної задачі з параметром в крайових умовах 1 умовах спряжен­

ня в розумінні скалярного добутку

Побудована функція Гріна у вигляді білінійних рядів

Фур'є за власними функціями відповідних спектральних задач,що дозво­

лило, використовуючи (10), (11), звести розв'язування нелінійних за­

дач теплопровідності для шаруватих середовищ до знаходження розв’яз­

ку нелінійних Інтегральних рівнянь типу Вольтерра. Отримані точні 

розв'язки лінійних задач у вигляді розвинення в ряди Фур'є за влас­

ними функціями спектральної задачі з параметром як в крайових умовах, 

так 1 в умовах спряження. На основі вказаних розв'язків за допомогою 

ЕОМ проведені чисельні розрахунки температурних полів для пакету 

пластин, багатошарового по висоті 1 вздовж радіуса циліндра, багато­

шарової сфери; результати розрахунків проілюстровані графіками.

Значної уваги в другому розділі надано задачам складного тепло­

обміну, в яких враховано випромінювання теплоти з поверхні тіла 2 за 

нелінійним законом -

7(0)
<u,o> « (u,и) + ж(р(а0) -Ц у ш; +

л, ( о

+ * г + тР(а ,> jh  « " U - а ,  + * п Р (ап> Ч * ~  •
»г гг п

(1 1)

- Кт Ц + qit) = 0, Pa, t>0» (12)



та фазові перетворення, коли внутрішня питома теплова енергія є роз­

ривною функцією температури - е = е(Т). Це приводить до розгляду не­

лінійного рівняння теплопровідності

ЛГ - У  ЗІ + <*]г.в(3--Г*)р - (3̂ 2^ -° div І - - Ц  (13)

при нелінійній крайовій умові. Тут tel - стрибок функції в(Г) в
г*

точці Т=Т*, який дорівнює енергії поглинання або виділення при фазо­

вих перетвореннях. ,

Якщо поверхня 2 має вгнуту частину І2, то крайова умова на ній 

набуває вигляду

- ♦ q<n - е* - о, р& 2, t>о, (14)

де Е=Е(Р,Г) - шукана Інтегральна напівсферична Інтенсивність падаю­

чого випромінювання, а є - ступінь чорноти поверхні 2г. В цьому ви­

падку для замикання системи рівнянь теплопровідності (2), (3) залу­

чається Інтегральне рівняння променевого теплообміну, яке зв’язує 

скалярні поля Т 1 Е на S2 -

EiP.t) « + JX(P,<3)(r£«3,t) +q(r(P,t)))da, Раг, (15)
l 2

де K(P.Q) = coa(P-Q,nT) ■coa(Q-P,n(3)/x\P-4\2, E^JP.t) - Інтенсив­

ність зовнішнього джерела, г=1-є - коефіцієнт відбиття. В тих випад­

ках, коли вдається побудувати резольвенту Я(Р,0) ядра K{P,Q) після 

' виключення Е(Р,t) Із крайової умови, одержуємо задачу з нелінійною 1 

нелокальною крайовою умовою.

Дослідження таких, нових по постановці, задач складного тепло­

обміну проводиться методами нелінійних Інтегральних рівнянь, еквіва­

лентної лінеаризації, де використовуються точні розв'язки стаціонар­

них задач,1, крім того, різні апроксимації вихідних розв'язків, дис­

кретизації по часу (метод Роте), неявних різницевих схем,‘усер̂днен-
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ня по просторовій змінній, переходу до нормальних форм для квазілі- 

нійних параболічних рівнянь,тобто розгляду постановок задач для Ізо­

термічних поверхонь.

Зміст методу нелінійних Інтегральних рівнянь полягає в зведенні 

початково-крайових задач для тепловипромінюючого твердого тіла до 

еквівалентного нелінійного Інтегрального рівняння мінімальної роз­

мірності з наступним застосувавши до нього одного з наближених Іте- 

раційних або варіаційних методів.Це реалізується за допомогою другої 

формули Гріна для лінійного рівняння теплопровідності 1 функції Грі- 

на, яка є розв'язком відповідних розглядуваних крайових задач з лі­

нійними однорідними крайовими умовами 1 умовами причинності.

Ідеї застосованого в дисертації методу еквівалентної лінеариза­

ції беруть початок в роботах Л.С.Лейбензона, М.М.Крилова, М.М.Бого­

любова, Ю.О.Митропольського 1 суттєво використовують спеціальні ап­

роксимації 1 конструкції точних розв’язків відповідних стаціонарних 

задач з деякими вивільненими параметрами, які залежать від часу. Ви­

мога рівності нулю нев’язки диференціальних рівнянь в тому чи Іншому 

Інтегральному смислі приводить до значно простіших задач Коші для 

визначення цих параметрів.

На відміну від методу еквівалентної лінеаризації, в якому вико­

ристовується апроксимація по координаті, в методі Роте виконується 

апроксимація по часу t, що дозволяє звести початково-крайову задачу 

до крайових задач на кожному часовому шарі.Розв'язок останніх запро­

поновано отримувати методами нелінійних Інтегральних рівнянь.

Оцінка похибки наближених розв'язків здійснюється за допомогою 

математичних експериментів на основі неявних різницевих схем. Дяя 

зниження розмірності задач застосовуються викладені вище усереднення 

по товщині оболонок з досить великим коефіцієнтом теплопровідності.
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В тих випадках, коли шукані розв'язки монотонні по одній Із ко­

ординат u(x,y,z,t)*-*z(x,y,u,t), за допомогою спеціальних перетворень 

типу Мізеса здійснено перехід від задачі визначення температурного 

поля до задачі визначення поля Ізотерм. Не зважаючи на скіадність 1 

нелінійність виразу для диференціального оператора, а також необхід­

ність знаходження області визначення розв'язку,в ряді випадків обер­

нена постановка задачі краща від прямої постановки. Доцільність пе­

реходу до постановки такого роду задач виправдана 1 необхідна, то­

му що при прогнозуванні,оптимізац1І І управлінні тепловими процесами 

визначальним є не температурне поле u = u(x,yfz,t), а динаміка його 

ізотермічних поверхонь z = z(x,y,u,t).

Переліченими методами розв'язані задачі Стефана про НВЧ І Ін­

фрачервоного нагрівання необмеженої пластини, розглянуті різні пос­

тановки двовимірних задач теплопровідності з фазовими перетзорення- 

ми, які виникають в спецелектрометалургії. Отримані розв'язки нелі­

нійних задач кондуктивного 1 радіаційного теплообміну в тонких обо­

лонках стосовно до розрахунків теплових режимів різноманітної апара­

тури, покликаної працювати в космосі, 1 т.Ін.

Третій роаділ присвячений дослідженню фізично нелінійної задачі 

термопружності осесиметрично деформованого багатошарового циліндра. 

Виходячи Із загального зв'язку між тензорами напружень І деформацій 

в фізично нелінійних середовищах (1), виведено диференціальні рів­

няння 1 природні крайові умови для визначення вектора переміщення й

осесиметрично деформованого циліндра
■» -• і 

Й2 = f0 + /,(й,<р,ш), ЛІ * $0 + ф((и,ф,ш), (16)

де І 1 Г - матричні диференціальні оператори. В цих рівняннях в яв­

ному вигляді виділені лінійні оператори, а всі нелінійності розгля­

даються як збурення правих частин,що, як правило, має місце у випад-

rfl 1 . ІЗ. Стеф І
АН України і
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ку слабкої фізичної нелінійності, коли значення функцій <р(є0) - 1 -

- х<є0) 1 w(<J>0) = 1 - 7<Ф§) малі.

Отримано точний аналітичний розв'язок найпростішої модельної 

задачі ((<і>(фо)=0) для нескінченно довгого кругового циліндра, коли 

температурне поле осесиметричне 1 не залежить від осьової координат*

Z -

місного розв'язку рівняння (18) 1 двох нелінійних рівнянь, які от­

римуємо Із крайових умов після підстановки в них розв'язку (17).

Встановлено умову на функцію нелінійності <р(в): ф(0)<С/|0-Єг|, 

С>0, при виконанні якої рівняння (18) має єдиний додатний корінь.

У випадку <р(Є) - ze/|er-e|, де Z - безрозмірний параметр, який 

характеризує ступінь відхилення властивостей середовища від лінійно­

го закону Гука, 0 = 6^(1 +AZ). Сталі С} 1 Сг при цьому визначають­

ся Із крайових уме». Отриманий точний розв'язок може бути використа­

ний для оцінки похибки в методі "пружних розв'язків" А.А.Ільпяина.

Для знаходження розв'язку нелінійної векторної крайової задачі 

(16) використані конструктивні ітераційні методи розв'язування, зо­

крема, метод "пружних розв'язків" і.А.Ільшина. Процес Ітерацій по 

цьому методу будується за схемою

U(r> - і  J e(r,C,)rd" + ,
a

(17)

де C f, С2 — довільні сталі; Є - додатний корінь рівняння

0 - і*р(0)(Є - 0Г) = 0Л; (18)

А, 0 1 Єл - відомі величини. Визначення C f, Сг 1 0 зводиться до су-

-  7а + <а<л>.ф(ь>.и>‘ь ї)

ТЦ1к*п ж (u<fc),<p(h),u(k))

(19)



де Індексом й позначено S-те наближення до розв'язку задачі. Ітера- 

ційний процес, представлений формулами (19), починається з k=0, коли 

и<0)= О, ф(0)* ш(0)ж о. В цьому випадку дорівнюють нулю всі доданки, 

зв'язані з нелінійними членами.тобто розв'язується добре вивчена лі­

нійна задача.

Загальний розв'язок (fe+1)-го наближення записується у вигляді 

суми частинного розв'язку неоднорідного рівняння (5) 1 загального

розв'язку однорідного векторного рівняння (4) в формі (6), (7), зап­

ропонованій П.Ф.Папковичем 1 Г.Нейбером.

Використання методу А.А.Ільпшша в поєднанні з методом Папкови- 

ча-Нейбера дозволяє визначити теплові напруження в таруватому порож­

нистому циліндрі скінченної довжини з точним задоволенням крайових 

умов на бокових поверхнях 1 наближеним (в розумінні принципу Сен-Ве- 

нана) - на торцях. У випадку дробово-лінійного закону фізичної нелі­

нійності отримано чисельно-аналітичний розв'язок задачі термопружно­

сті для двошарового циліндра з еквівалентними пружними 1 тепловими 

Характеристиками - коефіцієнтом Пуассона v* 1 коефіцієнтом теплооб­

міну о£. Результати чисельних розрахунків представлені трафіками 

зміни напружень по координаті 1 в часі.

Дослідженню статичних 1 динамічних нелінійних задач термопруж­

ності довільних 1 пологих оболонок обертання присвячено IV розділ 

дисертації.Оболонки обертання широко застосовуються в техніці та бу­

дівництві у вигляді різних тонкостінних елементів конструкцій. За їх 

допомогою досягається створення легких,економічних 1 водночас міцних 

споруд,а також гнучких пружних елементів приладів спеціального приз­

начення. Такі елементи працюють в умовах нерівномірного нестаціонар­

ного нагріву 1 зазнають значних силових впливів.Це призводить до то­

го, що в приладах виникають теплові напруження,які супроводяться ди-
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намічними ефектами 1 великими прогинами, цо унеможливлює застосуван­

ня лінійної теорії оболонок. Лінійно теорія в таких випадках не може 

дати не тільки кількісного, а й якісного опису напруженого 1 дефор­

мованого стану оболонок обертання.Такий опис стає можливим тільки на 

основі геометричне нелінійної теорії. Крім того, на сучасному етапі 

розвитку техніки широко застосовуються тонкі оболонки, виготовлені з 

матеріалів, пружні властивості яких описуються нелінійними залежнос­

тями між напруженнями 1 деформаціями. Для Інженерних розрахунків та­

ких оболонок треба виходити Із фізично нелінійної теорії.

В четвертому розділі на основі понять 1 формул теорії поверхонь 

встановлюються геометрично нелінійні співвідношення між деформаціями

1 компонентами вектора переміщення довільної оболонки обертання.Роз­

глянуто різні закони фізично нелінійних залежностей (1) між напру­

женнями 1 деформаціями в тонких оболонках.На основі закону Дюгамеля- 

Неймана отримано зв’язки між зусиллями, моментами та деформаціями.

Наведено варіаційні постановки задач термопружності оболонок 

обертання, які зводяться до відшукання мінімуму наступного функціо­

налу повної потенціальної енергії:

Э = 3<U,t») = ic|j?(a,u,»,u' ,w' )da + *(u(l),w(l),w'<U>}. (20)

де F 1 Ф - задані функції своїх аргументів, цо відображають крім ро­

боти пружних сил 1 зовнішніх навантажень також роботу температурних 

напружень на зміні деформацій 1 кривив.

Поряд з варіаційними,значна увага приділена диференціальним по­

становкам задач, які описуються рівняним Ейлера 1 природними крайо­

вими умовами для функціоналу 3(ч,ю) .У векторно-матричній формі запи- 

(.. воьгі представляються рівнянням

і03 - - Ifu - /0+ /,(и), ґй = $0 + ф,(й). (21)
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з явно виділеними лінійшши операторам диференціальних рівнянь 

шостого порядку IQ, , оператором крайових умов Г 1 нелінійностями

тільки в правих частинах /,(и), ф,(и).

Розглянуто різні спрощення диференціальних постановок задач 

термопружності оболонок обертання, зв'язані з нерозтяжністю, безмо- 

ментністю 1 геометрією оболонок 1, крім того, вибором визначальних 

функцій.

Проведено дослідження динамічних задач нелінійно! термопружнос­

ті осесиметрично деформованих оболонок обертання, в яких враховані 

Інерційні члени в диференціальних рівняннях руху. Отримано нові за 

постановкою задачі термопружності оболонок з приєднаними масами, які 

містять інерційні члени як в диференціальних рівняннях, так 1 в кра­

йових умовах.

За допомогою формул 1 функцій Грйна виконано перехід від дифе­

ренціальних постановок квазілінійних задач термопружності (21) до 

систем еквівалентних навантажених нелінійних Інтегральних рівнянь 

типу Гаммерштейна, які записані у вигляді

й(х) и Зд(х) + 10(х,5)/,,<«(«>)<*? +■ Р<х,й(0),й<а>). (22)

Наближеним методам розв'язування геометрично 1 фізично неліній­

них задач термопружності оболонок обертання в варіаційній, диферен­

ціальній 1 Інтегральні* постановках присвячено п'ятий розділ дисер­

тації.Розглянуті питання скІнченновинірно! апроксимації шуканих роз­

в'язків у вигляді лінійних комбінацій функцій з скінченним носієм 

того чи Іншого ступеня гладкості (фінітних функцій)

U (X ) а U*(X> ) -  Т }(Х -Х ,)1 ,
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V(X) а Vе{X) - > 1»ф,(Х), (23)
<Sl

ш(х) a иЛх) 1ш{ф{(х)+ш (̂х)1,

де (̂х-х  ̂- функція Хевісайда, різниця яких для різних значень ( 

визначає одиничну сходинку; ф{(х) - лінійні функції-кришечки; ф{(х), 

Х{ (х) - кубічні функції-кришечки.

Для визначення коефіцієнтів таких комбінацій застосовувались 

варіаційно-різницеві І проекційно-сіткові методи. Перші з них пов'я­

зані з мінімізацією отриманих функціоналів (20) (метод Рітца), а 

другі - з вимогою ортогональност1 нев’язки даіеренціальних (21) або 

інтегральних (22) рівнянь до всіх фінітних базисних функцій (метод 

Бубнова-Гальоркіна).

Ефективність таких методів визначається перш за вое тим, що на 

відміну від методу фур'є, коефіцієнти лінійних комбінацій фінітних 

функцій мають чіткий апроксимаційний зміст - це середні (t*t), вузло­

ві (t>{, w{) значення функцій, а також вузлові значення самих функцій 

ш{ та їх перших похідних и»'.

Варіаційно-різницева схема для функціоналу нелінійної задачі 

термопружності оболонок обертання (20), в якій використовуються фі­

нітні функції-кришечки 1 кубічні функції-кришечки, приводить до три- 

діагональних систем алгебраїчних рівнянь з явно виділеними поліномі- 

альними нелінійностями в правих частинах -

X , i0iJ.buJ + * Г«.Л > “ А* -

- Ph (и<_f ,u,,u<+, r vt,wu 1 Ж{+, >. t»T7F, fc«1,2,3.

У.а аналітичному рівні обчислені елементи матриць 1 праві части­

ни отриманих систем.
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Розглянуто проекційно-сіткові схеми для інтегральних рівнянь 

пологих оболонок обертання. Отримані системи нелінійних алгебраїчних 

рівнянь відносно вузлових значень 5{ 1 ?(

1=1 1=1 (25j

"t| r° 2iA * + 2{|,ьги *̂

На відміну від системи (24) матриці останніх систем повністю 

завантажені.

Розглянуто проекційно-сіткові 1 варіаційно-різницеві схеми по- 

будови наближених розв’язків фізично нелінійних задач термопружності 

гнучких оболонок обертання в диференційних 1 варіаційних постанов­

ках. Розв'язок систем алгебраїчних рівнянь з поліном1альними правими 

частинами можна одержати методом Ньютона з використанням ПЕОМ.

Основні результат дисертації

В дисертації з залученням нових ідей, спеціальних прийомів 1 

застосуванням точних аналітичних.наближених 1 чисельних методів про­

ведено дослідження математичних моделей нелінійних задач термопруж­

ності, які приводять до крайових і початково крайових задач для век­

торних 1 скалярних нелінійних диференціальних рівнянь з частинними 

похідними. При цьому одержано ряд нових результатів.

1. Запропоновано нові математичні моделі термопружності,які ві­

дображають нелінійні властивості матеріалів і скінченні деформації. 

Для їх дослідження застосовуються ітераційні методи в поєднанні і 

методом Папковича-Нейбера.
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2. Розглянуто нові по постановці нелінійні задачі складного 

теплообміну, в яких враховано вкгтрокінввання теплоти з поверхні де­

формованого тіла, можливі фазові перетворення 1 перевипромінювання 

теплоти на вгнутих поверхнях, а також їх розумні спрощення,які базу­

ються на спеціальних усередненнях температурного поля по товщині ва­

рів з високою теплопровідно» здатністю 1 переході до задач відносно 

поверхонь рівня. Методом інтегральних рівнянь за допомогою формул 1 

функцій Гріна для лінійного оператора здійснено перехід до еквіва­

лентних нелінійних Інтегральних постановок задач.

3. Отряжено вагову функцію 1 фугу формулу Гріна для неузгодае- 

ного з крайовими умовами 1 умовам спряження оператора диференціаль­

ного рівняння теплопровідності. Побудовано функцію Гріна в вигляді 

01лінійного ряду за власними функціями спектральних задач з парамет­
ром як в крайових умовах, так 1 в умовах спряження. Встановлена уза­

гальнена ортогональність 1 повнота власних функцій таких спектраль­

них задач. Отримало точні розв'язки лінійних задач у вигляді рядів 

за власними функціями, 1 за допомого» ЕОМ проведено розрахунки тем­

пературного поля пакета пластин, багатошарового по висоті 1 вздовж 

радіуса циліндра, багатошарової сфери. Результати чисельних розра­

хунків проілюстровані графіками,

4. Методом еквівалентної лінеаризації, Ідеї якого започатковані 
в роботах Л.С.Лейбензона, М.И.Кр*яовв,И.».Вотолвбовв, Я.О.Митрополь- 

ського, а також методами дискретизації по часу (Роте) ї нелінійних 

Інтегральних рівнянь отримані чисельно-аналітичні розв'язки важливих 

для практики задач складного теплообміну.

5. Проведено дослідіення фізично нелінійних задач термопружнос- 

fl осесиметрично деформованого багатошарового вздовж радіуса цилінд- 

ра,йібеДеНі нелінійні рівняння рівноваги 1 розроблені ітераційнї т-



тоди їх розв'язування (А.А.Ільювшна, І.А.БІргера) в поєднанні з ме­

тодом Папковича-Нейбера. Отримано точний розв'язок однієї модельної 

задачі термопружності шаруватого циліндра Із фізично нелінійного ма­

теріалу. Здійснена чисельно-аналітична реалізація визначення термо­

пружного стану двошарового циліндра.

6. Не основі варіаційного підходу одержано геометрично і фізич­

но нелінійні рівняння рівноваги і руху осесиметрично деформованих 

довільних і пологих оболонок обертання для різних визначальних функ­

цій. Отримано нові по постановці динамічні задачі термопружності, в 

тому числі з приєднаними масами. Здійснено перехід від крайових за­

дач для систем нелінійних диференційальних рівнянь до систем еквіва­

лентних навантажених інтегральних рівнянь типу Гаммерштейна.

7. Здійснено скінченновимірну апроксимацію розв'язків неліній­

них задач термопружності довільних 1 пологих оболонок обертання в 

варіаційній 1 інтегральній постановках, яка базується на використан­

ні фінітних базисних функцій. Отримано тридіатональні системи нелі­

нійних алгебраїчних рівнянь відносно середніх значень функцій для 

варіаційних постановок 1 повні системи нелінійних алгебраїчних рів­

нянь відносно середніх значень на Інтервалах розбиття у випадку Ін­

тегральних постановок задач. Розглянуто питання побудови більш глад­

ких апроксимацій шуканих розв'язків.
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КОМАРОВ Г.Н. "Математические модели ■ приближенные метода реше­

ния нелинейных проблем термоупругостж".

Диссертация на соискание ученой степени Ооююра фиэико-жтелатичес- 

ких наук по специсиъноат 01.01.03 - математическая физика, Институт 

математики НАН Украины, 1995 е.

Защищаются 34 научные работы, которые содержат исследования систем 

нелинейных дифференциальных уравнений с частными производными, воз­

никавших при математическом моделировании термонапряжвиного состоя­

ния пространственных тел и тонкостенных конструкций, включая созда­

ние моделей, правильную постановку сложных нелинейных задач матема­

тической фізики, их разумное упрощение, выяснение вопросов разреши­

мости, разработку эффективных конструктивных методов решения, де­

тальный анализ и решение нелинейных краевых задач, типичных и осо­

бенно важных для инженерной практики. Получено ряд фундаментальных 

>«»зультатов по нелинейным проблемам термоупругости с учетом heлиней­

ных свойств материалов, конечных деформаций,излучения теплоты, фазо-



вых переходов и перензлучения теплоты на вогнутых поверхностях. Раз­

работанные алгоритмы решений позволяют использовать современные вы­

числительные средства для проведения экспериментов и вносят опреде­

ленный вклад в создание эффективных методов математических расчетов, 

прогнозов и оптимизации термонапряженного состояния пространственных 

тел и тонкостенных конструкций. Исследование конкретных нелинейных 

систем дифференциальных уравнений основаны на новых идеях, специаль­

ных приемах построения приближенных решений, использовании всего ар­

сенала конструктивных методов нелинейного анализа и теории дифферен­

циальных уравнений с частными производными.
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