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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Одним з найбільш вживаних способів завдан­

ня груп чи напівгруп перетворень є зображення їх у вигляді авто- 

морфізмів чи, відповідно, ендоморфізмів різних систем відношень над 

основного множиною. Характеризапія родин всіх відношень, які є інва­

ріантами щодо дії групи чи налівгрупи перетворень, здійснюється в 

рамках розвинутої М.Краснером абстрактної теорії Галуа1. А саме, ро­

дина відношень буде множиною всіх реляпійних інваріантів деякої на- 

півгрупи чи групи перетворень, коли вона є замкненою щодо певного 

набору операцій, тобто утворює так звану алгебру Краснера /в іншій 

термінології - клон Краснера/ першого, чи відповідно, другого роду.

У повній загальності, абстрактна теорія Галуа встановлює відповід­

ність між клонами функцій над даною множиною і реляиійними клонами 

на ній2. Завдяки цьому, теорії функціональних і реляпійних клонів 

розвиваються у певному розумінні паралельно. Першу спробу розгор­

нутого викладу пих теорій і взаємозв’язків між ними здійснено у мо­

нографії Л.Калужніна і Р.Пьощеля3. З того часу, завдяки роботам

І.Розенберга,.Р.Пьошеля, Р.Бьорнера, А.Чендрей, Б.Чакань, П.Палфі 

та ін. теорія функціональних і реляпійних клонів збагатилася нови­

ми цікавими результатами та розширила коло своїх застосувань. Важ­

ливу роль при цьому зіграло виокремлення абстрактних понять функ­

ціонального та реляпійного клонів, здійснене А.Чендрей'* і В.Тейло­

ром , що дає змогу застосувати до них методи теорії універсальних 

алгебр.

Krasner II. Une generalization de la notion de corps II J.de Math, 
pures et appl. 1938.- V.XVII.- n.4- PP. 367 - 385.

2
B.Г.Боднарчук,Л.А.Калужнин,В.Н.Котов,Б.А.Ромов. Теория Галуа для 

• алгебр Поста I, II //Кибернетика.- 1969, № 3, С. 1-10, № 5,
C. 1-9.

R.Poachel, L. A.Kaluznin. Funktionen - und Relationen algebren // 
Berlin.-Deuth.Verlag der Wisaenschaften.- 1979.- 289 p.

4 Agnes Szendrei. Clones in universal algebra // Lee p r esses de 
l>universite ,je Montreal.- 1986.- 16b p.

Walter Taylor. Abstract Clone Theory // Algebras and Orders. Edi- 
ted by Ivo G.Rosenberg ftnd Gert Spbidussi. NATO ASI Series. Vol. 
389. Kluwer Aoad.Publ. 1993.- PP. ^63 - 280.
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Нині теорія функціональних і реляційних клонів є розгорнутою 

математичною дисципліною з своєю власно» проблематикою, методами 

досліджень та цікавими застосуваннями. Однією з природних проблем, 

які тут виникають є пошук і дослідження різних модифікацій основ­

ної відповідності Галуа. Так з напівгрупами перетворень природним 

чином можна пов’язувати й інші алгебри відношень, які несуть істо­

тну інформацію про будову і властивості напівтруп. Дослідженню од­

нієї з таких нових відповідностей і присвячено дану дисертаційну 

роботу. Якщо в класичному випадку алгебр Краснера основну роль Bt- 

діграє поняття інваріантності відношення, то в нашому випадку воно 

замінюється не менш природним поняттям його зв’язності щодо даної 

напівгрупи перетворень.

Мета роботи. Розглянути нові класи реляційних алгебр - і? - 

алгебри та PR -алгебри, дослідити основні властивості алгебр 

зв’язностей напівтруп перетворень. Описати алгебри зв’язностей на- 

півгрупових конструкцій. Побудувати відповідність Галуа між Я ~ 

алгебрами чи PR -алгебрами і напівгрупами перетворень, вивчити 

властивості цієї відповідності для інверсних напівтруп часткових 

підстановок.

Методи дослідження. Використовуються методи теорії клонів, 

універсальних алгебр та напівгруп перетворень.

Наукова новизна. Основні результати дисертаційної роботи є 

новими. Розглянуто нові класи реляційних алгебр - ft -"алгебри 

та PR -алгебри. Введено поняття зв’язності напівгруп перетворень 

та алгебр зв’язностей, досліджено їх основні властивості. Описано 

алгебри зв’язностей напівгрупових конструкцій : прямої суми, пря­

мого і вінцевого добутків напівгруп перетворень, операцій піднесен­

ня до степеня. Побудовано відповідність Галуа між реляційними ал­

гебрами та напівгрупами перетворень над даною множиною, вивчено 

властивості відповідності Галуа між PR -алгебрами та інверсни­

ми напівгрупами часткових підстановок над скінченною множиною.

Теоретичне і прикладне значення. Одержані результати мають 

теоретичний характер. Вони можуть бути використані при вивченні 

будови реляційних алгебр та напівгруп перетворень.

Аггробапія роботи. Основні результати дисертаційної роботи до­

повідались на засіданнях семінару з теорії груп та напівгруп при 

кафедрі алгебри та математичної логіки Київського університету 

ім.Тараса Шевченка /1992 - 1994 pp./, на Республіканській науково- 

методичній конференції, присвяченій 200-річчю від дня народження
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М.І.Лобачевського /Одеса, 1992 р./, конференції молодих учених 

Київського університету /1993 р./, Всеукраїнській конференції мо­

лодих учених /Київ, 1994 р./, а також були представлені на Третій 

міжнародній конференції з алгебри пам’яті М.І.Каргаполова /Крас­

ноярськ, 1993 р./.

Публікації. Основні результати дисертаційної роботи опубліко­

вано в роботах til - [ 6 ] .

Структура і обсяг дисертації. Робота складається з вступу, 1 1  
параграфів, розбитих на 3 розділи, списку використаної і цитованої 

літератури з ЗО назв. Обсяг роботи 111 сторінок машинописного текс­

ту.

. ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі обгрунтовано актуальність проблематики дисертації, 

наводиться короткий огляд робіт за темою дисертації, характеризу­

ється зміст роботи.

У першому розділ} наводяться необхідні допоміжні відомості, 

вводяться ft -алгебри і PR -алгебри відношень, алгебри зв’яз- 

•ностей напівгруп /часткових/ перетворень, розглядаються їх найпро­

стіші властивості, наводяться приклади таких алгебр.

У § 1 зібрано необхідні відомості з теорії універсальних ал­

гебр, теорії клонів та абстрактної теорії Галуа, фіксуються основ­

ні позначення.

У § 2 дано визначення £  -алгебр та PR  -алгебр над за­

даною множиною. Скрізь /частково/ визначеними -fc -точками над

множиною JU називатимемо кортежі задовжки k  ( к  >  { )
над JU /відповідно, над U V  { * )  ; символ * на і -

тому місці кортежа означає, що його і -та координата не визна­

чена/. №южину всіх скрізь /частково/ визначених к  -точок над 

М' позначатимемо ■ JUfe / JU С 3 /. Символами (JU)

та ? Ы к [ Щ  позначаються множини всіх скрізь чи, відповідно, 

частково визначених відношень арності fc над М . Покла­

демо

] M ( M | . j J U ( J u )  , Р М ( Л ) - £ Р Н М .
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На множинах M ( - W )  та Р&І (А/) вводяться такі

Дії.

1. Булеві операції U , А , ~  над відношеннями од­

накової арності. Для відношення if е /чи (f € _

£ РМ*(-М) / покладемо if = JU* \ if /відповідно if =

= JUC 3 \ if /•
2. Операпія 7 проектування за останньою координатою. 

Проекцією 1 -арного відношення if ( & > 4 )  за останньою 

координатою називається відношення

V f  = If*,.... ^ , 4 t )  * f  ) .

Для відношення if арності 4 і  покладемо Vif *ф
3. Операпія ^ перестановки двох останніх координат всіх 

к  -точок відношення if . Результатом застосування цієї

операції до відношення <| арності k  > \ є відношення

Н  = {(*»!....«fc ) I (0Cf.....6 If),

Для відношення if арності покладемо §if*tf .

4. Циклічний зсув ЭТ координат всіх k  -точоК відношен­

ня. Циклічним зсувом к -арного відношення if ( Jc > {) 

називається відношення

W  = {С**....

Для відношення (| арності £  1 покладемо <Кif=»f
5. Циліндрифікапія Т /відповідно т / відношення.

Цил і ндриф і капі єго відношення ірє ( 1() , if * 0  /від­

повідно if €  PRetf. (-М) / називається відношення

fif - if * JU ( 4i f  = if x (JUU{*})  ̂

арності /£ + ■{ . Крім того,
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т ф  =  ф ( тф =  ф ) .

Алгебру (\ХМ -  ( R j d ( M ) ,  ̂ ,Л,-',ЗГ, 7,т  > з операція­

ми 1/ - 5/ називатимемо повного алгеброю скрізь визначених відношень 

над множиною JU . Підалгебри /Ц будемо називати $  

алгебрами над JM

Алгебру <PM ( J W ) ,  U,n,-,3i, ^ , V, т >  з операція­

ми 1/ - 5/ називатимемо повною алгеброю частково визначених відно­

шень над множиною JU . Підалгебри алгебри І\ЯК  будемо нази­

вати PR -алгебрами над JM

7 5 2 наводяться ряд простих фактів про будову R. -алгебр 

і РЯ -алгебр. Зокрема, виділяються мінімальні підалгебри в ал­

гебрах /уім та ОХи , вводиться оператор замикання, який 
здійснює занурення алгебри /U JM в . Крім того, вста­

новлено /теорема 2.1 / , що множина відношень утворює f t -ал- 

гебру тоді й тільки тоді, коли вона є формульно замкненою в чисто­

му численні предикатів. Зазначимо, що алгебри Краснера II роду є 

формульно замкненими в численні предикатів з рівністю, а алгебри 

Краснера І роду - в позитивному численні предикатів з рівністю.

У § 3 визначаються основні об’єкти дослідження - алгебри 

зв’язностей напівтруп перетворень. к  -точки -Зс, у є 

/ е / назвемо зв’язаними напівгрупою перетво­

рень (М, М) , якщо існує ПОСЛІДОВНІСТЬ И -ТОЧОК 5  = X, , 

Ij , ... , тСт= у  із М к /чи и скі / і набір

перетворень , .... Д т € Ц такі, що для довільно­

го і ■( d а і <с т) має місце одна з рівностей

-  -Л  -
= Х£ . V  =*«-! •

Іс г Іс З
Відношення i f с JU /чи ф с М / називатимемо

Н'-зв’язним або Ц  -зв’язністю, якщо воно разом із кожною 

своєю jb -точкою містить всі ДО -зв’язані з нею 4  -точки.

Множину всіх скрізь визначених И -зв’язних відношень над

М  усіх арностей позначатимемо СЦ, (Н, •W) , а множину всіх 

частково визначених Н -зв’язних відношень усіх арностей над

М  -  Оок (Н, J . Основна властивість цих множин характе­

ризується таким твердженням.
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ТЕОРЕМА 3.1. Для довільної напівгрупи /часткових/ 

перетворень Н на множині JW сукупність 

/відповідно Cbfi(H,JM) / утворює R -алгебру /відповідно 

Pft -алгебру/.

Алгебру CofijCH, JW) /чи ОоРі (Н,Л) / називатимемо алгеб­

рою зв’язностей напівгрупи /часткових/ перетворень (H.JW)

В ^ 3 також введено поняття И -Ізольованої множини ]Ц, 

описано будову алгебри зв’язностей обмеження напівгрупи перетво­

рень (Н,М) на Н -Ізольовану підмножину /теорема 3.2/. 

Наведено достатні умови тривіалізації алгебр зв’язностей /теоре­

ма 3.3/.

У другому розділі дисертації досліджуються алгебри зв’язнос­

тей напівгрупоьях конструкцій.

У § 5 вивчається операція ® повного з’єднання Я - 

алгебр та PR -алгебр. Дано конструктивну характеризапію повних 

з’єднань /теорема 5.1/, показано, що використовуючи повні з’єднан­

ня та переходи до підоб’ектів можна з найпростіших РЯ -алгебр 

над одноелементними множинами будувати довільні Pft -алгебри 

/теорема 5.3/. Основними результатами є

ТЕОРЕМА 5.2. Для довільних напівгруп /скрізь визначе­

них/перетворень ( Q ltМ4) і ( Q a ,JHa) , JWj п JUa = 0 
має місце рівність

Q A  ( G t®  = CcJiQ, ° C b K Q t .

ТЕОРЕМА 5.4. Нехай И -підпряма сума напівгруп 

скрізь визначених перетворень (Ц - JWt) та ( H z, ЗИ̂) . Тоді 

алгебра зв’язностей (УїДИ) є з’єднанням алгебр зв'язностей 

G o ^ H ,  • напівгруп Н, 1 Ц г :

і ®  Н4) я аьд ® (ЬРіj U j. .

Ця теорема дає змогу охарактеризувати у термінах з'єднань 

алгебри зв’язностей моногенних напівгруп перетворень.

У £ С описуються алгебри зв’язностей прямого добутку напів­

груп перетворень. Дано визначення добутку відношень та родин від­

ношень І ®  ь і їх повного добутку Д ®  Ь
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ЛЕМА 6.4. Повний добуток PR -алгебр / R -алгебр/ 

знов буде PR -алгеброю /чи R -алгеброю, відповідно/.

ТЕОРЕМА 6.1. Для довільних напівгруп /часткових/ пе­

ретворень (Q, JU) і (Н.І/) має місце співвідношення

Со  ̂( G  * Н ) = Q ^ G  Й ( U t H  

/ Gofi ( g  * Н) * Coli Q * GA H /.

В § 7 вивчаються алгебри зв’язностей вінцевого добутку на­

півгруп скрізь визначених перетворень, визначаються поняття вінце­

вого добутку відношень та родин відношень; наведено ряд властивос­

тей конструкції вінцевого добутку.

Вінцевим добутком двох множин відношень X  с ОД (М) і 

У с Rii (h i ) названо множину [Х,У ] усіх вінцевих до­

бутків відношень з X  на всі допустимі набори відношень із У 

а їх повним вінцевим добутком X  ®  У в замикання множини

[Х.УЛ щодо об’єднання.

ТЕОРЕМА 7.3. Для довільних напівгруп перетворень 

(G, JU) і мав міспе рівність

СоК ( G  v Н ) = СоК G  ®  Gofi Н .

У 4 8 розглядаються конструкції піднесення напівгруп перет­
ворень до .степеня і описуються їх алгебри зв’язностей.

Вінцевий добуток G ' l H  напівгруп перетворень (Q.JW)

і (Н,Ю Дія на множині Ц усіх відображень із JW
я таким чином :

, , „М*) , JM
f a )  = j ( Z ?) , Cf i H,

Зокрема, магмо дію прямого добутку <  0 гН

Jte) ^  1 = , \(г) € ( е Н .
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Так визначену напівтрупу перетворень ) = H t G

називатимемо G  -експоненціюванням напівтрупи Н , а напів­

трупу перетворень (Q* М, W  М) = Ш  ] ̂  - G  -степенем напів­

трупи Н

Для опису алгебр зв’язностей їй* конструкцій у випадку, коли 

G  є групою використовуються поняття G  -симетризаціі від-с.
ношення і системи відношень, та їх почергового добутку .

ТЕОРЕМА 8.1. Довільна мінімальна зв’язність арності І 

степеня для напівтрупи перетворень ( Н, N) і трут

(Cr, JM) є Q  -симетризаціею деякої зв’язності арності 4̂  

напівтрупи ( U ,  N )  .
ТЕОРЕМА 8.2. Для довільної мінімальної зв’язності ф 

арності fc експонениіювання Ц t G  напівтрупи перетворень 

і груш (Q,JM) існують такі мінімальні зв’яз­

ності (j>t , ... , напівтрупи Ц , що ^ е Q
симетризаціею почергового добутку відношень ф4 , ,

їо, •
Як наслідки з лих теорем дістаємо опис алгебр зв’язностей 

СоЬ, [М]4 , СсАДН fG) В термінах Q  -симетризаиії

систем відношень.

Третій розділ дисертації присвячено дослідженню відповідності 

Галуа між алгебрами зв’язностей і напівгрупами перетворень.

В $ 9 наводяться визначення серцевини та ізолятора напівтру­

пи часткових перетворень, дано їх основні властивості /теорема 9.1, 

теорема 9.2/.

У $ 10 будується відповідність Галуа між реляційними алгеб-- 

рами та напівгрупами перетворень над даною множиною. Всі тверджен­

ня і побудови нього параграфу розглядаються паралельно для ендо- 

морфізмів 1 для часткових ендоморфізмів / р -ендоморфізмів/ сис­

тем відношень з одного боку та R -алгебр і PR -алгебр з ін­

шого. При побудові відповідності Галуа вважатимемо, що фіксовано 

деякий композиційно замкнений клас напівтруп 5 Z

Найбільшу за включенням напівтрупу ] \ , щодо якої всі

відношення із R -алгебри ОХ є Н -вв’язаними називати-

Сущанский В.И., Вайдеман А.А. Алгебры инвариантных отношений 
подстановочных конструкций // Вопросы теории групп и гомологиче­
ской алгебры. Ярославль.- ЯроІУ,- 1983.- С. 3 - 19.

6



10

мемо зв'язкою цієї алгебри 1 позначатимемо ^ ( Щ
ТЕОРЕМА 10.1. Для довільної Р -алгебри 'Ц 

місце рівність

мас

ТЕОРЕМА 10.1 . Для довільної 

місце рівність

Pft -алгебри 'її мас

j(lt) -  рЕясі П.

Нехай Те  ̂(М) /чи pTfij- (JU) / - множина найможливіших

напівгруп /часткових̂/ перетворень на JU Із класу 2 1
Jft (JW) /чи (JM) / - множина всіх Я -алгебр 

/ P R  -алгебр/ на JK .ЦІ множини впорядковані відношенням

включення О. . Задамо відображення (с^_ ̂ 1 'j
таким чином

а/

б/

/Ф х

/ 4 L

рТ^-МІ—  JiF(JM) 

dtE(JU) - ~ T e r (JW) 

І Є ( « )  — pTtr (JM)

c^ ( H , w ) = a , ( R M )

(Ш) - 5 (/», JU)

^ ( U )  - j K - W J  A

ТЕОРЕМА 10.2. Для довільного композиційно замкненого 

класу напівгруп скрізь визначених перетворень 2 Г 1 будь-якої 
множини М  пара відображень завдав відповід­

ність Галуа між впоряякованими множинами (Тг ( М )  $ • ) t

( ЛЄ(-М), « )
ТЕОРЕМА 10.2 . Для довільного композиційно замкненого 

класу напівгруп часткових перетворень 2 1 і будь-якої множини 

JU пара відображень C^sti^x:) завдав відповідність 

Галуа між впорядкованими множинами (рТ̂х (•**)> -) * ( dlt(JH),

-)
Відповідність Галуа між P R  -алгебрами та інверсними на­

півтрупами часткових підстановок над скінченною множітого розгляда­

ється в останньому 1 1  параграфі.
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ТЕОРЕМА 11.1. PR -алгебра є алгеброю зв’язностей 

деякої інверсної напівтрупи на скінченній множині в тому і лише 

в тому разі, коли вона розкладається на повне з’єднання деякої ал­

гебри Краснера /другого роду/ і тривіальної алгебри.

Ця теорема лає змогу охарактеризувати основні властивості 

введеної в попередньому параграфі відповідності Галуа 

де 2Z - клас інверсних напівгруп.

Наводиться критерій тривіалізації алгебри зв’язностей, вста­

новлено умови збіжності алгебр зв’язностей різних інверсних напів­

груп /теорема 11.2/. Охарактеризовано Галуа-замкнені об’єкти роз­

глядуваної відповідності Галуа /теореми 11.3 та 11.4/.
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и PR -алгебры, введены понятия связности полугрупп преобразова­

ний и алгебр связностей, исследованы их основные свойства. Описа­

ны алгебры связностей полугрупповых конструкций : прямой суммы , 

прямого произведения и сплетения полугрупп преобразований, опер* - 

ций возведения в степень. Построено соответствие Галуа между реля­

ционными алгебрами и полугруппами преобразований над данным множе­

ством, изучены свойства соответствия Галуа между PR -алгебра­

ми и инверсными полугруппами частичных подстановок над конечным 
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It is constructed Galois connection between the relational algebras 

and the transformation semigroups over the given set, it is studied 

the propertes Galois connection between PR-algebras and the inverse 
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results published in 6 works.
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