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АКТУАЛЬНІСТЬ ПРОБЛЕМИ. Наприкінці 50-х років, після 

відкриття академіком Л.С.ПонтрягІним та його співробітниками 

принципу максимуму, почався бурний розвиток математичної 

теорії оптимального керування, яка відповідає потребам таких 

нових галузей науки та техніки, як освоєння космічного прос­

тору, надзвукова авіація, атомна енергетика, автоматизація

керування виробничими процесами із  застосуванням обчислю­
вальних машин та ін .

В свою чергу, виявилось, шо багато задач оптимального 

керування доцільно досліджувати в вигляді диференціальних 

включень (J.-P.Aubin, Р .Н .Clarke, J.Kurzweil, C.Olex, T.Wa- 

zewski, В.I . Благодатських. М. М. Красовськнй. 0 .1. Панаскж,

В. І.Панасюк, Б.  М. Пшеничний, О.Ф. Фнлнпов ) . які з'явилися в 

30-х роках в роботах M.Hukuhara, S.C.Zaremba, A.Marchound, 

але не знайшли тоді застосування. Тепер же задачі оптималь­

ного керування стали стимулом для дослідження властивостей 

диференціальних включень та розвитку теорії багатозначних 

відображень. Це привело до появи робіт про диферентйов- 

ність багатозначних відображень (M.Hukuhara.F.S.De В іав і, 

F .Ie rvo lln o , T.F.Brldgland, Н .Т.Banks, U.Q.Jacobs, Ы.Martel-

11, A .V lgn o ll, A.Lasota, A.Strauss, Ю . Б . З є л і и с ь к и й , ЮМ 

Тюрін ) та дослідження диференціальних рівнянь з багато­

значними розв'язками (F.S.De B lae l, F .Ie rvo lln o , U .K le le- 

lew lcz, 0. І.Панасюк. В. І.Панасюк, А. А. Толстоногое).

Наприкінці 70-х та напочатку вО-х років почалося 

дослідження нового розділу оптимального керування - процесів 

керування, які описуються диференціальними включеннями, ті 

містять керування. Вони виникають, наприклад, в задачах ке-
• '

рування об’ єктом в умовах невизначеності або коли права части 

на диференціальних рівнянь с розривною чи задано» нечітко



г
(M.Kikuchi, М.М.Красовський, О.Б.Куржанськнй. В. I . Жуковський, 

Г.М.Константинов, С.Отакулов).

В останні роки в нелінійній механіці та особливо в роз­

д іл і теорії коливання вироке розповсюдження отримали методи

усереднення.

Математичне обгрунтування методу почалось з фундамен­

тальних результатів М.М.Крилова та М.М.Боголюбова. Велику 

роль у розробці методу усереднення для широкого класу задач 

зіграли роботи Ю.О.Мнтропольського, А.М.Самойленка, В.М.Воло­

сова. В.О.Плотнікова, А.М.Філатова, М.М.Хапаєва.

Перше застосування методу усереднення в задачах опти­

мального керування міститься в роботах М.М.Моісеєва. В ос­

танні роки багатьма вченими за допомогою методу усереднення 

були розвязані важливі для практики задачі керування об'єк­

тами (Ф.Л.Черноусько, Л.Д .Акуленко, Ю.Г.Євтушенко, В.М.Лебе­

дев, В.О.Плотніков). В цих та інших роботах застосовуються 
наступні дві методики його використання:

1 ) за допомогою принципу максимуму задача керування 

зводиться до крайової задачі, для розв'язання якої викори­

стовується метод усереднення (М.М.Моісеєва. Ф.Л.Черноусько, 

Л.Д .Акуленко. Ю.Г.Євтушенко та ін ) }

2 ) усереднення рівняння керування і розв'язання отрима­

ної значно простійної задачі будь-якими обчислювальними ме­

тодами (М.М.Мої сеєв. В.О.Плотніков та і н . ) .

В останні рокн з'явилися дослідження, в яких розгляда­
лась можливість використання методу усереднення до диферен­

ціальних рівнянь та включень, розв'язками яких є багатознач­

ні відображення (M .K leielew icz). Також розглядались задачі 

керування багатозначними траєкторіями, які описуються дифе­

ренціальними включеннями, що містять керування .
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ЦІЛЬ РОБОТИ- Дослідження властивостей диференціальних 

включень, по містять керування, диференціальних рівнянь та 

включень з п о х ід н о ю  Хукухари та деяких задач оптимального 

керування жмутками траєкторій.

МЕТОД ДОСЛІДЖЕННЯ. При дослідженні вище згаданих задач 

були використані результати та поняття теорії диференціаль­

них включень, теорії множин, теорії багатозначних відобра­

жень, математичної теорії оптимального керування, теорії 
асимптотичних методів.

НАУКОВА НОВИЗНА. В дисертації одержані та обгрунтовані 

наступні результати:

1. Розглянуто ЛІНІЙНІ і нтегро-диференці альні включення, 

цо містять керування, а саме

-  досліджено властивості жмутка траєкторій та множини 

жмутків траєкторій!

-  досліджено деякі задачі оптимального керування (задачі 

■видкодії, задачі зустрічі N об'єктів, задачі з багатознач­

ними та однозначними критеріями якості) . отримано необхідні . 
та достатні умови оптнмальності керування.

2. Розглянуто нелінійні диференціальні включення, які 

містять керування, тобто

-  досліджено властивості множини жмутків траєкторій -  

компактність;

-  досліджено деякі задачі оптимального керування (задача 

■видкодії, задачі зустрічі N об'єктів, задачі з багатознач­

ним критерієм якості), отримані необхідні та достатні умови 
Оптнмальності керування!

-  розглянута можливість використання однієї схеми усеред­

нення для задачі керування жмутками траєкторій з багатознач­

ним критерієм якосп.



3. Розглянута м о ж л и в іс т ь  повного  та часткового усереднення 

диференціальних рівнянь з похідною Хукухари.

4. Введено поняття диференціального включення з похідною 
Хукухари та досліджені його властивості, а саме

-  аналогічно, як це зроблено в теорії диференціальних вклю­

чень. даються різні означення розв'язків та розглянуто питан­
ня їх  зв'язку між собою;

-  обгрунтовано теорему існування локального розв'язку та 

аналог теореми Фі лі ппова і

-  обгрунтована можливість використання повної та часткової 

схем усереднення.

5. Для лінійних та нелінійних диференціальних включень ти­

пу Гурса, що містять керування, отримано результати, анало­

гічні результатам для лінійних та нелінійних звичайних дифе­

ренціальних включень.

ПРАКТИЧНА ЗНАЧИМІСТЬ. Дисертація викликає інтерес у фахі­

вців по диференціальних включеннях, оптимальному керуванню, 

асимптотичних методах.

Результати роботи можуть бути використані при читанні 

спеціальних курсів та у наукових розробках організацій, що 

проводять дослідження по темі дисертації : Київський, Мос­

ковський, Одеський, Самаркандський, С.-Петербургзський, Таш­

кентський та Харківський державні університети. Білоруський 

політехнічний інститут, Іркутський ОЦ СВ РАН, І К НАН України, 

ІМ НАН України,

АПРОБАЩЯ РОБОТИ. Результати дисертації були представле­

ні на: Всесоюзной научной конференции "Метод функций А.М.Ля­

пунова в современной математике (Харків, 1986), Всесоюзном 

научном совещании "Методы малого параметра" (Нальчік, 1987), 

Республиканской конференции "Дифференциальные интегральные

4
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уравнения и га приложения" (Одеса, 1987), 3 Уральской регио­

нальной конференции "функционально-дифференциальные уравне­

ния и их приложения" (Пермь, -  1988), VI Всесоюзной конфе­

ренции по управлению в механических системах (Львів, 1988), 

Научной конференции "Разрывные динамические системы" 

(Івано-Франківськ, 1990; Ужгород, I 991), Всесоюзной конфе­

ренции "Дифференциальные уравнения и оптимальное управление" 

(Ашхабад, 1990), 3 Всесоюзной школе "Понтрягинские чтения. 

Оптимальное управление. Геометрия и анализ." (Кемерово, 

1990), Науково-технічній конференції "Пам'яті М.П.Кравчука" 

(до 100-річчя з дня народження) (Київ, 1992), Республиканской 

научно-методической конференции, посвященной 200-летию со дня 

рождения Н.И.Лобачевского (Одеса, 1992), VI Конференции ма­

тематиков Беларуси (Гродно, 1992), Весенней Воронежской ма­

тематической школе "Понтрягинские чтения -  IV" (Воронеж, 

1993), "2-м международном научном семинаре ИФАК "Неглад­

кие и разрывные задачи управления и оптимизации" (Челябинськ,

1993), Fourth International Colloquium on D iffe re n t ia l 

Kquationa (Bulgaria, P lovd iv , 1993), F ifth  In ternational 

Colloquium on D if fe re n t ia l Kquationa (Bulgaria, P lovd iv ,

1994).

ПУБЛІКАЦІЇ . Основні результати дисертації були надруко­

вані у роботах 11-34).

ОБ’ЄМ ТА СТРУКТУРА РОБОТИ. Дисертація викладена на 196 

машинописних сторінках і складається э вступу та шести 

глав. Список цитованої літератури має 161 напменуваиня.

ЗМІСТ' РОБОТИ.

У вступі обгрунтовується актуальність теми та лається



стислий з м іс т  основних результатів, отриманих у дисертації .

Перша глава присвячена основним позначенням, означенням 

та результатам з теорії множин, теорії багатозначних відобра­

жень, теорії диференціальних включень, що використовуються у 
дисертації .

Друга глава присвячена лінійним інтегро-днференціальним 

включенням, що містять керування

t
х € A (t)x+^K (t,B )x (B )dB +F (t,u ), х (0 )=хо , (1 )

де x^R"; ueR"1 -  керування; A ( t ) ,K ( t , e )  -  матриці (п х п ); 

P (t ,u ) -  багатозначне відображення.

У першому параграфі досліджувались властивості жмутків 

траєкторій та множини жмутків траєкторій системи (1 ) ( Х(и)

-  жмуток траєкторій системи (1 ) . тобто множина розв'язків си­

стеми (1 ), які ві дповідають керуванню и ( . ) ) .

Теорема 1. Нехай мають місце умови:

А1 .Матриця А ( . )  вимірна на (0 ,Т ).

А2. Норма ||А(.)|| матриці А ( . )  інтегровна на Ю,Т1.

АЗ. Матриця К ( . , . )  вимірна на ІО .ТЬ (0 ,Т ).

А4. Норма ПК ( . . . )  Ц матриці К ( . , . )  інтегровна на [0 ,ТЫ 0,Т1 . 

АВ. Багатозначне відображення R1 “Rm-»Conv(Rn) вимірне

по t  та неперервне no U.

А6. Існує Функція k (.)€L? 10,T1 така, що |P (t,u )|<K (t) майже 

для усіх tftO .T ).

А7. Багатозначне відображення U(. ) :R 1-Conv(Rm) вимірне на 

10,Т).

А8. Існує функція 7 ( . ) f L 2(0,TJ така, по |U(t)|< v ( t )  майже ' 

для усіх t€C0.TJ.

Тоді кожному керуванню u ( .K U ( . )  відповідає багатозначна

6
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траєкторія X (.,U ) системи (1 ). яка відповідає таким умовам:

1) при усіх t€ lO ,T ] багатозначна траєкторія Х (. ,и ) має

вигляд
t t

X (t ,u )*^ tH (t ,s )+ J H (t ,z )R (z ,B )d z )P (e ,u (e ))d e ,

де R (t ,s )  -  резольвента, яка задовольняє рівняння
t

R ( t . B ) - Q ( t , B ) = / < J ( t , Z ) R ( Z . B ) C l 2 S
8

t
Q (t,B )-|K (t.v )H (V ,B )dv ,

a H (v ,z ) -  матриця Коші диференціального рівняння X «A (t )x ;

2 ) X(t,U)6Conv(Rn) при усіх tetO .T ) s

3) при кожному U ( . ) tU ( . )  багатозначна траєкторія X (. ,u ) 

є абсолютно неперервним багатозначнеим відображенням на 

(0 ,Т ). тобто X ( t ,u ) : І0 ,Т1 -» Conv(Rn ).

Теорема 2. Нехай виконуються умови А1-А8 та А9. Множина 

B ( t ) * ( F ( t , u ( t ) ) І и ( . )€ Щ .)> -  компактною і опуклою для майже 

усіх tetO .T l, тобто В: [0.Т1-*- coccCR").

Тоді множина досягнення Ї ( Т )  є компактна та опукла. 

Параграф другий присвячений задачам швидкодії жмутками 

траєкторій системи (1 ),. тобто

a ) X(T,u)eSK : б) X(T,u)3SK і в ) X(T,u)nSK/0,

J(U)=T *• nun,

де X (T,u ) -  розріз жмутка траєкторій у момент Т>0{ SK -  

цільова множина. Отримано необхідні та достатні умови у 

Формі принципу максимуму, коли F (t ,u )*B (t )u + G (t ),  де B (t )  -  

матриця (П х ni)J G (t ) - багатозначне відображення.

Означення 1. Будемо казати, ио пара (ut ( . ) ,X (u t ) )  

залавольняє принцип максимуму иа відршку 10.Т1, якио існує 

векторна Функція . ї , яка є розв'язком спряженої системи
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Т
4>(t) « -Ат (г )ф (і)-| к т (г,в)ф(в)<ів, 4> (T )*s ,(0 ) ,

і виконуються:

1 ) умова максимуму

(B ( t )u , ( t ) , ^ ( t ) )= C (B ( t )U ( t ) .^ ( t ) )

майже скрізь на (О .Т );

2 ) умова трансверсальності на множині SRS

а) С (Х (Т ,и ,), ф (Т ))— 0(S , - ф ( Т ) ) ї

б) С (Х (Т ,и ,), ф(Т))=С(Бк ,ф (Т )){

в) С (Х (Т ,и ,).-ф (Т ))=С (5к ,-ф (Т )).

Теорема 3 (необхідна умова оптнмальності). Нехай викону­
ються умови А1-А9 . U ,( . )  -  оптимальне керування.

Тоді пара (Ut ( . )  ,Х(U,,,) )  задовольняє наступні умови:

1) принципу максимуму на 10,ТІ;

2) у випадках б) та в) існує множина Ф^СоптСИ") така, по

б) Ф={ф€Йп | 2 (T )+4)-SK>. в) $={<(*Rn | г(Т)+ф=Бк) ,

а керування ut ( . )  повинно задовольняти умову 

Т Т
^ IH (T ,B )+ fH (T ,z )R (z,B )dz)B (e )u #(в)(ів € Ф,

Т Т
,8)+jH (T,e)R (Z,B )dB ]C (8)dS.

Теорема 4 (достатня умова оптнмальності). Нехай викону­

ються умови А1-А9, U , ( . )  -деякє керування на 10,Т ), і нехай 

пара (и ^ (. ) ,Х (и 0) )  задовольняє умови теореми 3 на 10,Т І.

А також, нехай X(ug ) задовольняє підсилену умову трансвер­

сальності на множнні SK з Функцією ф (.).  тобто

а) С (Х (Т ,и „). ф (Т ))<-C(SK,-4> (T ));

б) С (Х (Т ,и ,), ф (Т))>С(Бк ,ф (Т ) ) ;

в) C (X (T .u .),4>(T))<C(SK,4 (T ) ) .

де е(Т )=П Н (Т



Тоді u , ( . )  -  оптимальне керування.

Далі (S3) були розглянуті дві задачі зустрічі N об'єктів, 

коли поведінка кожного а них описується системою (1).

Задача 1. J(u1, . . .  , 1̂ )=  max Т1-»- mln,
i=1 ,N

X1(T1,u1) n . . .n  XN(TN,uN)^0.

Задача 3 J(u1, . . . ,uN)= T-~ mln,

X1(T,u1) n ..-П  XN(T,uN)^0.

Отримано необхідні та достатні умови у формі принципу 
максимуму.

Четвертий параграф присвячений задачам керування жмутками 

траєкторій з багатозначними критеріями якості

J(U )=H (X (T.U )), (2 )

де Н ( . ) :  Comp(R") —  Conv(Rn ).

Означення 2. Керування u( ( . )  будемо називати *1 -опти­

мальним в задачі (1 ),(2 ), якщо не існує керування u ( . ) « U ( . )  

такого, щоб була сумісна система нерівностей

mln{hi |h е H (X (T ,u ))) > |h < H (X (T ,u ,))> , i-TTS.

э котрих хоча би одне є строгим.

Означення 3* Керування и , ( . )  будемо називати *2-оптималь~ 

ним у задачі <1).<2>, якщо не існує керування u ( . ) * U ( . )  тако­

го. щоб хоча би для одного вектора

h*€ H (X (T ,u ,)) 

була б сумістив система нерівностей

mln(h1|h і  H (X (T,u ))> > h*. i«T7R.

з котрих хоча би одне с строгим.

Означення 4. Керування U , ( . )  будемо називати *3-оптн-

9



кальним у задачі <1).<2), якщо не існує керування U (. )e U (. )  

такого, щоб була сумісна система нерівностей

mirKhJh € H (X (T,u ))> > m axthjh € Н (Х (Т ,и „))> , і=ТЛс.

а котрих хоча би одне є строгим.

Властиві сть 1. Виконується включення

W«1 с UkP. с U%3- 
де -  множина кі-оптимальних керувань системи (1 ),(2 ),

1»1,2 ,3 .

Теорема S . Нехай виконуються умови А і-А9.

Тоді існує кі-оптимальне керування для задачі <1),(2 ).

Потім доведені деякі достатні та необхідні і достатні умо 

ви «1 - , *2- та *3- оптимальності керування для задачі <1),<2). 

Твердження 1. Коли ut ( . )£ U (. )  знайдено э умови

max )  a.,min{h |h€H(X(T,u))>- ^ a.miiHh. |h€H(X(T,u.))> 
u(.)eU(.)i=i 1 1  i=i

де a i >0 . тоді ut ( . )  є тс1 -оптимальним керуванням для задачі

<1).(2).

Твердження 2. Для того, щоб керування (.  )€U( . )  було

ч1 -оптимальним для задачі (1 ).(2 ) необхідно й достатньо, 

щоб існували такі г.,, . . .  » rk, що для u

Wo= C u (.)tU (.>|т1п{Ь±|Ь € H (X (T ,u )))? r l t  1=1 ,k>

виконується нерівність

10

де a^>0, тоді u4( . )€ U (. )  є  кЗ-оптимальним керуванням для

У minth.|h « H(X(T,U))}< > їяігНЬ. |h € H(X(T,u,))).
1S1 1 iSl 1

шах >
u ( .h U ( . ) i£ i

Твердження 3. Коли и ,(. )€ Щ < ) знайдене з умови

іах V a-minCh, |h€H(X(T,u)))« )  a.miiHh. |heH(X(T,u ) ) } ,  
*U(.)i£i 1 1 jit 1 1



задачі (1 ), (2 ).

Твердження 4. Для того, щоб керування U4( . )€ U ( . )  було 

«3-оптимальним для задачі (1 ),(2 ), необхідно й достатньо,

иоб існували такі г^Х), 1=1 ,k . що для uJl(. )fW o !

иош {u (.)€0(.)|m in{h1|h е H(X(T,u))>>r1. 1=TTR>

пиконуеться нерівність

) mlnth.|h * H(X(T,u)))^ V maxOi.|h € H(X(T,uJ)>.
is i 1 it?i 1

Твердження 5. Нехай керування Ut ( . ) « U ( . )  таке, цо

max mln > h -  mln > hJ
u ( . ) « U ( . )  h e H ( X ( T , u ) ) i « i  1 h«H(X( T, ut ) ) i = i  1

Тоді керування u , ( . )  є *2--оптимальним для задачі (1),<2). 

Розглянуто деякі приклади критеріїв якості:

1. H (X (T,U ))=N»X(T,U ), де N - матриця (k «n ).

Теорема 6. Коли и „ ( . ) « Щ . )  задовольняє умову

max ^ a.mlnth. | h € (lH (t ,e )+ fH (T ,z )R (E ,e )d z ]P (8 ,u (e )),n 4 >Ь  
u ( . ) e U ( . ) i - '  1 1  в 1

fc Т«  2 a.-mlnflijh € ((H(T,B)+JH(T,z)R(z,e)dJS)P(e,u1>(B )) ,n1 ))
1а 1 В

де )  « , « 1 ,  aj>0, 1*1,к, п .-  1- й рядок матриці N. тоді
І&1 А

U , ( . )  с *1 -оптимальним керуванням задачі (1),<2).

2. J (u )-<cTx I xeX (T,u )>, ceRn. (3)

Теорема 7. Нехай система (1 ) задовольняє умови А1-А9. 

Керування (• )с И (. ) є максимінннм для задачі (1 ). (3 ) тоді 

і тільки тоді, коли для майже усіх tetO.TJ вірна рівність 

C (P (t,u  ( ї ) ) , ф ( і ) ) *  max C <F (t.u < t)) ,ф (г ) ) .
U < .k U (.)

11
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де ф(. )  - розв'язок системи

т
a>(t) € -AT ( t M t ) - n K T (t .eM e )< lB , ф(Т)=С. (4 )

Теорема 8. Нехай система (1) задовольняє умови А1-А9. 

Керування u , ( . )€ U ( . )  є максимаксним для задачі (1 ), (4 ) тоді 

і тільки тоді, коли для майже усіх tctO .T ) вірна рівність

де p ( . ) :R 1—>R" відповідає наступним умовам!

1) р ( . )  неперервне на R";

2) р ( . )  зростає на R” .

Означення 5. Керування и , ( . )  будем називати *4-оптималь- 

ким у задачі <1),(2), якщо не існує керування U ( .K U (. )  тако­

го, щоб була сумістною система нерівностей

max{hi |h « H (X (T,u ))> *  mturthjh (  H (X (T ,u „))> ,

з котрих хоча би одне є строгим.

Теоерма 9. Нехай керування ut ( . )€ U ( . )  є оптимальним для

задачі (1). (5 ) та P (t,U )=B (t)u +G (t), де B (t ) -  матриця (П х

m)j G (t ) -  багатозначне відображення.

Тоді керування U , ( . )  є «1 - та тс4-оптнмальннм для задачі

(1 ) . (5 ) ,  де матриця N є одиничною матрицею (п*п ).

В останньому параграфі розглянуто деякі однозначні крите-

pi і та отримані необхі дні й достатні умови оптнмальності.

Третя глава присвячена нелінійним диференціальним вклю­
ченням з керуванням

т х  C (? ( t ,u ( t ) ) , 4> (t )),  
u ( . )c U ( . )

де ф(.) - розв'язок системи (4)

3. H (X (T ,u ))-  J . . .Jp (x)dx, 
X(T,u)

(Б)



x e F (t ,x )+ D (t ,u ),  x ( t o )»x o , (6 )

x с P (t ,x ,u ) ,  x ( t o )=xo , (7 )

де x«Rn, utRm- керування; P ( t , x ) ,  P ( t ,x ,u ) ,  D (t,u ) -

багатозначні ві дображення.

У першому, другому та третьому параграфах розглядаються

ті ж питанням, що й у відповідних параграфах другої глави і

отримано аналогічні результати, але у другому параграфі роз­
глядається ті льки задача швндкодії (в ).

Теорема 10. Нехай виконуються такі умови:

Б1 . Багатозначне відображення F ( . , . ) :  R1 «Rn-»ConT(Rn ) і

1) вимірне на l t o ,T );

2 ) ліпшіцеве на Rn3 константою L;

Б2. Існує Функція k ( . ) t L 2l t o ,T ) така, що | ? ( t ,x )|<К(t ) для 

майже усіх t € l t o ,T).

БЗ. Багатозначне відображення D (. , . ) :  R1 »Rm-*Conv(Rn ) :

1 ) вимірне на ( t Q>Т);

2) неперервне на R"1.

Б4. Існує функція m ( . ) a 2l t o .TJ така, що |D(t,u)|<m(t) для

майже усіх t e l t o ,T).

Б5. Багатозначне відображення V ( . ) :  R1-*Conv(Rm) вимірне на

Б6. Існує функція 1 ( . ) (L e I t o ,T ) така, «о  | V (t )| < l(t )  для 

майже усіх t € ( t o ,TJ.

Б7. Множина R ( t ) » {D ( t ,u ( t ) )| u ( t )e U ( t ) )  опукла та компакт­

на, тобто R ( . ) :  I t  ,Т ) -  coco(Rn ).
О

Толі множина досягнення Y (T ) системи (6 ) с непорожньою 

компактною множиною простору Comp(Rn) .
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Теорема 11• Нехай виконуються такі умови:

В1. Багатозначне відображення r ' «  Rn« Rm-*Conv(R” ):

1) вимірне на Cto ,T );

2) ліпиіцеве на Rn3 константою L;

3) неперервне на R™

В2. Існує функція m (. )tb g lto>T) така, цо | F (t ,x ,u )|<m(t) для

майже усіх t « l t o ,T l;

ВЗ. Коли послідовність слабо збігається до

и , ( . ) .  то для кожної абсолютно неперервної функції Х ( . )

послідовність (F ( . , x ( . ) » u k ( . ) ) ) ” >1 слабо збігається до

F ( . , z ( . ) , u t ( . ) )  

та умови Б5.Б6.

Тоді множина досягнення Ї ( Т )  системи (7 ) є непорожньою 

компактною множиною простору Comp(R” ) .

Означення б . Будемо казати, що пара (U „ (. ) ,X (u e ) )

задовольняє принцип максимуму на відрізку ( t o>T ), якщо 

існує такий нетривіальний розв'язок ф, ( . )  диференціального 

рі вняння

a C (F ( t , x , ( t ) . u , ( t ) ) .  ф )
ф—  ------- -----------------------------

до виконуються умови:

1) умова максимуму

C (F (t ,x . ( t ) ,u , ( t ) ) ,> * ), ( t ) ) =  шах C ( F ( t , x , ( t ) , u ( t ) ) , ^ ( t ) ) .  
*• * u(. )«U(.) *

де х( (. )  є розв'язком рівняння

(x . ( t ) ,  < p ,(t ))= C (F (t,x t (t ).u ^ (t )),< p 0( t ) )

прн майже усіх t c I t o ,T );

2 ) умова трансверсальності на Sk :
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C (X (T .u ,). ф ,<Т ))= -C(Sk (- * ,< T ) ) .

Теорема 12 (необхідна умова оптимальності) Нехай у 

задачі, швидкодії керування U , ( . ) « U ( . )  оптимальне, Х ^ .и , )

- багатозначне відображення, яке відповідає u<( . ) ,  Т - м ін і­

мальний час, при якому виконується умова -  X(T,u)nSK#0, а 

система (7 ) задовольняє умови теореми 10 і наступні умови :

Г1. При майже усіх t € l t o ,T ) і будь яких а, (3 > 0, а + р» 1

та X ,> хг € St (0 ) виконуються умови і
Jm (а ) de 
*0

O R tt.X ,)* pR(t,Xg ) с Rtt.oix, + рхг), 

де R (t ,X )*  U F (t,X ,U ), та для будь якого u ( . ) * U ( . )
U t U ( t )

c t f t t . x ^ u m )  + p F (t,x2 ,u ( t ) )  С F (t ,a x 1+ (3x2>u (t ) ) .

Г2. Опорна Функція C (F (t ,X ,u )^ )  множини F (t ,X ,u ) неперервно- 

днференціповна по X при майже усіх ( t ,U ^ )e R 1 «Rm«Rn.

ГЗ. Існує р ( . )€L2l t o ,T ) така, но для будь яких двох векторів 

ф1.ф2 е Rn виконується умова

ac (F (t ,x ,u ) , ф1) a c (F (t ,x ,u ) . фг )
Ох Эх

Ф Ш ІФ ’ -Ф2 !.

Тоді пара (u,,(«)#X(ut ))  задовольняє принцип максимуму 

на відрізку И о ,Т ).

Теорема 13 (достатня умова оптимальності) Нехай у задачі 

■вндкодп U , ( . )€& (• )- припустиме керування, Х ( . ,и ( ) -  багато-- 

значне відображення, яке відповідає и „ ( . ) ,  Т -час, при якому 

вмкаиуеться умова Ц (Т.U)0SK *  0. система (7 ) задовольняє 

умови теореми 11 •

Якщо трійка (U , ( . ) .X (U , ) ,  Т ) задовольняє!

1) умови принципу максимуму;



c (X (t .u , ) .  ф , т » - с ( 8 к , - ф , , т ) ,  t € i t o ,T ).

3) Функція C (F < t,x ,u ,(t)),(t> ) вгнута по X у точці X , ( t )  при 

ф=ф,(ї) для усіх t € l t o ,TJ, тоді и „ ( . )  є оптимальним керуванням, 

а Т - мінімальний час.

У #4 розглянута задача керування з критерієм якості

J (u )= { Л  I X (  Х (Т ,и )>, С € R". (8 )

1 отримані достатні умови мінімаксності та максимаксності 

керування.

Теорема 14. Нехай керування ис ( . )  є максимі ним для

задачі (7 ), (8 ), а система (7 ) задовольняє умови теореми 11.

Тоді і снує векторна Функці я ф„( . ) ,  яка є розв' язком

aC(F<tpx „ ( t ) , U , ( t ) ) .  ф ) 
спряженої системи ф= -  ------- ---------------------------- ,ф(Т)=-С,

і виконується умова

C (F (t,x  ( t ) »u ( t ) ) ( t ) ) = min C (F (t,x  ( t ) , u ( t ) ) ^  ( t ) )
* * u ( . )eU( . )

для майже усіх t e l t o ,T l, де X , ( . )  є розв'язком рівняння

( x . ( t ) ,  ф , ( г ) )= С (У (г .х , ( ї ) .и , (1 ) ) .ф , ( ї ) )  

для майже усіх t€l't ,Т ).

Теорема 15. Нехай керування и , ( . )  є максимаксннм для 

задачі (7 ), (8 ), система (7 ) задовольняє умови теореми 11.

Тоді існує векторна функція ф ,( « ) .  яка є розв'язком

a C (F ( t , x , ( t ) .U , ( t ) ) .  ф ) 
спряженої системи ф» -  ------- 55------------------------- , Ф<Т)«С,

1 справедлива умова

C (F ( t ,x , ( t ) ,u . ( t ) ) ,ф, ( t ) ) =  max C(F<t,x ( t ) ,u ( t )M >  < t ))
* * * u ( . )e U ( . ) * *

для майже усіх t e [ t o ,T l. де X , ( . )  є розв'язком рівняння 

( x , ( t ) .  ф ,< t ))= C (P (t .X ^ (t ).U ,< t ) ) ^ , ( t ) )  

л.пя майже усіх t * [ t o ,T ).
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Параграф п'ятий присвячений можливості застосування однієї 

схеми усереднення.

Нехай процес описується системою

х Є e (F (t ,x )+ A (x ) R (t ,u ) l ,  х (0 )=хо , (9 )

J (u )= $ (X (T ,u )), (10)

де Є>0 -  малий параметр: F (t ,X ) ,  R (t ,u ) -  багатозначні відо­

браження; А (х ) -  матриця (п х ш); ф : CompCff*) —* Conv(R^).

Системі (9 ),  (10) поставимо у відповідність систему

ї  € (F (t ,x )+ A (x ) V I, х (0 )=хо , (11)

ЇЇ(У)=Ф(Х(!М)), (12)

де V € Conv(R ) -  багатозначне керування.

Наводяться умови для задач (9 ),  (10) та (11 ), (12 ), при

яких їх  максимінні (максимаксні) керування близькі по функ­
ціоналах-

Четверта глава присвячена диференціальним рівнянням з по­

хідною Хукухари, які відносяться до диференціальних рівнянь 

з багатозначними розв'язками, тобто

DhX=F(t,X ), X (tQ)=Xo , (13)

де DhX - похідна Хукухари від багатозначного відображення 

Х ( . ); F (t ,X ) -  багатозначне відображення; XQ - множина.

У першому параграфі наводяться основні результати (И.Ни- 

Kuhara, F.S.De B lae i, F .Ia rvo lin o , M .K isielew lcz, А.А.Толсто 

ногов).які стосуються цих диференціальних рівнянь.

Другий параграф присвячений усередненню диференціальних 

рівнянь з похідною Хукухари, тобто

D X=EF(t,X ), Х(0)=Х . (14)
п О

DhX = e »(t ,X ), Х(0)=Хо , (15)
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, т т
де I ls ! ih (J T (t ,X )d t , j« (t ,X )d t )= 0 . (16)

Т-*оо о  о

та обгрунтовуються деяк» умови близькості розв'язків рівнянь 

(14). (15 ).

Теорема 16. Нехай в області D = {(t,X )| t?0 , XeQe Conv(R” ) )  

виконуються умови:

1) багатозначне відображення F ( . , . )  є вимірним по t та 

неперервним по X;

2) існує сумовна функція M (t) та константа MQ, а також 

неспадна функція Н (а ), Ит Н (а)=0 така, ию для ЪО та X « Q
а-» о

h (F ( t ,x ') ,F ( t ,x " ) ) «H (h < x \ x " ) ) l l< t ) .  X , (t)at<M  ( t  -  t )

1

на будь якому I "t 1, Э;

3) багатозначне відображення F ( . , . )  вимірне no t  таке, яр 

рівномірно відносно X в області Q існує границя (16);

4) існує сумовна функція N (t )  і константа И0,такі ио дія t>0

і X(Q |F (t,X )|^H (t), )F (t ,X )| «N (t )  та для виконується

*г
J H (t)dU P 0 ( t s -  t f ) j

5) існує обмежена сумовна Функція X (t )  така, по

|A.<t)|«X, h (F ( t ,X ') ,F ( t ,X " ) )< \ ( t )b (X ',Х-)5

6) розв'язок Х ( . ) ,  X(0)=Xo«Q'cQ системи (14) при t»0  для 

усіх Єе (0 ,о І лежить з деяким р-околом в області Q.

Толі для будь якого малого т)>0 та велнкег® 1>© можна 

вказати таке Є0 (т),Ь)€ (0 ,0 ). то trptt 0 <S4So  па ІО .Іе" ’ )  вжсо

ігується нерівність h (X (l> ,3H ll»<T f, де та 3 t(.) є розв'яз­

ками системі» (14 ) те (15). відповідно.

Тедарет» 17. Нехай в області D викохуються наступні умови: 

І>  б*»гататегчнс відображення ? ( . , . )  е « “Перервним по t,

18



обмеженим константою М та задовольняє відносно X умову Ліп­

ні ця з константою А.;

2) рівномірно відносно X в області Q існує границя (16);

3) багатозначне відображення Р ( . , . )  є неперервним по t, 

обмеженим константою М та задовольняє відносно X умову Ліп­

ші ця з константою X;

4) розв'язок Х ( . ) ,  X (0 )=Xq€Q'€Q системи (14) при t^O для

усіх Є€ (0 ,о ) лежить з деяким р-околом в області Q.

Тоді для будь якого малого Т}>0 та великого L>0 можна 

вказати таке єо (Т},Ь)€ (О ,о), що при 0<є«єо на 10,L e '1) вико­

нується нерівність h (X (t ),X (t ))< T ), де Х ( . )  та Х ( . )  є розв'яз- 

ками системи (14) та <15). відповідно.

Теорема 18. Нехай в області D виконуються наступні умови:

1) багатозначне відображення F ( . , . )  є неперервним по t, 

обмеженим константою М, рівномірно неперервним по X рівномірно 

відносно t ;

2) рівномірно відносно X в області Q існує границя (16);

3) багатозначне відображення ? ( . , . )  є неперервним по t, 

обмеженим константою М та задовольняє відносно X умову Ліп­

ші ця з константою X;

4) розв'язок Х ( « ) ,  X(0)=XocQ'cQ системи (14) при t^O для

усіх Є€(0 ,0 З лежить з деяким р-околом в області Q.

Тоді для будь якого малого т)>0 та великого L>0 можна 

вказати таке Єо (71,1)6(0,0). що при 0<є«єо на СО, Ь є '1) 

виконується нерівність h (X (t ),X (t ))< T ), де Х ( . )  та Х ( . )  є роз­

в'язками системи (14) і (15). відповідно.

У п 'ятій главі розглядаються диференціальні включення з 

похідною Хукухари

DhXc:*(t,X ), Х(0)=Хо , (17)
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DhX €F (t,X ), Х(0)=Хо . (18)

Параграф перший присвячується зв'язку цих включень з 

диференціальними рівняннями з похідною Хукухарн та диферен­

ціальними включеннями.

У параграфі другім, аналогічно, як це робиться у теорії 

диференціальних включень, наводяться різні означення роз­

в 'язків диференціального включення з похідною Хукухарн. та 

розглянуто питання зв'язку між ними.

Означення 7. Розв'язком диференціального включення (18) 

будемо називати абсолютно-неперервне багатозначне відобра­

ження Х(.), похідна Хукухарн якого задовольняє включення (18) 

для майже усіх t«IO ,TJ.

0 (F ) -  множина усіх таких розв'язків системи (18 ). 

Означення 8. Багатозначне відображення Х (.) будемо нази­

вати узагальненим розв'язком системи (18). якщо Х( . ) « с “ {0 ,Т ).
h t"

та виконується включення X ( t " )  ----  X ( t ' )  с J F ( t ,X ( t ) )d t
t '

для майже усіх  , t " ( I0 .T J .

G(F) - множнна усіх узагальнених розв'язків системи (18 ). 

Теорема 19. Нехай F ( . , . ) :  Ю .ТЬС оп ^й ") -• cocc(Rn) задо­

вольняє умови і

1) F ( . ,X )  вимірне на І0 ,Т І;

2) F ( t f . )  неперервне на Conv(R");

3 ) |F (t,X )I «  * ( t ) ,  (t,X )€ lO .U -ConT(Rn>. * ( . )€ b ,  10,TJ.

Тоді 0 (F )*G (F ).

Означення 9. Нехай X (.):IO ,T)-*Conv(Rn).  Множину D *X (x)« 

де

F -{Y (ConT(R")| 3 t - T ,  t >t, I t я b ( (X (t  )*X (T ) )/ (t  -T ),Y )=0>
X  * n  n  n  n



L -(YeConv(Rn )| 3t -»т, t  < t, llm h(<X(T)&X(t’ ) )/ (- t - t  ),Y)=0>
x n n n -» n n

будемо називати контингент ею Х (.) у точці 'CetO.Tl.

Означення 10. Нехай Х ( . ):{0 ,T l-C onv(R n) .  Множину D**X(T)* 

»{YeConv(Rn )i3 tn-'C ,t1- x . t n> t1,Um h ((X (tn )b X (ti ) ) / ( t n- t 1).
П, 1-W

Y)=0) будемо називати паратннгенцією X (.) у точці Т€ І0 ,Т ].

Означення 11. Багатозначне відображення Х (.) будемо на­

зивати контингентним (паратингентним) розв'язком, якщо 

Х (.) eCjJlO.H та D * X (th P (t ,X (t ) ) ,  teCO.Tl

( D * *X (t )e P (t ,X (t ) ) ,  t«tO ,T ) ) .

C (P ) (P (P ) ) -  множина контингентних (паратингентннх) роз­

в 'язків (t8 ).

Теорема 20. Нехай F (. , . ): lO ,T )«C o n v (R n)-*CC(Rn) напівнепе 

рервие зверху багатозначне відображення. Тоді 0 (Р )=С (Р ).

Означення 12. Багатозначне відображення Х (.) будемо нази­

вати квазірозв'язком диференціального включення (18), якщо іс ­

нує послідовність )>£в1твка, «о

1) Х^(.)€АСмІО,ТІ5

2) | D ^ ( t ) | « ( t ) ,  t f lO .T l ,  n i(.)€b1 С0.Т1. к -ЇТ »;

3) llm Xk (t )= X (t ) ,  t€ (0 ,T );
k-*oo

4) llm dlat(D hXk ( t ) ,P ( t ,X k ( t ) ) )=0 майже для усіх te lO .T ).
k-«x>

Q(P) -  множина квазірозв'язків (18).

Теорема 21. Нехай F ( . , . ) :  (О.ТЗ .Oonv(Rn )-*cocc(Rn ) задо­
вольняє умови :

1) Р (. ,Х ) вимірне на 10 ,Т1;

2) F ( t , . )  неперервне на Conv(Rn),

3) |P(t,X)| s ra (t), (t,X )eI0 ,T }»C onv(R n ),  m (. ) «L , (O .T l.

Тоді 0(COF)=Q(F)=Q(COF).

г\



Означення 13. Багатозначне відображення Х (.) будемо на­

зивати класичним розв'язком системи (18), якщо Х<. )«DC*IO,T) 

і виконується включення DhX ( t ) « P ( t ,X ( t ) ) ,  X(0)=XQ для усіх 

te lO .T ).

У третьому параграфі обгрунтовується теорема існування 

локального розв'язку для диференціального включення

DhXeP(X), X(0)=Xo ,DhX(0)=Voe Р(Хо ) ,  (19)

та аналог теореми А.Ф.Филипова для (11 ).

Теорема 22. Нехай F (. ):Conv(R")-*cc(Rn ) -  абсолютно неперер 

вне багатозначне відображення I VQe Р(Хо ).

Тоді існує 1=10,Т ) та неперервно диферентйовне відобра­

ження Х (.) на І  таке, яо DhX (t )e P (X ( t ) ) ,  X(0)=Xo ,DhX(0 )«Vo« 

Р(Хо ) .

Теорема 23. Нехай:

1) відображення ? ( . , . ) :  I0 ,TbC onv(R ") «• cc(R” ) неперервне 

по ( t ,  X) і відповідає умові Лі пні ця по X з константою К (. ) ,  

сумовною на 10,ТІ;

2) відображення Y ( . )  абсолютно неперервне на 10,Т ). та 

d la f(D h'? ( t ) , P ( t , Y ( t ) ) ) * p ( t )  для майже усіх te lO ,T ). де р ( . )

є сумовною на 10,Т );

3) для деякого Xo€Conv(R") виконана умова h (Y (t0 ),X 0 )«:8<b.

Тоді існує розв'язок Х (.) системи (18) на Ї0 » І Ї  такий, но

1) Х(0)=Хо * 2 ) h (X ( t ) ,Y ( t ) )< E ( t ) ,  t< 10,Т );

3 ) h(DhT (t ) ,D hX ( t ) ) « k ( t ) e ( t ) + p ( t )  для майже уоїх t « I0 ,T ) ,

ае « t
? (t )= C e "(t> -»|J »  l* (t> “m (e)p(B)dB|, m (t)«|Jk (e )de| , t « I0 ,T ) .

о о
Остатм» параграф присвячений усередненню вклн»чення

D. X (e P (t ,X ), Х (0)*Х . (20)ft о
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DhXeeF(X), Х(0)=Хо . (21)
V *V__/

F(X)=ltin i fP (t .X )< n  (22)
*~o T0

а також обгрунтуванню двох схем усереднення (повної та 

часткової ) для (20 ).

Теорема 24. Нехай в області D = {(t,X )| t^0 , X«<h Cony(Rn ) )  

виконуються умови:

1) багатозначне відображення F ( . t . )  неперервне та рівномірно 

обмежене по Ct,X)€<J і задавольняє умову Ліпші ця по X з конс­

тантою тобто

F (t,X )cS M(0 ),  d (F (t ,X ') ,F (t ,X " ) )s \ h (X ',X " ) ;

2) рівномірно відносно X в області D існує границя (22);

3) для усіх XotQ'eQ розв'язок включення (20) лежить з 

деяким р-околом в області Q.

Тоді для будь якого малого т)>0 та великого L>0 можна 

вказати таке Єо (Т(,Іі)« (0 ,а ). ідо при 0<Є4Єо на Ю,Ьє~11 вико­

нується твердження

1) для будь якого розв'язку Х (.) включення (21) існує роз­

в'язок Х (.) включення (20) такнп. що виконується нерівність

h(X(t),X(t))<7), (23)

2) для будь якого розв'язку Х (.) включення (20) існує роз­

в'язок Х (.) включення (21) такий, що виконується нерівність 

(23 ).
Таким чином, вірна оцінка d (Y ( t ) I7 ( t ) ) ^ ,  де Y ( t )  - пе-

1 W[«р із  с ім 'ї розв'язків включення (20), Y ( t )  - переріз с ім 'ї 

розв'язків включення (21).

Теорема 25. Нехай в області D = {(t,X )|t^0 , XeQc Conv(R")> 

визначені диференціальні включення

D.X1 eeF (t,X 1) ,  Х1(0)=Х . D.X2?eC(t,X2) ,  Х2 (0)=Х .
п  o n .  о
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і нехай в ці й області:

1) багатозначні відображення G ( . , . )  неперервні та

рівномірно обмежені по (t.X )cQ  і задовольняють умову Лі nail ця 

по X з константою X, тобто P (t,X )eS M(0 ), G(t,X)=SM(0 ),

< l(P (t,X ' ) , F ( t ,X " )k y » (X ’ ,X "). d (G (t,X ' ),G (t ,X "))< \ h (X ’ ,X")5

2) рівномірно відносно X в області D існує границя

J f^ h (J P (t ,X )d t>/G (tIX)<lt)=Oi
T-w> о о

3) для yclx XQe04Q та є « (0 ,£ ° )  розв'язок Х2 ( . )  прн t»0  

лежить в області Q з деяким р-околом.

Тоді для будь якого малого Т)>0 та великого Ь>0 можна 

вказати таке Єо (т ),І)е  (0 ,0 ). яо при 0<є«єо на lO,Le~1J вико­

нується твердження

1) для будь якого розв'язку Хг( . )  існує розв'язок Х1( . )  

такий, яр виконується нерівність

h(X, (t ) ,X 2 (t))<T j, (24)

2) для будь якого розв'язку X ( . )  існує розв'язок X ( . )  

такий, що виконується нерівність (24).

Таким чином, вірна оцінка d(Y* ( t ) , Y 2 (t ) ) «T },  де T1( t ) ,  

ї ? ( t ) - замикання перерізів сімей розв'язків відповідних 

включень.

Остання, воста глава присвячена диференціальним включен­

ням типу Гурса. що містять керування.

У першому параграфі розглядаються ліні Чиї диференціальні 

включення

Bxy- * (X ,y )8 t P ( l , y ,B )F  8 (0 ,У )-ф (У ),  8 (Х ,0 )«ф (Х ),  ф (0 )*ф (0 ), 

та дослілжу ються деякі питання, які аналогічні тим, яо 

розглядалися у другі я глав і.

Другий параграф присвячений нелінійним диференціальним

ел
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включенням f

t F (x ,y ,u ),  в (0 ,у )=ф (у ), г (х ,0 )= ф (х ), ф (0)=ф (0),

і у ньому обгрунтовуються умови, при яких множина G (a,b)= 

= {Z (a,b ,u )|  u ( . , . ) c U ( . , . ) }  компактна, ле Z (a ,b ,u )=  

(z (a ,b ,u )|  z { ........) € Z (u )) .
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Плотников А.В. Исследование некоторых дифференциальных 

уравнений с многозначной правой частью. Диссертацией являет­

ся рукопись из 198 стр. машинописного текста Диссертация на 

соискание ученой степени доктора физико-математических наук 

по специальности 01.01.02 -  дифференциальные уравнения и

01.01.09 -  вариационное исчисление и теория оптимального уп­

равления, Институт математики Национальной Академии Наук 

Украины, Киев, 1995.

Защищается научная рукопись, которая посвящена свойствам 

пучков траекторий управляемых дифференциальных включений, не­

которым задачам управления пучками траекторий и доказываются 

необходимые и достаточные условия оптимальности. В работе 

вводится понятие дифференциального включения с производной 

Хукухары, даются различные определения решения и доказывают­

ся некоторые теоремы их существования. А также обосновывают­

ся некоторые схемы усреднения управляемых дифференциальных 

включений, дифференциальных уравнений и включений с произ­

водной Хукухары.

P lotn ikov A.V. The research o f  some d if fe r e n t ia l  equa­

tions with multivalued r igh t hand side. The thesis Is  the 

typescrip t on 198 p. Theeie fo r  the doctor degree o f physic- 

mathematical ecience on the sp e c ia lity  01.01.02 -  d iffe ren ­

t ia l  equations and 01.01.09 -  va ria tion a l calculus and o p t i­

mal con tro l, Mathematical In stitu te  o f Ukranlan National 

Academy o f Sciences, K iev, 1995.

The d isserta tion  researches properties o f the bunches 

tra je c to r ie s  o f control d lffe ren  t la l  inclusions, some
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зо

control problems o f bunches tra je c to r ie s  and necessary and 

s u ffic ie n t  conditions o f  op tim a lity  th e ir  solutions are 

proved. The notion o f the d if fe r e n t ia l  Inclusion with Hukuha- 

ra d er iva tive  is  lntrodused, d iffe re n t  d e fin it ion s  o f the so­

lu tion  are given and some theorems o f theirs  existence are 

proved. Some schemes o f the averaging con tro llab le  d iffe re n ­

t ia l  Inclusions, d if fe r e n t ia l  equations and inclusions with 

Hukuhara d e r iva tive  are ju s t i f ie d .

КЛЮЧОВІ СЛОВА: диференціальне включення, похідна Хукухари. 

керування, вадача оптимального керування, схеми усереднення.
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