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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТУ

Актуальность темы. В различных разделах физики и механики 
возникает необходимость расчета физических процессов в сильно 
неоднородных средах. Математическое описание таких процессов 
и их эффективных характеристик приводит к проблемам усредне­
ния краевых задач для дифференциальных уравнений с частными 
производными. В этих задачах уравнения имеют быстро осцилли­
рующие коэффициенты или же рассматриваются в областях слож­
ной структуры, и существо вопроса ой их усреднении заключает­
ся в возможности построения краевой задачи для уравнения с 
простыми коэффициентами или в простой области, к решениям ко­
торой в каком-то смысле близки решения исходных задач.

Типичным примером областей сложной структуры, рассматрива­
емых в теории усреднения, являются перфорированные области, 
получающиеся из фиксированной области выбрасыванием большого 
числа мелких попарно непересекаюшихся компонент. Впервые воп­
рос об усреднении краевых задач в таких областях был подверг­
нут детальному изучению в 60-е годы в работах В.А.Марченко и 
Е.Я.Хруслова. _

В начале 70-х годов появляются первые работы по усреднению 
для уравнений с частными производными с периодическими быстро 
осциллирующими коэффициентами. Это работы Э.Санчес-Паленсии, 
Э.Де Джорджи и С.Спаньоло, А.Бенсуссана, 1.-Л.Лионса и Дж.Папа- 
николау, Н.С.Бахвалова.

Дальнейшее развитие теории усреднения связано с исследова­
ниями этих и многих других математиков, прежде всего, Л.Тартара, 
ф.Мюра, К.Сбордоне, П.Марчеллини, Дж.Даль Мачо, Е.Я.Хруслова,
В.В.Жикова, С.М.Козлова, 0 .А.Олейник, Г.П.Панасенко, 5},В.Скрып- 
ннка, А.А.Панкова. . '

В настоящее время теория усреднения представляет собой ин­
тенсивно р8звивающук>ся облаоть математики, имеотую^тирокие при­
ложения- в физике и технике. В значительной мере физические за­
дачи определяют бснсзчне направления математически? исследова­
ний в этой области.
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С теорией усреднения краевых задач для дифференциальных урав­
нений с частными производными тесно связаны вопросы £ -сходимости 
операторов и Г -сходимости функционалов, ^-сходимость и /'-сходи­
мость -  это особые виды сходимости отображений. Применительно к 
конкретным граничным задачам они определяются таким образом, что­
бы обеспечить сходимость их решений к решению соответствующей за­
дачи с предельным оператором или функционалом. Это обстоятельство 
и объясняет связь £ -сходимости и /"-сходимости с усреднением.

Понятие (^-сходимости последовательности операторов введено 
С.Спаньоло /І9 6 8 /. В работах Э.Де Джорджи и С.Спаньоло /1973/, 
К.Сборцоне /1975 /, Л.Тартара /1976-77/, Ф.Ыюра /1977-76/, П.Мар- 
челлини /1979/ сформировалась теория f -Сходймости для дивергент­
ных линейных эллиптических и параболических операторов второго 
порядка. В серии работ В.ВЛикова, С.М.Козлова и 0 .А.Олейник 
/1979-82/ построена теория £ -сходимости для дивергентных линей­
ных эллиптических и параболических операторов высокого порядка.
£ -сходимость п,-:ледоваТельностей нелинейных эллиптических опе­

раторов дивергентного вида изучалась в работах Л.Тартара /1977/, 
У.Е.Райтума /1981,84 /, Д.Джакетти /1984/, А.А.Панкова /1984-85, 
87-88 ,91,93/, Н.Фуско и Дж.Москарьелло /1987/,. А.Брэдеса, В.Кья- 
цо Пиат и А.Дефранчески /1992/. Наиболее существенные результаты 
получены А.А.Панковым. Им исследована ^-сходимость нелинейных 
операторов произвольного порядка и установлены такие ее важные 
свойства, как компактность, локальность, сходимость произвольных 
решений. В сравнительно недавней статье В.Кьядо Пйат, Дж.Даль 
Мазо и А.Дефранчески /1990/ получен результат о £ -компактности 
для широкого класса многозначных нелинейных монотонных операто­
ров. tf-сходИмОСть нелинейных параболических операторов с дивер­
гентной главной частью изучалась в работах Р.Н.Куньча и А.А.Пан­
кова /1986 / и М.Л.Маринова /1986/. Вопросы £ -сходимости и усред­
нения недивергентных линейных эллиптических и параболических опе­
раторов рассматривались в статьях В.В.Жикова и М.М.Сирэжудинова 
/1981/, М.М.Оиражудинова /1983/, Н.Б.Крыловн /1985/.

/ ’-сходимость функционалов -  своего рода анадог ' £ -сходимости 
для вариационных задач. Если (г-сходимость, о іераторов сопровожда­
ется сходимостью решений соответствующих операторных .уравнений к
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решению уревнеиия. с  <г-предельным оператором, то основное СВОЙСТ­
ВО Г-сходимости іущщионалов состоит в том, что она вызывает схо ­
димость точек м.іняїіумз этих їушйіир налов іг т сч к е  ли н/. гума Л -п р е - 
дельного функционала. Понятие / ’-сходимости* последсь^тельнссти 
Фуикци.оналов введено ;Э.Де Джорджи и Т.Франазо.чи /1 9 7 5 /.  л-ногочис- 
ленные исследования по' вопросам /^сходи м ости  к .усреднения для 
интегральных функционалоч выполнены итальянский;! математикам/.. 
Среди них отметим работы-3 -Де Джорджи /1 9 7 5 /,  Х.Сбордоке /1 9 7 5 /.
Л.Карбоне и К.Сбордоне /1977/,- ПЛЬрчеллини и К.С5ордо«ё /1977/, 
Дж.Еуттапио и У.Тогкеса /1977/, Дт.Бутталпо л Дж.ДалЬ .Іазо /1979/, 
З .Де Джорджи и Дж.Далъ Мазо Л 963/-, Дн.Дзль і̂азо /19ь0,63 ,93/, 
А.Ерэдеса /1983 ,8?/, Н.Іуско /1983/. Основные достижения этих ра­
бот; составляют теорему о / ’-кожак.гности для срале,г.оБательнастей 
функционалов вариационного исчисления и ин'техраль.чощ представле­
нии их /-пределов. В серии работ. З.В.Жикова /19оГ-83 ,86 ,92 / изу­
чены вопросы /"’-СХОДИМОСТИ, ДНОІІСгвенности и усреднения ДЛЯ инте­
гральных ■ :(ііонал0в с так называемыми нестандартніш интегран- 
тамк, интересные примеры которых встречается в прикладных зада­
чах. Функционалы стак'Ими интёгрантами нтальямскйми математиками 
не рассматривалась. В.В.?иков локазад компактность относительно 
•/’-сходимости класса ^н.ю,ионалрв‘ с нестандартными п.чтегрантами, 
изучил проблему регулярности нестандартных лагранжианов, исследо­
вал задачи .усреднения ..для ФуіікциЬнадов теории пластических сред 
и функционалов с вкрокден-Ными Ннтегрантамн.

В диссертационной работе также, рассм.атриэиет'ся понятия f  -с х о ­
димости операторов и / ’ -сходимости Функцноналйв. Ознако в отл/.чке 
от вышеупомянутых работ эти конйтия изучаются для отображений с 
пепеменной области определения. Для.объяснения актуальности тако­
го. исследования^ обратимся к кріту задач усреднения в областях сло­
жной структуры.. При их рассмотрении имеют дело с последовательнос­
тями областей - Q ,  , s 11 t j i j ... , например, ГуСТСЛерІОрИрОБаККОЙ
или плотной каркасной структуры. Соответственно этому оп?,эторы и 
чункпяоішльі основных краевых, и вариационных задач определены на 
пере.менных прост;»нетвах Vs c  f ^ )  . и вопрос об усред­
нении этих задач может быть йй.еаеи /по крайней; мере, во-многих 
важных ол чх / к изучения £  -сходи,-«ости диМ'-ерекцнальных опера­
торов /|у : Ц  - *  Ц  * и Г ̂ сходимости интегральных функционалов 
' /  •: If* ^fl; при надлежащем их, понимании.
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KiiK уже.отмечалось* впервые вопрос об у ере мнении краевых за­
дач в областях•сложной структура был исследован в работах' В.А. 
.'Дгрченко.и Е.ЯЛ'руслова. Результати их монбГрайш /197:4/, посвя- 
шенноЯ этому вопросу, получили в далі-йейшем существенное разви­
тие В работах Е.ЯДруслова /1977-78,61,86-09/. В них были разра­
ботаны яаркзрионике' метопі* исследования асимптотического поведе­
ния решений 38-~ач Дирихле и Неймана для линейных уравнений в пе­
ременных областях , вообще говоря, непериодической структу­
ры. &термлн&х сходимости специальных числовых характеристик об­
ластей S ls Е.Я.Хруслов установил достаточные, а в некоторых слу­
чаях и необходимые, условия схоцймости решений рассматриваемых 
за’:ач к решениям усредненных задач, определяемых по пределам этих 
характеристик. Отметим"егсе, что Е.Я.Хрусловым введено понятие си­
льной связанности областей,: играотеё важную роль й вопросах усре- 
днёния задач Кёй:/.айа п гграмикгя сбластях. Согласно этому понй- 
тию сильная связанность областей -fitt <z, fl*  , S"£t 2 ,. . .  . озна­
чает, ЧТО ДЛЯ Л гХ'С? функции irs существует ее продол­
жение Vs не R K , принадлежащее v ' m  и удовлетворятее не- 
равекс зу Цщ J  ’ ГЯЄ постоянная С не зави­
сит от S ■ Методика усреднён ~, предложенная Е.Я.Хруеловым, раз­
вивалась применительно к; различим линейным задачам в переменных 
областях в работах Л.В.Еёрлянда /1983/, М.В.Гончаренко./1987-89/, 
Е.В.Свгссевой /1991,93 /, применительно к краевым;.запачам для не­
линейных вариационных уравнений в работах автора /1984/ и Л.С. 
Панкратова /1987-88,90/.

Существенные результаты в исследовании задач Дирихле в облас­
тях сложной непериодической структуры получены И.В.Скрыпником.
В его работах /1982,85-86,90,93/ созданы методы усрёпнения задач 
Дирихле для нелинейных невариашонных эллиптических уравнений 
второго порядка в перфорированных областях. Основа этих методов -  
поточечные оценки решений специальных модельных нелинейных задач 
и построение с их помошью асимптотического разложения решений.за- 
пач Дирихле в перфорированных областях. Аналогичные методы усред -_  
нения развиты И.В.Скрипником и ддя нелинейных параболических за­
дач в перфорированных областях.
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Вопросы / ’-сходимости и усреднения для последоштельноетей ин­
тегральных функционалов І  , : V ^ c a ^ f l  , L :  V k'hl (Л ,)  - » *>  V
/  Л *  c i ] ,  <= I? /  асслецоваліїсь в ребогах
автора /1965-89,91,92/. В частности, без явных предположения о 
структуре областей / 2 1 были установлены необходимые и достаточные 
условия Г -сходимости указанных последовательностей функционалов 
к интегральным функционалам, определенным на пространствах
я . Крбме того, была описана связь / ’-сходимости рассма­
триваемых функционалов со сходимостью решений вариационных задач 
Неймана и Дирихле, а также вариационных задач с препятствиями и 
интегральными ограничениями в областях л 3 .

Приложение теорем о Г-компакїпости для функционалов с нестан­
дартными интегрантами к вариационным задачам' в переменных областях 
дано В.ВчІйковій-/1992/. Им также получены /1993/ интересные-резу­
льтаты об усреднений для линейных уравнений второго порядка в пер- 
форированіш V областях без использования условия на области типа 
услбвия продолжения.

Отметим ряд недавних работ, посвященных задачам Дирихле в пере­
менных областях. Без каких-либо предположений на области «= .Q  
поведение резений задач Дирихле для линейных эллиптических уравне­
ний второго порядка в областях .Q s изучалось в работе Дж.Даль Мазо 
и А.Гаррони. /1993/, в’ которой бнлб показано, что эти решения схо­
дятся. к решению задачи Дйрзхдв для предельного уравнения в области 
а  отличающеюся от исходных уравнений добавочным интегральным 
оператором относительно некоторой борелевской меры. Аналогичные ре­
зультаты для квазилинейных эллиптических уравнений второго порядка 
с однородными по градиенту коэффициентами и интегральных функциона­
лов на пространствах получены соответственно в работах
,Д*.Далъ Мазо, ФЛюра /І9 9 3 / и Дж.Даль Лазо, А.Дефранчески /1986/.

Вместе с тем отмеченные исследования по теории усреднения кра­
евых, задач в переменных областях -не охватывают всего, круга проблем, 
относящихся к этой теории^ Представляет Интерес изучение задач Ней­
мана пля.нелинейных невашационных уравнений в переменных областях 
/как сильно •''Вязанных, так и не длящихся таковыми/, исследование 

£  -сходим» соответствующих операторов. Недостаточно полно изу­
чены. нелинейные, задачи Дирихле в переменных областях. В частности,
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для этих задач ке было выяснено об-j-.ee условие на области, ггривопя- 
щее к усредненной задаче с добавочным оператором интегрального ви­
да относительно меры Лебега. Не изучена Г -сходимость интегральных 
функционалов, определенных на пространствах у* '*ч a t ) , при ус­
ловии, что области Л ,  не я&лячтся сильно связанными. Исследовании 
этих вопросов и посвяшена диссертационная работа.

Цель габоты. Построение теории (г-сходимости для нелинейных эл­
липтических операторов задач Неймана и Дирихле с переменной облас­
тью определения, исследование Г -сходимости интегральных функциона­
лов, определенных на слабо связанных пространствах.

Общие метопы исследования. Используются метопы Функционального 
анализа, теории монотонных.операторов, теории дифференциальных ура­
внений с частными производными, вариационного исчи<х..ния.

Научная новизна. Построена теорий £ -сходимости нелинейных эл­
липтических операторов задач Неймана, определенных на сильно свя­
занных пространствах. Дано эффективное описание усредненных задач 
для последовательностей нелинейных задач Неймана в областях перио- 
дическо;.- структуры каркасного типа с тонки да каналами и в областях 
периодической структуры с накопителями. Построена теория 6 -сходи- 
мости нелинейных эллиптических операторов.задач Дирихле с перемен­
ной областью-определения, в рамках которой выяснено условие,/дос­
таточное для сильной £ -компактности и необходимое для СИЛЬНОЙ £  -  
сходимости последовательностей таких операторов. Исследована / ’ -схо ­
димость интегральных функционалов, определенных на слабо связанных 
пространствах. ;

Теоретическая и практическая ценность работы. Результаты. дис­
сертации и развитые в ней методы могут быть использованы при даль- 
нейгем изучении вопросов сходимости и усреднения для нелинейных 
эллиптических и параболических операторов и интегральных Функцио­
налов с переменной областью определения, прп исследований, вхопимо- 
сти решений краевых И вариационных задач.в областях сМЬміоЙ струк­
туры. ■ ’ .. • ; .

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались на Рес­
публиканских конференциях по тіелинайнйч •гранияйМм задачам иля гой- 

. їерв'нтиальнігх Л'йавНйний с частными производными /'Черновцы,. Г909: 
Л ’̂ -япк, 1991/, Международной конференций, пс^вя’яеннсй: памяти-акй-
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демика М.Ф.Кравчука /Киев, 1392/, Международном семинаре ’‘Диффе­
ренциальные уравнения и смежные вопросы" /совместных заседаниях 
семинара им. И. Г. Петровского, и Московского математического обще­
ства; Москва, 1993/, Меяцународной конференции'"Нелинейные гра­
ничные задачи" /Крым, Ласпи, 1953/, Международной конференции по 
композитным средам й усреднению /Триест,уїталйн, 1993/, научном 
семинаре в Институте математики АН ГДР /рук. профессор к.Грегер, 
Берлин,.1989/, научном.семинаре отпела нелинейного анализа Инсти­
тута прикладной математики и механики НАН Украины /рук. йкпдемик 
НАН-Украины И.В.Скрыпник, 1969-1954/. Отдельные части работы ис­
пользовались в спецкурсах, читавшихся автором в Донецком государ­
ственном университете.

Публикации. Все результаты диссертации получены автором само­
стоятельно и опубликованы в работах [l]~ [lb ].

Структура к объем работы. Диссертаций состоит из введения, 
четырех глг-п и списка литературы /134 наименования/. Общи*} объел 
диссертаций обставляет 266 страниц.

: ■ : ■ Л . : ■

СОДЕРЖАНИЕ PAEOfe
Прежде чем переходить к из.лкеквв основных результатов рабо­

ты, придадим определению сильной'.связанноотя,' о котором говори­
лось ВН'Др, несколько иную <5ор>лу.. Вместо сильной связанности об­
ластей 'будем говорить о СИЛЬНОЙ связанности соответствующих про­
стре НС ТВ І А именно, Пусть -  ограниченная область в iR {л7гі\ 

последоват.ельнрать областей в :$*  , ердеркавовгей.
Будем, говорить,что пространстве W*,IK(£1^ 

сгогьно связана с йростраяством V  *<СО) , если существует после­
довательность линейных непрерывных операторов продолжения ps :

v * ' 4 & s) -  ' , удовлетворяющая неравенству
sup # Д / <  Бели такой, последовательности операторов

ироДадженйя' не существует, тб будем говорить, что пространства 
слабо связаны с Пространством ¥ * лт  . В некото­

рых случаях полезном ляпялтей cneitjndJiee эбШшёшё понятия сильней
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связанности пространств. Пусть имеются семейства і об­
ластей в $ * ,  причем для любого * л ' < = л {  . Будем говорить, 
что пространства сильно связаны с пространствами

, если существует семейство линейных непрерывных 
операторов продолжения '■ W*'*1 (£1^ )  , уцов-
летворя-еиее неравенству sup fp t І! < *° Если такого семейства 
операторов продолжения не существует, то будем говорить, что про­
странства слабо связаны с пространствами

В первой главе диссертации исследуются вопросы £ -сходимости 
и усреднения для нелинейных операторов задач Неймана, определен­
ных на сильно связанных пространствах.

В п .1.1 изучается £ -сходимость абстрактных операторов С' пе­
ременной областью определения. Описывается связь ^-сходимости 
операторов со сходимость» решений соответствующих операторных 
уравнений и вариационных неравенств. Доказывается теорема о вы­
боре ел рассматриваемой последовательности операторов £ -сходя­
щейся подпоследовательности.'Дадим более подробное изложение 
этих результатов. ;—

Пусть ПЛЯ любого i t  /V ц  -  вещественное рефлексивное сепа­
рабельное банахово пространство с нормой , fi} -  нуль в }JS ,
НН0{ -  некоторая вспомогательная норма в Ц  , \J* -  пространст­
во, сопряженное с Ы , ИЙЛе -  норма в Ц * ; V  -  вещественное

* у
‘рефлексивное сепарабельное банахово пространство с нормой Ц-{1 ,

9 -  нуль в W  , 9% -  вспомогательная норма в \іґ , относите­
льно которой шар (а е  W: IfriHsi }  есть предкомпакт, V *  -  прост­
ранство, сопряженное с V  , и \  -  норма в \f* . Пусть дня любого 
se/ty ~ линейное отображение W в , и выполняются усло­

вия: ■

если и і  V  ■ s e /У , то ИЧ'Щ* Ш ,  H s % $ * М 0 ;

если и (itri Nfy-Uff ~ 0  ,.~то ti~B  .rz— VS
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Пусть для любого множество всех линейных непре­
рывных отображений . $  -  множество йсех последовательно­
стей {jPs}  , удовлетворяющих условиям: ДЛЯ лїібогб S ejy  ps Gj?s ;

4^. < * “  ; если , щ. Є Ц  , то $s (jPfU)B К ■ Преп
полагается, что Рф $  . Jt *  :

Определение 1 .1 .2 . Пусть для любого £« %  І / .
Будем говорить, что последовательность {nt i  слабо сходится к U , 
если последовательность норм ограничена и *0-
Будем говорить> что последовательность ш  сильно сходится к и ,

Л в./“ Г 1 М ' °  ■ " ,
: Определение 1. 3.4. Пусть для любого Хб Щ ft £ Щ , f  &W .

Будем говорить, что пізследочательдасть М  } ейльйо. сйдится к /  ,
если из того , что для любого S f  Щ ц.( € , и и последо­
вательность /слабо сходится k U, сл е зе т  равенство

Введем лледовательность операторов ; . для
которой будут сформулированы результаты о £ -сходимости. Пусть
Ь>1 t ъ  °  < \  * * * 4  мг >м ах{т ,1) , J » /  ,

)s пусть для любого Sifif /|; -  оЛера-тор лзЩ в Щ * , Причём Sm
< в* И ДЛЯ Лйбйх справедливы

нерайенстаа ..

■%
rs

a)

(2)

Определение 1 .1 .5 . Пусть A -  обратимый оператор из W в 
. .Будем говорить, что последбвательноеть (As }  <г-сходитоя 

к оператору А , если из того, что для любого Stnl fs 6 W* , 
/ efe1"* и последовательность {£}■ сильно сходится к /  , вытека­

ет , что ш . • юйательность І/l fy- 'І слаба оходйтбя к А $  .
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Непосредственно из определения 1 .1 .5  вытекает, что если, по­
следовательность ш  £ -сходится к обратимому оператору А •

\J ~** , последовательность ^  сильно сходится к
f e V *  , то решения ,уравнений слабо сходятся к

решению уравнения Аи • .
Следующий результат описывает связь Q -сходимости операторов 

As со сходимостью решений вариащонных неравенств.
Теорема 1 .1 .2 . Пусть А - обратимый оператор цэ У  в Г *  И 

последовательность ш  t  -сходится к оператору Д . Пусть дій; 
любого $e/V Vs -  непустое множество в Wf , V  -  непустое мно­
жество в V  . причем выполняются условия':

1) если последовательность У, <е Щ слабо сходится к Ге\/  ,
-  бесконечное поямножествоДг и J 4 e /U  Л € , то К  ;1 і  * ? ; V г
2) если последовательность f s ■« ІІ£*сильно сходится КрєАО/) , 

то сушествует последовательность ^  такая.что

Пусті*” последовательность £  t  fc/-* сильно сходится к к * #
6 ^  : ^ e / V  ^  <As u.t - f %> Г -И ^ Ъ О  і Тогца-Пу-

шествует рлемент такой, что К А и .-^ Г -К У ъ О ;
последовательность {Us f слабо сходится к Л ; последовательность

сильно сходится к
Рассматриваются примеры, выполнения условий 1) и 2 ) .
Теорема 1 .1 .3 , Из последовательности можно извлечь под- 

последовательность, £ -сходящуюся к обратимому операт&ру 
удовлетворяющему при любых iLy\r£f /  неравенствам

1/1*  -A v l i * '  *■ Je (t  + m  ^ t r / r f ^ 'g u - v t * ,

<Au -Air, u-ir > ,

где me -  tn!hit (/n'mj ~n{)  i, -  гідАожительнйя постоянная, завися-; 
щая только от ту*tt i  І,# ' .
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Этот результат является аналогом теорем о £ -компактности для 
последовательностей операторов с единой областью определения, до­
казанных в работах В.В.Жикова, С.U.Козлова*' 0 .А.Олейник, Ха Тьен 
Нгоан Д 97Э /, У.Е.РаЙтума /1984/, А.А.Панкова /1984,£Е/.

В п .1.2 изучаются понятия ^-сходимости и сильной £-ехоздмэс- 
ти для последовательности эллиптических операторов As дивергентно­
го вида, действующих из соболевских пространств bf (Q s) в со ­
пряженные с ними пространства , где
некоторые перфорированные области /вообще говоря, непериодической 
структуры/, содержащиеся в фиксированной ограниченной области 
а  <= й *  . При этом пространства v ^ ( a s) сильно связаны с 

пространством у  *•>*(/}) . Относительно кос-фЛщиентов операторов
Af  предполагаются выполненными определенные условия регулярности 
и монотонности.'С помощью результатов п .1.1 устанавливается, что 

С--сходимость операторов As сопровождается сходимостью решений 
некоторых уравнений* связанных с операторами А, і а- таюке ьар.іаци- 
онных нёрав :ств е препятствиями; доказывается теорема о выборе из 
последовательности ш  сильно £ -сходжме.*,ся подпоследовательнос­
ти. Наконец, показывается, что при условии периодичности перфора­
ции областей -Q f и некоторых дополнительных предположениях отно­
сительно коэффициентов операторов Af имеет место усреднение этих 
оператошв, т .е . их сильная £ -сходимость к оператору А 
_  ( V *•«(&))* С зї'їіер'ивно вычисляемыми коэффициентами.

Сформулируем основные результаты пункта.
Пусть *  *  А/ , л »  і  . л  -  ограниченная область в Л!* с липши- 

цевой границей, {Qgl -  последовательность областей в Л . содержа­
щихся н іЗ  . Предполагается, что сушеструют постоянная V>1 . к о ­
нечные множества 1, ( « №  , точки X* € Cl и числа г / С $ £ / \ /
J  «  Jf )  такие, что

Y > ‘ H  й \ й , - ' Ч в/ ;

max *(*■?:> V u N  \&(Ss t 
~y*m /*Jt

где Bf -  замкнутый шар с иентром'в точке и радиусом * /  , -
расстояние от B f  до множества у . в ;  и  т  .

5 5
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Пусть . Вэёпем обозначения: если tf-N  , то |  -  отоб-
реяеиге V ^ c n )  В V '-* (G S) такое, что для любого К. «  У * "Є 2 )  
Ъ л ж %  ; £ г -  множество всех линейных непрерывных отобре-

кепиЯ 1/і,ЛІ(Ґ2г) а I/* ’*{&) > Р  -  множество всех последовате­
льностей , удойлетворяюшйх условиям: пля любого se/ї 

^ ' Л ' 4  <  •* ; если S6 , 16 f f (f>su )* tl.
Устанавливается, что отображения ^  удовлетворяют уоло|^ям 

п .1.1  / в качестве вспомогательных норм в У  *'*(&() , У  ‘ fQ )  
берутся нормы в L /  и f i t #  . Поэтому для пространств V * 'in s), 
У ^ У п )  я определенных на них операторов могут быть реализованн 

все определения и результата п .Ы .  Эти результаты применяются и 
ре?среа=отся ЗДя последовательное!* операторов At • У  ’ Vf2s)~ *
-  ( У АЧ п Ж  , определенных формулой

< л , е , г > ‘  j i t

л .

Относительно коэффициентов оь^'ратопов At предполагается, что они- 
являются карвтеоаориерекями функциями на І2. *  , удовлетво- .
рячаими.зля любых j « /T  , xejQ , , '<£ / ?  , соотноше­
ниям: А  /• ? /* ,<—о *

m e ЛїЛ»-ІІ_ 0<Л г S M t n f a h ' )  , af . в  силу-гЧ“І  * - ■ *
этих соотношения AsO = o (Vs) и выполняются неравенства випа j f l ) ,
(Z). Значит, опвряторн /45 обрвтимн и для них сираведдияы нее ре­

зультаты п.1.1. - ’ - _
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Из определения 1 .1 .5 , переформулированного для рассматривает»* 
соболевских пространств и операторов А$ . вытекает, что £-схопи- 
мость 'последовагальности {As[ сопровождается слабой сходимостью 
решений задач НеЯмана идя соответствующих вллилтических уравнений. 
Приведем результат, показывающий, что (г-сходимость операторов As 
-вызывает и слабую сходимость .решений смежных задач,/условие Ди­
рихле на ЬП, , условие Неймана на границах шаров В>* / .

Введем обозначение: если se/ty , то w ^ ( a s ) -  замыкание
В V *‘M( n s)  множества всех функций класса ) . носители
которых содержатся в -Q  .

Теорема 1.2 .1 . Пусть А -  обратимый оператор из №*'*(С1) в 
и последовательность 1А$} £ -сходится к оператору

. Пусть последовательность Ys € ь/*>*сал)  сильно схо ится к 
У £ , а последовательность fs сильно

сходится к f t  -. Пусть. VseN use f s +WetM(Sls) ;

V s t f t  V .r ^ V ^ iS l j )  < AsU-s,V>-<fiy>: Тогда сушейтвует Функ­
ция ft. *  v if4 .a )  такая, что Vtre &>*(П) < A u ,r> = < f,r>
и послецовательность {u s J слабо схоцзтся к U .'

.Слепукмше сва результата описывают связь £  -сходимости опера­
торов As со сходимостью решений вариационных неравенств с препят­
ствиями.

Теорема 1 .2 .2 . Пусть А -  обратимся оператор из \/‘ м(&) в 
( V і'4 (П ))*  и последовательность {As і f -сходится к оператору 
А .П у сть  последовательность Й € br-*'*CQs ) сильно сходится к 
f t  ,. для любого xe/V Vs ~ {и є V t,hl(f2s):

ft > fs почти вЬ'юцу на jQ s }  , V = i'll 6 ](/*’*(0.) -U H f  почти всюду
на п  . Пусть последовательность йильно .схо­
дится к • . Пусть, наконец, №*/)/ US Є ;
Vstr/У Vue Vs <Asus ~fs ) ir-ns >>,o . Тогда существует функ­

ция ft 6 V  такая, что VtT6 V  <AtC~ft Г-и-УїО  ; пос ле товдте-
{us i  ^лабо охотится к U ; последовательность (ASUS1 ?иль

но' сходится к Аи  •



Теорема 1 .2 .3 . Пусть h -  обратимый оператор из в
и последовательность Ш  е -сходится к оператору 

А . Пусть последовательности fs ! fs  ̂ )  сильно сходятся
соответственно К fy f  £ , <t>о и выполняется условие:

Vsi/V  f  fs почти, всюду на f l s . Пусть для любого se уУ

Vt = (и е l / i,hl( n $) : ^ і  и. (  . почти всюду на f l s } .  V=
Y>f ugr f  почти всюду на Л Ь  Пусть последовательность f( с  
с  (\J i>h%( d s))* сильно сходится к {е  ( V ^ Q .) ) *  • Пусть, на­

конец, Иг 6 /V 11 s 4 Ц ; V stH  V r* %  <As tcs ~ ^ ,tr-us y>0.

Тогда существует функция U 6 V  такая, что V v e V  <Аи.~£, v -u  »<?• 
последовательность {us ) слабо сходится к #  ; последовательность 

iAstls} сильно сходится К Аи .
Доказательство теорем 1 .2 .3 -1 .2 .3  основывается на проверке для 

рассматриваемых в них множеств Vs , V  условий 1) , 2) теоремы 1 . 1 . 2 .
ПереРдем к резудьтатам о сильной (г-сходимости последователь­

ности (As] .В ведем  операторы /£ у . Если і є {o>i,.. ,tfi\ t S e /V

то fj -  оператор из W*’ H(X2s ) в 1 ^ (0 .) такой , 4tO для любой

функция U, $ W  І,Н(£2$) ( Гі){ u)(z) = a? (x, ti(x), VU(x)) при
I f i ] j  , ( tl и )(к)=0 при x e Q  \ f l  s .

Лалее понадобятся еще тіакйе обозначения: Л І  -  множество всех 
каратеодориевских 5ункііиЯ Л на £!*&*№ . таких, что для Любых

? и ы(п) , п а ч т * * о, т ,т  */■*'<&) ■. м ш-
совокупность всех отображений множества {о ,*,..., *■} в М  ; если 

а е ЛІ*** , і  £ {о,і,..., *-) , то = d-(і) если -Л € Л І* ■ »■ 

ТО А~ ~ оперт тор из І/ 1Ч(Ґ1) в (\ /1M(Q ))*  такой, что для лю~ 
(5нх Ж, Г  £ V t,h,(Q)

<Аи, r  > - J І  Z  а.£(Х) и, ? Щ  v  + a.0 (х, Щ V u )ir\ lj. (3)
Q *"*

О п р е д е л е н и е  1 . Р .  1 .  П у с т ь  й. <= Л  *  * * , п р и ч е м  О п е р а т о р  А оФрз*- 
ТЯЧ. РУДвМ г о в о р и т ь ,  ЧТО н п е л е д о р н т е л !Н О С Т Ь " /A f  }  с и л ь н о  £  - т т о -  

' ТЯТСЯ К ОГте}«!ТОру Д  , е с л и  НООЛЄДОВЗТ*ЛШООТЬ { A . }  £ ~СУ.О!Г>11С«

,16
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к оператору А и ИЗ ТОГО, ЧТО 11 €
и п осл ед ов а тел ь н ость j  СИЛЬНО СХОДИТСЯ к Ап , следует, ЧТО 

для любого I О, І, ri s (A~*f')-+ai {'-i ltf£VU())cfla6o в /.“ (О ).

Теорема 1 .2 .5 . Существуют возрастающая последовательность 
{% }  «= /V  и « :  такие, что оператор Л обратим и после­
довательность J сильно £ -сходится к оператору Л •

Доказательство теоремы основано на использовании приведенной 
выше абстрактной теоремы о выборе. При этом важным моментом явля­
ется включение операторов As в семейство так называема сдвинутых 
операторов А**' аналогичного вида, параметризованных гёункциями 
f e  Г ( П )  \ г 6 . для доказательства сильной С—

компактности нелинейных эллиптических операторов с единой облас­
тью определения включение этих операторов в.семейство сдвинутых 
операторов было предложено в работах А.А.П°нкова /1984-65/.

С использованием теоремы 1 .2 .5  получен такой результат.
Теорема 1 .2 .6 . Пусть А -  обратимый оператор из W  ‘ (П ) в 

й последовательность Ш  £  -сходится к оператору 
А . Тогда существуют функции L = у , *  , такие,что

для любых Я, У & W  ’ ( О  справедливо*равенство (3).
В заключение п .1.2 описываемая ситуация, в которой имеет мес­

то сильная £ -сходимость последовательности /As \ . Эта ситуация 
характеризуется Тем, что области a s иыеют перйодическую перфора­
цию и для любых Sf . При этом коэффици­
енты оператора, являвшегося сильным ^-пределом для последовате­
льности I A J , специальным.образом выражаются через функции и 
решения вспомогательных ячеечных задач.

Отметим, что вое результаты п .1 .2 , кроме относящихся к варив 
ционным неравен**"":;-» с препятствиями, могут быть перенесены на 
опе'^тс^а, определенные на пространствах

Во второй главе диссертаций исследуются вопросы £ -сходимости 
и усреднения для нелинейных операторов задач Неймана, определен­
ных на слабо связанных. пространствах.

В п .2 . І изучается поведение йоследовательяости решений задач 
Неймана для нелинейных, вообще говоря, невариаци'онных элдиптичео 
ких уравнений в трехмерных. областях, представимых в виде объздй-

Л Н Б  ім. В. Стефаника 
А Н  України
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нения двух основних компонент /периодических каркасов/ и соединя- 
п г«кх их тонких каналов. Устанавливается & -сходимость соответст­
вующих этим задачам операторов к оператору с эффективно вычисляе­
мыми КОГіМіШИЄНТЕМИ.

Дадим более подробное изложение содержания п .2 .1 . }
Введем обозначения: 

f e / V  , T o ^ ^ t е с ли/  е{і,і,з}, то K^lxeR*:Vi+j.
к = к 1и к * и к *  .

Положим jQ -  J <2 и пусть для любого se  N
Z f = ( z e / } :  sz£~ f  €rZ.t

Пусть 0<U <^  <  /  и для любого S€ /V

n [t} = Ш  U (г + Г * ( іМ І n as'= n \  І/ (г+ґ(рКпйI
2*ZS **Zt J

Множества О ??, О?*' являются областями в R3 , имеющими периодиче­
скую структуру каркасного типа. Определим множества, с помощью 
уоторнх соединим эти области.. __

Пусть '
г > / ,  о<j><міл(и, izp-)} f 0-f).

Положим для любого S € /У

Л * - / * * # ;  Ц - Ц < { ? * * * } >

Л* = / і  * 3 : /Xt - / /  < £ ^ ‘ г, f  * / * , /  <

Л *  =

A , ~A* UA\ VA\ , Hs ~ U (г+<т%).

Множества r/j представдФот сэбоЗ объединения теналов /парвллелеші - 
педов 2  + S 'V l j  • Z ^  Z S . / ,  с?Кдиияюп!их облагай і 2 л я
■Q./\ Заметим* что й>*і rnrsHt ~ o -  ,' 3
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Положим теперь для любого І Є IS

a s -  п (" и н $ и л .* .
' 'T [ —

Множества являются областями в R* , содериащимися в f l  .
Зафиксируем Н > i  . Для любого sefit через ^  обозначал отоб- 

раленир сужения кз V 4 U l )  в . Положим
Норлу элемента U6 \/ определим по формуле

' “ V  ■ ' “ V - a )  ■

Определение 2 .1 .1 . Пусть для любого^б/У U.&W.
Будем говорить, что последовательность {usi слабо сходится к U , 
если

btn. I / « r ^ T i x  =  f, ti*i f lut -fy  UU>l ’*'<lx =0

Определение 2 .1 .2 . Пусть дня любого i t  'Т Э Д . Л У *
Будем говорить, что последовательность { f s і СИЛЬНО сходится к f  , 
если из того, что для любого s e /V  ttj є  W tj*(Q s\ it с і /и  последова­
тельность lu t j  слабо сходится к U. , вытекает, что^/н <f()U-s > = < £ t >

Определение 2 .1 .3 . Пусть едя любого S€ /V А,- обратимый опера­
тор из в , А -  обратили?, оператор из W
в V * . Будем говорить, что последовательность {А% і  £ -сходится к 
оператору А , если из того, что для любого
[&  W  и последовательность/ ^ } сильно сходится к f  , вытекает, 
что последовательность IAS ff) сда<5о сходится к А У .

Ясно, что установление Р-сходимости последовательности oneja 
торов As : дает ответ на вопрос о сходимости
обобщенных решений задач Неймана для соответствующих этим операто­
рам уравнений в областях I I s .

Далее рассматривается последовательность операторов As •'
V  ij* f i 3 s ) (\Сг/,Л1({25))* , определениях формулой

(X, VU-ty v + a ( x ,  U)vj dx (4)
42s
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относительно старших коэффициентов операторов^ предполагается, 
что они определены HajQ * ̂ 5 и удовлетворяют для любых 

соотношениям:

£  (5)

£  О ~*і (х \ і) !  « А  О * -* '! )  ( і +ЦЇЇ* \  (в)

£  -  Ъ (* , і ' ) Ґ *  С а  Н}1+ / ? Ч )* -^ ІГ Ї І Н‘ , (7,
3

Z  ( V * .  ~ ъ (*, l ' i ) ( f . - y i * * . (6)

Относительно младшего коэффициента <t предполагается, что он явля­
ется гаратеодориевской функцией на Ю. * f {  , а  '(• о) &
И ДЛЯ любых X 6

Іа(€, і ) - a ( x , 50/ * ' *  с ( i (x )  /  /(/

( a (x ,$ )-* (* ,$ ') ) ($ -$ ')>jO.

В приведение соотношениях ■ і  1< ,ГПЛ ЪЖ, СЪ-i ,
А  -  неубывающая непрерывная в нуле функтдя на С0,* 0) ,JU.(o)*=o , 

h t. LM(£1) , О , б1 -  орт £-го направлення в , £-Х}і,з  .

Кроме того, предполагается, что выполняется следующее усдо-
%*5йе:

X )  существует Іунюшя / :  12 R  такая, что для лгбкх 
х*п ,leR з

tthr. У *  Z  Л (х,)$ё1) =£(*,%).
Я -Г CV.

При определённом соотнойетік '.тлу Цгіадаьмі t  v. to- устанавли­
вается, .что повлечовэ!еліность IAS}  ^-сходится к некоторое 
оператору А  , коэффициенты которого определяется
сРечяальякм обрезом•тервз Т^кщ’н й . , і -1,1, 3 , й и {  . Дадим 
точное описаяге этого оперт тора.
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Пусть
П ^ Ы Ы К П Ю ,

для £ й {4 ,і), £е{1,Х,3) А*>с={хбЬ П *: X£= - { - }  ; для 
Vрс^ (П )  -  замыкание в множества всех функций
и ‘ С‘(П<) , удовлетворяющих условию: чля любых їе { і ,1 ,3 }  и 
х еП е,с Щг)-Щх^1

В СИДУ условий на функции di ДЛЯ произвольных t t l l j l }  и
(ifЛ) 6П х £ } существует единственная функция Г* е (П1) 

f t ,  fit ”  
татшй, что I V L , d x = 0  и

*  ,  j.
И’ • V g (H ,> j j L

Пусть для £ е { і , г )  И іб {і,2 ,3 } At -  функция на& * & ’  та­
кая, что У<№> е Л * А 3

af t y . i ) =  /  <h і + vv£ t № * •
Гг

Положим
*1 = з * г - і 4 і *t  = і - з^г ^ ~ л( / - г ) ' 1,

и пусть Be( t* i , i ) ,  в  -  операторы из WI,hl(/}) в ( W t ht(S ijf
такие, что цля любых и, V £

<3*1с} г г > =  ( / £  a f  (х} vtc) \ v  + X.a.(x,tc)v}<Lx%* І а і  ► *

<  \  t u t r i x .
й  -

Няконег, пусть л -  оператор и? V  в 1 /*тэкой , что для-дабкх
С, г  е  V  " •

<  ,4а> к >  = < 6 \ (i) v (1)> + < Bl u'* tr,vy f  < B W (l)- u (t\ r w- > w>.
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В предположении, что числа!" и /повязаны соотношением 
t ~ f  *  і

доказан следующий результат.
Теорема 2.1.1. Оператор Л обратим и последовательность /As l 

£ -сходится к оператору А .
Заметим, что пространства . у 4* ї п ? )  сильно свя­

заны с простріанством V  . Вместе с тем пространства W
слабо связаны с пространством

В пунктах 2.2 и 2.3 рассмотрен другой тип областей, порождав­

ших слабо связанные пространства. Это области i2s , представимые 
в виде UES , ґде области J2£ таковы, что соответ­
ствующие им пространства сильно связаны, Л И " "  , откры­
тые множества £s являются объединениями непёрвсекаюшихся областей 
$  ( / * 4 )  , называемых накопителями. Если пшстранства 
сильно связаны с ’ространствами W  ' (Bs ) /В* -  шар минимального 
радиуса, содержащий^/, то областиЕ’  называются простыми нако­
пителями; если же пространства ’*(£/) слабо связаны с прост­
ранствами V  ’ , то области называются сложными накопи­
телями. В п.2.2 исследуется асимптотическое поведение решений за­
дач Неймана для нелинейных, вообще говоря, невариационных эллип­
тических уравнений в областях с периодически расположенными прос­
тыми накопителями. В п.2.3 изучается аналогичный вопрос дня обла­
стей с периодически расположенными сложными /двойными/ накопите­
лями. Устанавливается, что рассматриваемым задачам в качестве ус­
редненной отвечает задача для системы, вообще говоря, нескольких 
функциональных и одного дифференциального уравнения.

Остановимся на более подробном изложении п .2 .2 .
Пусть 0. , Zg -  те же множества, что и выпе, 0<U,<f <•/.

Положим тля любого І б /V

ІЗ™ = Q  \  и (* + s y (? ) л ‘"= и (2♦s-U Q).

Пусть еше Г > /  , 0<у><4 . Для любых St/V И поло ­
жим
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Наконец, положим для любого S€ /V

АгЛ\у/$Щ, %•£(**+%), 
xi^afvnu із*'.

Рассматривается последовательность операторов^ 
определенных Формулой (л) . Предполагается, что старшие коэффициен­
ты этих операторов определены на R 3 и удовлетворяют соотноше­
ниям вида (Б)- (8 ) , младший коэффициент л определен на и щш
любых Х 'Х 'бО  , <г(х>о)=0  ,

1Л(х}%)-а(х\0 / *  *д  (/x-x,t)(i+t0H +с(і-ЦЦ+ІЇІ)Н~Ніft - f  '/*’*,

где h r постоянные,^ -  функция такие же, как в п .2 .1 . 
Предполагается также* что выполняется у сл о в и е ^  .

Опишем оператор л  , входяший в дифференциальную часть усред­
ненной задачи, соответствующей задачам Неймана с операторами As . 

Положим П~ Q\f <2 и пусть для любого іє {і, *, і }  QL= { x * b Q :
Пусть теперь У £ ( П )  -  замыкание в V  і (пу множест-

ва всех функций (П) , удовлетворяющих условию: для .любых і є  
V. X(=QC tL(x+el)~ U(x) . в силу условий на фуніщии 

для произвольной пары f c f  )*&*№ ■  существует единственная 
Функция Vy  ̂ е- (П) такая, что jv^^dx^O  и

Vv<e V j£ (fl)  ̂ j l Z  %  (?,t +чгул )\к\<1х - о.
П 1*1

Введем функции Если Іб{і>2}3} , то О. -  функция на
n * P J  такал, Что

Пусть- теперь А -  ..оператор, из у ' Л п )  в (w ^ (m ) такой, 
ггто для лкт'нт и,,1ґ €
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<Aut ir> = j l i i  +и-?)а(х,и,)1г}<1х.
Q

Пусть {■ £ LH(£1) и для любого se*i ft «  ( V і' )} , причем

<{S,V> **\ fvdx ,  V i  V ijhl(H s).
a

Положим
X= i - s i p t  ( r - ( f - t ) ;

и введем обозначение: если U.tU*(Q) , іе/\/ , то

В предположении, что числа Г  и nt связаны соотношением

доказан следующий результат.
Теорема 2 ° .1 .  Пусть для любого s</v » , - 4 ; ъ  . Тог да

4/и f  -О ) && f  [VUgl^dx. =0i*»m і * ' J, S'
ЮЩ W  ^

и существуют функции в. £ \ ггса \  . f e f c a y  такие, что

1 Іиї - Ь * ^ х = о ,  & к  f  ms - % r r d x = o ,

я ? * i f

щія почти всех JT t  i2

- Ъ У > » - * у 4 { 1 f(x)) +U3[ <l(xJ f(x ))-f(x )]= < > ,

для любой фунгадай К е

< 4 t t , r >  + (*, п Ы х  =  ( і - f ’- u ’ l j f v -d x .
S2 П

Заметим, что пространства І /  > (^2S)  слабо связаны с простран­
ством V і’1 \П) . Однако пространства еилХ'НО связаны с
пространством v ^ a ) . Кроме того, ігространства V tl>*(z+s~U Є) 
сильно  ̂ связаны с пространствами se/¥ , * « % ' / $ •  -
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шар минимального радиуса, содержащий Z + f ^ Q  / .  Поэтому области 
Z+r~*>cQ являются простыми накопителями.

Отметим, что вариационные методы исследования задач Неймана 
для линейных уравнений второго порядка в порождающих слабо свя­
занные пространства областях, рассмотренных в л.2 .1 и п .2.2 ти­
пов, но, вообще говоря, с непериодической структурой предложены 
в работах Е.Я.Хруслова /1978,81 ,88,89/. На квазилинейные вариа­
ционные уравнения второю порядка эти методы перенесены в рабо­
тах Л.С.Панкратова /1988,90 /. Исследование усреднения задач Ней­
мана в областях со сложными, накопителями ранее не проводилось.

Доказательство основных результатов главы с вариационными ме­
тодами Е.Я.Хруслова не связано. Оно основывается на специальных 
асимптотических приближениях решений исследуемых задач и использо­
вании свойств монотонности рассматриваемых Нелинейных операторов.

Третья глава диссертации посвящена исследованию ^-сходимости 
операторов задач Дирихле с переменной областью определения.

В п .3.1 вводится и изучается понятие (^-сходимости абстрактных 
операторов As '■ , подходящее для Исследования переменных
задач Дирихле. Доказывается теорема о выборе из рассматривае.'лой
последовательности операторов £-сходя-пейся подпоследовательности. 
Описывается связь £ -сходимости операторов со сходимостью решений 
соответствующих операторных .уравнений и вариационных неравенств.

Исходные предгіоложения пункта таковы: для любого se/V Vs -  
вещественное'-рефлексивное сейарабельное банахово пространство с 
нормой il-Hs ; если s е N , то 9S -  нуль в ц  . у ;  -  пространство,
сопряженное с -  норма в Ч *  ; V  -  вещественное реф­
лексивное Сепарабельное банахово пространство с нормой ЦЦ , Р -  
пуль в V  . V * -  пространство, сопряженное с V  , И -  норма в 
W * , V 3>/ ; для любого .Гє /У -  линейное отображение 
в Ь/ : выполняется условия:

воли 5 е /V , и е Ц  , то * Htl ffs $  Hps 111! S X tu,§3 ; f9)

вСЯІИ U є \tf , то существует последовательность Us е к  (10)
такая..что ШС ІІИ-.-f, £  УИи,Ц к ста бо в V .! * ■ * '

•Определение. 3.1'. 1. ІІусть для Лобого І А /V 4 -  обратимый оп4~ 
иатпГ! t'.i Wf В Ц* . А ■ ■ обр я тш Л  опегэтор ИЗ V  В W* . Будем
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• говорить, что последовательность Ш  і  -сходится к оператору А , 
если для любого

Пусть л і ? /  , т' = , О < ht. іпйл(^,т!) т * m a xfa i) } ыfwL -ЧІ * '  , '  * }
и пусть для любого Si yV оператор ЙЭ Ц  в V£* , причем для
любых Sefl/ , Uj V* Ws ІЇАЛІ =0л имеют место неравенства (1) ,  (2) .

Теорема 3 .1 .1 . Из последовательности {Asi можно извлечь под­
последовательность, £  -сходящуюся к обратимому оператору A W ,  
удовлетворяющему равенству IIА$11 -̂0 и для л:оСых U,,V~ 6 W таким 
же неравенствам, как в теореме 1 .1 .3 .

Теорема 3 .1 .2 . Пусть А -  обратимый оператор из V  в \f* и 
последовательность {As} £ -сходится к оператору^ . Пусть для 
любого * « / V  №  . f t  У ' и

й1)
Пусть для лэобого S^N Us ~AS Тогда Д  u ^ tl  слабо б  V/.

Теорема 3 .1 .4 . Пусть А -  Обратимый оператор аз І/ в I / *  и 
последовательность ш  G- -сходится к оператору А . Пусть для 
любого S*/V Vs -  непустое множество 8 Ц  , у  -  непустое множе­
ство в I/ , причем выполняются услов/л:

если для любого S*/У 1Г} е \/s , V є Іл/ , V слабо
b V ,  /^  -  бесконечное подмножество il VseNt Vs , TO ireV',

2) если treV  , то судесгвует последовательность Vt 6 Vs та­
кая, что tirs -A ~  ((Av)°f>s)Us -0 .

Пусть для лпбого S£ N f s £ V/  , f e V *  и имеет мйсто равенст­
во ( іУ ; Vse/v Us & Ц ; К ге/У  W e  Ц <Asus ~/s , tr~tcs> > о. 
Тогда существует элемент U V такой, что Y v eV  < A u .-f} \r-u>iD; 
PSU( -+U слабо в W  ; HAs tCs ~ (Ач) • А  # « 0.

Отметим, что если Енцолнявтся условие (9) , то. условие (1Q) яв­
ляется необходимым для ^-сходимости какой-либо последовательнос­
ти обратимых операторов /4 ,; , удо&четэоря^щих неравен­
с т в у * ^  И ,«• > ??,НіЩ -̂Сц , & б Ц  , к обрати;:ому оператору А:
У ~ у  V *  , удовпетворящіему неравенству Н А і"С, о +4"Ю* ?> « И
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В п.3.2 устанавливается, что,условия (9),(10) выполняются для 

пространств / I Q ,\  - некоторая последова­
тельность перТюрированных областей, содержащихся в ограниченной 

области -Q ^  /, вслеаствие чего результаты, полученные для

абстрактных операторов, могут быть перенесены на операторы задач 

Диойхле js областях JQ.S . З̂сь же рассматриваются примеры множеств 

Ц  ш & * 'Ч а у  , уцовлетворяюп’их условиям 1),
Z) теоремы 3.1.4. Эти множества являются множествами функций с ог­

раничениями интегрального типа.
В П.3.3 Для последовательности равномерно монотонных операто­

ров дивергентного вица доказывается

теорема о выборе подпоследовательности, -̂сходящейся к оператору

с теми же старшими коэффициентами, 

что и у операторов At и некоторым добавочным младшим коэффициентом 
St*, %) . Дается процедура построения Функции і  (л, и) .Обсуждается 
вопрос о необходимости основного условия /условия Л) /. при кото­
ром показывается теорема о выборе. Устанавливаются критерии выпол­

нения этого условия. Дадим более подробное изложение этих резуль­

татов.

Пусть Ж. с /V  , Л->-г , П  -  ограниченная область в R * , { { l s \ - 
Последовательность областей- в # ?* , содержащихся в Л  , .

ПуотЬ отображения ps определяются слепившим образом:, если 
S( /У , то -  отображение W ^ X O )  такое, что для-
любой функции Л 6 W  '"ЧЇ2*) ’ й ,  pf tl-0  на j Q \ .

Пусть 1 ~г-{ и выполняется условие:

Я )  если U « СТО), то сутп|ствует последовательность 

такая, что f>f tct ~+tc слабо в W ' (О) и для лпбого открытого множе­
ства £<=jQ __  ~

J i ^ s f ^ d x  f V  (  { Ivu/*1* / и / 14

e n a s E n a

Определение 3.3.1. Пус̂ь для любогоді«Л  ̂ As - обретимн* 

оператор из y r,‘Mi( f l s)в , А - обратимый оператоп ич

v * > 4 a )  „  ( v ^ m *  . Evrew говорить, что последовательность 
( М  с  -сходится к оператору А , ёсли пля любого п  ( v ^ y n f  
p'.A'Hfopd^A {  слабо в V tj4CO).
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Это определений является реализацией общего определения &- 
сходимости для абстрактных операторов из п .3 .1.

Пусть ж', , жг -  такие же постоянные, как в п .3 .1 , С ,
для любого і  e f t , . ..,*■} ai -  каратеодориевская функция на О.* к  ,

причем ДЛЯ любых ^  £  Л  j fri

( * ї ( щ г ї ~ ч & л /й ( і і - % ) * с~іо*'г*+Іі''Ул " V t ' A

Пусть теперь А -  ^ператор из У іл < й )ь ( v ^ c n f  такой, 
что для любых u>t V 6

< А и ,1Г >=  I  I j t  <ti (x ) v n )\ \ r j i x i

если S6./S , то Ai -  ogepatop из V i,lK(CLs)h такой,
что для любых Щ V  е  И * £ а , )

<At u , t r > = f  / X  Ч (* , V W )\ u jd x .
•О, *

Положим , - і  М.*. «
to? = т. {hv,Hl  - t o f )  t J 4 - 1 С УЛ.

и обозначим через Л множество всех каратеодориевских функций 
таких, что для любых X £

1*(х, ? )  /  * /

Введем обозначение: если , то -  ^ператор из
В такой, что для любых й ’ (Ґ1)

1 <  = j  {(x , u,)t/iLx.
а

Теорема 3 .3 .1 . Существуют возрастающая последовательность 
и функция " такие, что оператор A+f^ обратим

и последовательность /ASJ & -сходится к оператору
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Этот .результат доказывается с использованием теоремы 3 .1 .1 , 
а также решений некоторых "локальных" вариационных неравенств и 
связанных с ними величин, которые в конечном счете и определяют 
функцию t . •

С-потаощъю построений, и оценок, содержащихся в доказательстве 
теоремы 3 .3 .1 , дается уточнение этой, теоремы, относящееся: к сво­
димости решений уравнений с операторами As  но энергии. В связи с 
этим вводится понятие сильной (т -сходимости последовательности 
Щ }  и доказывается необходимость услог-ия Л ) для сильной О -сходи­

мости {As)k  оператору вида A +Fj /теорема 3 .3 .3 /.
Приведем один из критериев выполнения условия Я ).
Положим для любых >0 , замкнутого куба Q < zfl  и s c  IS

C ' ( Q ) -  м /  [ l l v u f t l H ' s e f ' l u  i r U x
J a ,

Теорема 3 .3 .5 . Условие Л) выполняется тогда и только тогда, 
когда и существуют d > О ,р >  такие, что
для любого замкнутого куба в  XI

С ? ( Q) fJtnesQ.,
г-*о.

Рассматривается пример перфорированных областей, для-которых 
выполняется условие л )  .

Отмётйм, что в целбм .метод доказательства теоремы 3 .3 .1 , ориен- 
тированный на нелинейные уравнения общего дивергентного вида / т .в . ,  
вообще говора, невариационные уравнения/, имеет существенные отли­
чия, от упошнавшихся вариационных методов Е.Я.Хруслова. Этот метод 
отличается также от_мётода усреднения невариационных задач Дирихле 
в перфорированных областях, развитого И.В.Скрьтнккок и существенно 
использутёго структуру рассматриваемы* перфорированных» областей и 
поточечные оценки решений вспомогательных нелинейных задач.

В четвертой глайе диссертаций исследуются вопросы Г -сходимос­
ти и усреднения для интегральных Функционалов, определенных на ела 
бо связакннх пространствах. .

: В п .4 .1  вводится и изучается донятие Г-сходитлости Функшгона-
лов . 'к функционалу, Определенному т
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V е( У П о ) / .  Это понятие зависит от сходимости элементов U-s 
« v * * m i  к элементу я б . сю-ОТветствуШей Струк­
туре расоматриваемых областей 12*■. Эта структура такова, что про­
странства V **(Q S\ , вообще Говоря, не являются сильно связанны­
ми с пространством Описывается сВАзь / ’-СХоїщмостифун­
кцію, надов со сходимостью реліени.1 вариационных заг{ач Неймана. Ддй 
интегральных функционалов fs ■ вводятся специальные
локальные Характеристики, с йомольи ко’горых устанавливается Теоре­
ма о Выборе из порлецобательвости / / 5 j  пог.йоследсБательности, £ - . 
схоетщйся к интегральному фушиціона-іу, определенному на w * * m .

Дадим более подробное изложение результатов п.4 Л.

Пусть к- , Ы Х  , 'j£. - ограниченная область в 0  с яйпши- 

цевай границей,'Ж&}  - последовательность областей в :к  , сод&р&а 
щихся Bifl ,••/*>/ (п

Предполагается, ч4о сушестйуіЬт последовательности областей JQ.f 4 
о Т  в/? и последовательності- множеств̂ такие,что для любоїoseflf

J2S ~ а(?иhs urjf, os)

Предполагается, что выполняются условия:

fa* d s =0; (13)

существует V > 0 такое, что для любого открытого (14)

множества Е a C l  е m e s ^ - 0  £ ~ КПШ і $ Щ )*Vfctf£.

Заметим, что в силу этих условий

An. zhufj//, =  0. (15)
«“уЗь *

Введем обозначений:
1) £*■*« и  < Ж*: М  **-*), М *  ї ї ;  про­

странстве всех отображений/^в $  , $*" - пространство всех отоб- 
раже ни? г ’*п $ ; если то
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2) если Е  -  ограниченная область в Л * . U, £ W ’  (Е) , то ^
-  отображение £  вД ^ так ое, что для любых х  « F и*£*(\К’

(Q  и(х))̂  = $ % (* ) ;  f i t *  -  отображение £  в ^ ^ т а к о е , что для лю-
Q v x X t f  ъ * f 'P * ’k и(х)^=/У*й.Щ .

3) если S £ РЦ , то f s -  отображение V' *’*№) в V  ’ (Qt) та­
кое, что дЛя любой функции и Є ¥*■*(& ) ;

4) если s * f t i r  * ¥ * '* & % s) , Ы , то

= J И ( г - ^ Л Г < 1 х  + / / 4  (v -% U (* ) r i X ; 
а ?  а ?

5) если & «  . то

~  Ы  | ^ Й Й  \ Й* 1V c'h'(a .);

t  множество всех последовательностей {и. і таких, что Kse/V
&s 6 V * > * m t ) ,

t e f  а ч < , в » f
д,

f * (us>u) a °

Включение ^ё(й) означает опре явленную сходимость после 
поввтельности {ut}K_U . і

Устанавливается* что для любого ft. существует
п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь і е  (?№ ) такая, что

(16)

Д/*. * ** ̂ ( v ’v 'ca if. '

Предложение 4*1.2. Пусть выполняется условие:
существуют Jrf , > 0  такие, :Что для .любого открытого 07) 
Множества В C.Q, &т >»cs (ЕПІІУ) t-jK.mes-E

Тсгпд їїрООТПЯН-СТРП fc ' « Щ )  0 ЇЇ9 60 бВЯ ЗШІИ с гі ро отре по твом V 'T m
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Определение 4 .1 .1 . Пусть пля любого Is -  функционал на 
v * '* x n s)  . /  -  Функционал на Вудем говорить,что
последовательность{ l si  /'-сходится к функционалу/ . если:

3) для любого И £ существует последовательность
такая, что ) =1Ы) ;

2) для любого ft-с  (V  *’ЧО)У и любой последовательности
{ и ,ь * ё ш  / , & , ) > К * ) .

Предложение 4 .1 .3 .  Пусть пространства' v ' - w ? )  , у ^ т )  
сильно связаны с пространством V ^ ( n )  . Пусть для любого S6 N  
Is -  функционал на W * ( f l s) , /  -  функционал на 

последовательность ц .  j  f ~сходится к функционалу /  . Пусть, для
любого S i f t  Us -  Іуйкщш., м'инкмизируюшая /у  на V  , и
имеют место, соотноше ния (16). Тогда существуют воз растаивая пос­
ледовательность такие, что U мини­
мизирует/ на (л, ■

f i i

Перейдем к рассмотрению интегральных функционалов. л к
Пусть О І  и if і і -  последовательность функций на Q x^  

такая, что для любых if flf И I*#*’* Функция £ (•, 2) измерима 
на S1 ; ДЛЯ любых S я *  <М ■ функциp.fsixt ) выпотела; на̂ Р***;
ДЛЯ ЛЮбЫХ S * / Y  , Х 6 Ґ 2  , {> С ‘ і ^ Ґ - С  S j C O  + l f f t ) .

Последовательности J соответствует последовательность функ­
ционалов , определенных формулой

Is (Ц) *  j  ft fx,?k u ) d x .

Обозначим через ^  множество всех функций /  'н аЛ *^ *4?М *1̂ * »  
удовлетворяющих, условиям: для любых £.'k’0 ' , f функция
A v  ІЛії'У  измерима на jQ  ; для любого Функірія /У * / ,  f ■)
выпукла на!к $*** ; существует С'> 0 такое, что для любых
Х б £ 1 , ~  C * f ( x > i , l  l ' ) * c ' ( U / f / + i } l + / t ' / f
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Определение 4 .1 .3 . Б е л и з е /"  , т о -  функционал на 
такой, что для любого U

I *(%) - J А*, * \  я** % иа')1х.
а

Теорема 4 .1 .1 . Существуют возрастающая последовательность 
i f  4 £  такие, что последовательность IIs. }  Г- схо­

дится к функционалу
В п.4.2 рассматриваются трехмерные области i2$ вида (12), 

имеющие периодическую каркасную структуру с тонкими каналами 
/т е  же области, что и .в п .2 .1 / .  При этом выполняются условия(13) , 
(14)/ с  К=і / и р.7 ), пространства і/ i,,K(Q s) слабо связаны с 
пространством V  'm£Q) * С использованием теоремы 4 .1 .1  доказы­
вается Г -сходимость интегральных функционалов ft : W t,H(Q s) 
к функционалу / '  ( W t,l>lCQ)) с элективно вычисляемым интег- 
рантом.

Отметим, что в случае областей вида (12); при условии (15) и 
сильной связанности пространств, соответствующих областям , 
й ?  асимптотическое поведение решений вариационных задач Нейма­
на для интегральных функционалов изучалось при
ln=Z Е.Я.Хруеловым, при /п >1 Д.0.Панкратовым. Вопросы ‘ /" -сх о ­
димости Функционалов ими не исследовались.
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Ковалевский А. А. Вопросы сходимости и усреднения для нелинейных 
эллиптических операторов и интегральных функционалов с переменной 
областью определения. . ■* ’■ • ••

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-математиче­
ских наук по специальности 01. 01. 02 - диМэренциальные уравнения. 
Ин-т прикладной математики и механики НАН Украины, Донецк, 1995.

Защипнется 15 работ, содержащих теоретические исследования по воп­
росам сходимости и усреднения для Нелинейных эллиптических onepar 
торов и интегральных функционалов с переменной-Областью определе­
нии. Построена теория й-сходимости нелинейных эллиптических опера­
торов задач Неймана, определенных на сильно связанных пространст­
вах. Дано эффектйшое описание усредненных задач для последовате­
льностей нелинейных задач НенМана в областях периодической струк­
туры каркасного типа с тонкими каналами и в областях периодической 
структуры с накопителями. Изучена ії-оходимость нелинейных эллипти­
ческих операто|юв задач Дирихле с переменной областью определ&нйя. 
Исследована Г-о*одимоеть; интегральных функционалов, определенных 
на сл;ібо связанных пространствах.

Kovalevsky A. A. The questions o f  convergence and homogenization 
for nonlinear e l ) ' to Oberators and Integral functionals with 
varying domain oi j o f  init ion.
Thesis for  t Ik! Degree o f  Doctor o f  Sciences in Physios and Mathe­
matics, the speciality. 01.01.02 - Different ial Equations, Insti­
tute o f  Applied tothem tics and .Mechanics, National Academy o f 
Sciences o f  Ukraine, Donetsk, 1995.
15 works uontaining theoretical researches on the questions o f 
convergence and rxinr/goniza! ion for nonlinear e l l i p t i c  operators 
and Integral functionals with varying doireIri o f  definition are 
defended- The theory o f  G-convergence o f  nonlinear e l l i p t i c  ope­
rators defined on strongly connected spaces has teen constructed. 
The e ffectiv e  description has teen given for  homogenized prodleite 
correstiond I ng to sequences o f  іюпІІПеаг Neumann problelns in domains 
of periodic structure o f  framework type with thin channels and In 
domains o f  periodic structure with accumulators. (3-convergence of 
nonlinear e l l i p t i c  operators o f Dl rich let problems with varying 
domain o f  definition has been studied. I’-conveigsnce of Integral 
functionals defined on Wedkly connected spaces has teen invest і 
ted. .
Ключові с лора: В-збіжність, Г-йОійн їсть, усереднення, нелінійні 
оператори, инївгральнї функціонали.
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