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З А Г А Л Ь Н А  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  Р О Б О Т И

А к т у а л ь н іс т ь  тем и . Серед процесів, >ікі вивчаю ться  н р іч ­

них розділах природознавства (механіц і, ф ізиц і, техніці та ін .) 
важ ливе місце займ аю ть коливні процеси. В  даний час розроб­

лено і математично обгрунтовано ряд ефективних методів до­

сл ідження коливних явищ , які опйсую тьси як л ін ійним и , так і 
нелінійними диференціальним и р івняннями. Н ай б ільш  Плідни­

ми із них виявились асимптотичн і методи, зокрема, метод у се ­
реднення, метод інтегральних многовИдів та ігераційні методи.

О снови  методу усереднення були закладені в роботах ос ­
новоположників небесної механіки часів Л агр анж а  і 'Л ап ласа . 

С у т ь  методу усереднення полягає в тому, що досліджувана си ­

стема диференціальних р івнянь за допомогою спеціального опе­

ратора зам іню ється  іншою системою, яка називається  усередне­

ною. П ри  цьбму усергднена система, з одного боку, повинна 

бути в п евном у ' розум інн і простіша, н іж  Початкова, а з другс-о 

боку, вона повинна описувати основні риси досліджуваного 

явищ а. В  такому випадку природнім чином виникає проблема 
обгрунтування методу усереднення, тобто проблема одержання 

ефективних оцінок норми різниці ро зв ’я зк ів  вихідних і усеред­
нених р івнянь на скінченном у або нескінченному пром іжках ч а ­

су .
Н е  д ивлячись на те, що метод усереднення застосовувався 

для р о зв ’язуван н я  деяких задач протягом майже двох століть, 

проблема обгрунт5гвання методу усереднення довгий час зали ­
ш алась нерозв’язаною . Л иш е в 30-40 роки двадцятого стол іт ­

тя  були одержані фундаментальні результати  в цьому напрямі. 

Т а к , М . М . Боголю бов показав, що для систем стандартного 

виду метод 5'середнеНня тісно  з в ’язаний з існуванням  деяко ї 
зам іни зм інних, яка дозволяє виклю чати часову  зм інну із яра»-
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вої частини системи. К р ім  того, V I. М .  Боголю бов дослідив 

системи р івнянь вищ их наближ ень, р о зв ’язки  яких апроксиму- 

ю ть р о зв ’я зк и  початково ї системи р івнянь з точн істю  до вели ­
чин, пропорційних цілим степеням  малого параметру. Д альш ий 

розвиток метод усереднення отримав в роботах багатьох м ате ­

м атиків стосовно різних класів  диференціальних р івнянь.
В  останні десятир іччя почалось інтенсивне вивчення бага- 

точастотни». нелінійних систем диференціальних р івнянь, як і ви ­
никаю ть в різних задачах Класичної і небесної механіки, рад іо­

техніки. ф ізики. В  з в ’я зк у  з цим виникла необхідність розро­

бити алгоритми асимптотичного інтегрування коливних систем з 

багатьма степенями свободи і дати їх математичне о бгрун ту ­

вання. У  випадку систем із сталим вектором частот ця важ лива 
задача р о зв ’язана в роботах Ю .  О . М итропольського  і А . М . 

Самойленко. Зо кр ем а , глибоко досліджені так і важ ливі явищ а, 

що виникаю ть в багаточастотних системах, як квазіпер іодичн і 

рухи.
Зн а чн и й  вклад  у вивчення коливних систем із  зм№ *цми 

частотами внесли Д . В . А н о со в , В ,  1. Арнольд , В . М .  В о л о ­

сов. Є .  О . Гребен іков, А .  І. Н ейш тад т, Н . Н . Нехорош ее, В . 

Є .  П р о н ч а т о в / А . М . С ам ойленко, М .  М . Х а п а е в  та ін. О с ­
новною проблемою, яка виникає при дослідженні властивостей 

ро зв ’я зк ів  таких систем , є проблема резонансних сп іввіднош ень 

м іж  компонентами змінного вектора частот. Н а  сьогодніш ній 

день є досить повна та зм істовна теорія одно- і двочастотних 

систем. В ідм ітим о , що у випадку двочастотної системи резо ­
нансні поверхні утворю ю ть, взагалі каж учи , с ім ’ю поверхонь 

р івня, тому в таких ' системах основним ефектом є проходження 

через резонанси. П ри  наявності в коливної системи б ільш ої 

к ількості частот її  р о зв 'язки  м о ж уть  залиш атися в малому око-
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лі резонансної поверхні протягом досить великого пром іжку 

часу , що значно ускладню є дослідження коливань. Гакий  випа­
док вивчений значно менше, н іж  одно- і д вочасто ін ий , тому 

встановлення ефективних оцінок похибки методу усереднення 

як па скінченному, так і на нескінченному часових інтервалах є 
актуальним . Важ ли ви м  є також  вивчення умов існування та 

властивостей інтегрального многої іду ба іаточ,істотно ї системи, 

оск ільки  якісне дослідження Ті р о зв ’язк ів  істотно спрощ ується, 

якщ о ці ро зв ’язки  леж ать  на інтегральному многовиді меншого 

розм іру, н іж  початковий (разовий простір.

М е т а  д и се р та ц ій н о ї роботи  полягає в обгрунтуванні ме­

тоду усереднення і його застосуванні до розв язування багато- 
*

точкових крайових задач, а також  в розробці теорії ін теграль­
них многовидів для нелінійних резонансних коливних систем з 

повільно зм інними частотами вигляду

де X  і відповідно П/— і (T t—- вимірні вектори, £ —  малий
додатний параметр, дійсні вектор-ф ункц ії (X , 03 і Ь належ ать 

деяким класам гладких і —  періодичних по *Г функцій.

М е то д о л о г ія  та о сн о вн і аіетоди д осл ід ж ен н я-  Д о сл ід ­
ження коливних систем із зм інними частотами б а зується  на 
методі усереднення по всіх кутових змінних, обгрунтування якого 

встановлю ється за допомогою оцінок осциляційних інтегралів. 
Доведення існування ро зв ’я зку , визначеного на всій осі, зд ій ­

сню ється  за допомогою методу, суть  якого полягає в поєднанні 
методу усереднення і ро зв ’язування деяких крайових задач. 
Ви вчей н я  умов існування, гладкості і ст ійкості інтегрального 

многовиду коливної системи із залежними від часово ї зм інної
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частотами проводиться за допомогою відповідним чином моди­
ф ікованої методики, розвинуто ї Ю .  О . М итропольським  і А . 

М . С ам ойленко для систем іа сталим вектором частот.

Н а у м о в а  п о вн ен а . В  дисертації особисто автором одерж а­

но так і нові результати :
— встановлено рівномірні оцінки одновимірних осциляційних ін ­

тегралів, залежних від параметрів;

— доведено», теореми обгрунтування методу усереднення для к о ­
ливних систем із зм інними частотами на відр ізку та півосі;

— одержано к іл ьк існ у  залеж н ість  від величини малоп парам ет­
ру оцінок частинних Похідних по початкових даних різиииі р о з ­

в 'я з к ів  збурених і усереднених р івнянь;
— за допомогою усереднення по всіх швидких зм інних знайдено 
умови р о зв ’язності деяких багатоточкових задач і отримано 

ефективні оцінки норми різниці р о зв 'язк ів  вихідних і усередне­

них задач;
— доведено існування р о зв ’я зк у  багаточастотної системи, ви ­
значеного на всій осі, повільн і зм інн і якого рівномірно о бм еж е ­

ні;
— методом послідовних наближень побудовано інтегральний 

многовид коливної системи із залежними від часово ї зм інної 

частотами, вивчено його гладкість і встановлено ум овну асим п ­

тотичну ст ій к ість  та асимптотичний характер розкладу;
— здійснено декомпозицію  р івнянь для кутових і позиційних 

зм інних в малому околі асимптотично стійкоі-о інтегрального 

многовиду;
— досліджено розповсю дження отриманих результатів  на деякі 

системи слабо з в ’язаних осциляторів.

Т е о р е т и ч н а  та  п р а к т и ч н а  ц ін н іс т ь . Теоретичн і р е зул ь ­
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тати досліджень дисертаційної роботи розш ирю ю ть м ож ливість 

застосування методу усереднення для вивчення коливних рухів 

в системах з повільно зм інними частотами. Вони м о ж уть  бути 

використані при р о зв 'язуван н і прикладних початкових і кра ­
йових задач класично ! і небесної механіки, радіотехніки, ф і­

зики. яким властиве явище резонансу.

Р езул ьтати  дисертації м ож у . і> бути покладені в основу 

спец курсів  для студентів і асп ірантів  з питань .конструктивної 
теорії нелінійних диференціальних рівнянь

А п р о б а ц ія  роботи  і п у б л ік а ц ії.  О сновн і результати  ди­

сертац ії доповідались на I X  М іж народ н ій  конференції з нел і­

нійних коливань (м . К и їв , 1981 p .), на м іжнародній конферен­

ції “ Дифференциальные уравнения и их применение" (м . Р усе , 
Болгар ія , 1982 р .), на республ іканській  науковій  конференції 

“ Дифференциальные и интегральные уравнения и их примене­

н и я ” ^ .  О деса, 1987 р . ) .  на всесою зній  конференції ’’ Н ели н ей ­

ные проблемы дифференциальных уравнений и математической 
ф и зи к и ’ (м . Терноп іль, 1989 р .) , на м іжнародній конференції 

“ A b strac ts  of Invited  Lectu res and Short Com m unications D e liv e ­
red at the Second International Colloquium  tin D iffe ren tia l E q u a ­

tions" (м . П лод ів , Болгар ія , 1991 p . ) ,на республіканських кон ­

ференціях “ М оделирование и исследование устойчивости  про­

цессов’’ (м . К и їв , 1992. 1993, 1995 р .). на Других Боголюбов- 

ських  читаннях (м . К и їв , 1993), па всеукра їнськ ій  науковій 
конференції “ H o w  підходи до р о зв ’язання диференціальних р ів ­

нянь" (м . Д рогобич, 1994 p .), на науковій  конференції “ Н е л и ­
нейные краевые задачи математической физики и их прилож е­
н и я ’ ( м .Терноп іль, 1994 р .), на міжнародній конференції “ Н е ­

лін ійні диференціальні р івнян н я" (м . К и їв  , 1995 p .) ,  на се ­
мінарах відділу звичайних диференціальних р івнянь ЇМ  Н А Н У .
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О сн о вн і результати  дисертації опубл ікован і в роботах [ 1 ~

О с о б и с т и й  в н е со к . Д осл ід ж ен н я, представлені в дисерта­

ції, є результатом  самостійної роботи автора. Вони  у за гал ьн ю ­
ю ть результати , як і одержані особисто автором або за участю  

сп івавтор ів . В  останньому випадку сп івавторам не належ ать 

ідеї, що знайш ли своє в ідображення в дисертації. Безп осер ед ­

ньо автор зд ій-нив постановку задач в роботах [1, 5, 9 ] ,  а в 

роботах |6  —8. 11, 13, 15. 16] приймав участь  в постановці з а ­
дач. А втор  тако ж  приймав участь  в обговоренні результатів  і 

оформляв всі роботи, написані в сп івавторств і.

С т р у к т у р а  тк  о б сяг  д и с е р та ц ії. Дисертац ійна робота 
склад ається із вступ у, чотирьох розділів, висновків та списку 

літератури, що нал ічує 126 найменувань. Загалоний  обсяг ро ­

боти складає 248 сторінок.

К О Р О Т К И Й  З М І С Т  Р О Б О Т И
У  вступ і обгрунтовано актуальн ість  вибраної теми дослід- 

ж ень, дано короткий огляд літератури, сформульовано м ет/ ро­
боти та її  н аукову новйзйу, визначено методи дослідж ень, а 
також  наведено ноложенйя, що Виносяться  на захист.

Перш ий розділ дисертаційної роботи присвячений обгрун 
тупанню методу усереднення для коливних систем з повільно 
зм інними частотам и. В  §1 розвинута методика отримання р ів ­
номірних оцінок одновимірних осциляційних інтегралів виду

•Ь+'Г . . У-
]л(і,їд,б)= I Wexpj!

де і  Є  R, , і  Є  Я  • т е  [ o , L ]  , 6 — малий додатний параметр, 
—довільний ненульовий вектор, ҐП, Z Z  ■ £(Ь},~

~ ( ^ Ю .......( n (t))e і ( l) ( i)  = ( ^ ( t ) ,  . . ^-дійсні Фун

кц ії, р % \Уі . (Л .,(і)) —  скалярний добуток вектор ів і (0 .

21 ] .
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І, = V~T — уяяна одиниця. "p
П означим о  через W p ( i )  і W p (t ) відповідно матрицю 

І  ( і-4) ( і -a)К W ) , > je« , w ,  ,

і транспоновану до неї. Доведена наступна
*Т /| •у

Теорема 1.1.2. Нехай ll(wp( « w p(t)) w p(t) I  рівном ірно обме­

жена зверху с т а л о ю  Ср , (і (t)y , V = i,lT l , j= ^ ,p , р^ГГЦріп-

номірно неперервні на м н о ж и н і "t Є  . Тоді м ож на  ока да­

т и  т а к і  д о д а тн і  с т а д і  S Q і С ■ незалеж н і від "t , і.
Т  . б І X  , І(40 Д . 1 Я  всіх І  Є  ft, , 'ї Є. R, . Т  Є  t 0 , L  1 .

б е ( 0,е0] і Х Ф  о  має  лі і cue оцінка

| ] A( c t w ) l « e ^ * a ) « « , ! « « « *  i t ,  T “ L1! V » I

В  другому параграфі за допомогою оцінок осниляиійних 

інтегралів обгрунтовано метод усереднення для багаточастотннх 

систем виду

і і  =  а ( х Л і , е )  ,  ^ . * ^  +  1( а л М ) .  » >

Т у ,  i s » c R ' \  t « t o . l ] ,  е е ( » ■ « » )  , 3) -
обмежена область, C0(t) ^  C 'tO ,* 1 ’ ^  ̂ • П рипустим о , що
ф ункц ія не пере в но диференційо­
вана по при кож ном у ф іксованому & е ( 0 , е о]  , i n -

періодична no . а її коеф іц ієнти Ф у р ’е С ^ - С ^ (Х , І ,6 )  справ­

д ж ую ть  нерівн ість

« Р І У  * Е М ^ Ы М + ( “ Р  5Г ІК

( 2 )

& ' 01 G ' l i d X I !  L £ r n c "  v & .

+ SGa p l ^ x  І г ) р  ] ^ = c o r i s t , < p , o ,  G = M ln' x [ o , L ] . ( o ,60 ]
П оряд  із (1 ) розглянемо усереднену по всіх кутових змін-

С

них систему
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g . a t x . M )  , ( 3 )

де , .П І ЙС M rJ , J Са (х,ч>,-к,є)і& (x ,4 v t ,e ) ]

Зад ам о  для р івнянь (1 ) ,  (3 )  початкові умови
- _ п пг

V o T H V ®  ■ V o i V e R  • ( 4 )
в яких — деяка область, і позначимо через (X(^,^-,V,£ ) ) 

^ , V , £ ) )  та ( X ( i , ^ , 6 ) ' ,  розп ’яяки  задач відповідно

(1 ) ,  ( 4 )  та ( 3 ) .  ( 4 ) .  Т  v
Теорема 1.2.1. Н ехай : І )  ( І6 І ..(W pf^) W p W )  ^  0 V  "fc ^ [О ,L ]  при 

деяком у м ін ім ал ьн о м у  р ^ £ + 4 р >/ ІЇЬ : 2 )  в и к о н у є т ь с я  
умова ( 2 )  при fy = 0 ; 3 )  для всіх t e [ 0 , L ]  , 3)^ і ^ є (0,60]

крива X  = X  ( І , у , Є )  л е ж и т ь  в cD разом із  сво їм  )̂ — околом. 
Тоді існ ує  т а к а  н е зал еж н а  від £ с т а л а  С > 0  , що при До­

с и т ь  м алом у  6 Q> 0 ДЛЯ кож них  Ї Є  [ 0 , L ]  , , V<= R.
і 6 є ( 0 ,& о]  с п р а в д ж у є т ь с я  оцінка

І И ( і ^ , ч е ) |  4 С Є Г  , ( 3 )

в як ій
В  цьому ж  параграфі вивчена також  залеж н ість ф ункц ії і і  

від зм інних IJ. і V  . Зокрем а , встановлена нерівн ість (тео р е ­

ма 1 .2 .2 ) ^

4 с е Р  •

яка викор истовується  в другому розділі при доведенні ро з­
в ’язності крайових задач.

Істотною  умовою  в теоремі 1.2.1 є умова 1). Я кщ о  ця умо 

па поруш ується в скінченн ій  к ількост і точок із [ 0 , L ]  , то в
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роботі показано, що при цьому зм ен ш ується  степ інь параметру 6 

в оцінці (5 ) .  Я к щ о  умова 1) поруш ується на деяком у в ід р ізку  

( X j M  с  [ o . L 3 . то н цьому випадку зручно проводити усеред ­
нення по частин і кутових зм інних (теорема 1 .2 .3 ).

Д л я  обгрунтування методу усереднення па п івосі [ 0 , ° ° )

накладемо додаткове обмеження

|а(хД,ь)-а{ї,-і,о)^се V (x,t,e)€  М +* [0>бо] (6)

і розглянемо усереднені рінняння першого наближення для по­

вільних змінних

=  а  ( х , і , о )  . ( ? )
М а є  місце Т  7 ..
Теорема 1.2.4. Нехай : а )  І  ( W pw W pW ) Wp(t) | | = c o n j i  при

деяко м у  p ^ tr t  і всіх t e  R + , а ф у н к ц і ї  (0^  ® (і) ,Р= Н ,П І f j  = 4,p ?
рівномірно неперервні на R + ; 6 )  ви к о н у ю т ь с я  умови ( 2 )  

при \ &  R + , fy= 0  і ( 6 ) ;  & )  існ ує  р о з в 'я з о к  X — Х(+ ) р ів н я н ­

ня ( 7 ) .  який  л е ж и т ь  в Ю  разом із  сяої.и ф — околом 

v )  нормальна ф у н д а м е н т а л ь н а  м а т р и ц я  0 ( і д )  р о з в 'я з к ів  

р інняння  я вар іац іях j j § =^ _Q ,(X (t),t,0)2 с п р а вд ж ує  н е р ів н іс т ь

H Q f t f O h  К е  ^  V t Л » 0,  К — c o n s t?4 г У = С О П5І > 0.
Тоді і с н у ю т ь  т а к і  д о д а т н і  с т а л і  С , 6- & бл і Р. < Р . що: 

р Q m. / ~  і  •М J
1 ) для всіх t -Є К. V e  К  і 6 G (0 ,6 _ J  справедлива оцінка

0 4

| x ( t , x ( 0) , v , e ) - x ( t ) i 6 C 6 T -,

2 ) пов ільн і зм інн і кожного  розв я з к у  

с и с т е м и  ( 1 ) ,  для якого

І є £ + , | |^ - Х (о )| |< £ , , V e е є ( 0 , е о ]

рівномірно обмежен і, т о б т о  | |Х ( і ,  | ^  С .
В  §3 розглядається випадок, коли система (1 )  двэчастот-
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на, і ви вчається  питання про обгрунтування методу усереднен­
ні) на асимптотично нелмкому [0 ,Т (£ )1  , Т (б )->  ©■=» при £-» 0 , 

і на нескінченному [О с е ]  часових пром іж ки#  при слабших при

лущ еннях на частоти 0 ) ( t )=  ( w ,  (-t), ( J  [ і ] )  , н іж  в §2. Будем оС 4 1 *
^ і, крім того,

u t w » 4, - c o a s t > 0, | i ( ^ ) | > d ,  V t e R  ( 8 )
I 4*

! Іри t  є  [ 0 ( Li ]  умова ( 8 )  є умовою  В . І. Арнольда, за допо­

могою яко ї ним отримана оцінка похибки методу усереднення 
па скінченном у п ідрізку часу. 1 Ірипустим о також , що ф ункц ія 

W ( і )  задовольняє хоч одному із приведених нижче обмежень:

і ;
- г (І) ~  Ыг0) і  с Ц *  c o n s t  V  -t Є» R + ;
^ m  ~ D

i i )  W^(t) e неснадною або незростаю чою  на К + .
Теорема 1.3.1. Н ехай : І )  . ч а ю т ь  м іщ е  н е р ів н о ст і  ( 2 )  п/>и ^=1,

( & )  і хоч о,гне із обмежень і ) ,  і і ) :  2 )  в и к о н у ю т ь с я  умови
в ) ,  і )  теорем и  1.2.4. Тоді для всіх "t Є  R + , R, і 6 є . ( 0 , 6^],

6 О > 0—  д о с и т ь  мале, с п р а в д ж у є т ь с я  н е р ів н іс т ь

|х(±Д.(0),у,б)-Х(*)|  ̂ CVT ,
в я к ій  с т а л а  С не з а л е ж и т ь  від 6

ПрИПуСТИМО ТЄПЄ|), ЩО СереЛІІЄ ПО 'Р ФУНКЦІЇ й  (X j'P jt jt ) то­

тожно дорівіпоє нулю:
a ( X , t , e ) - Q  У х є ї )  , - t e  Й+ , б е ( 0 , £ о ]  . ( 9 )

В  цьому випадку р о зв ’язки  X  = Х °=  COflSt усередненій системи 

для повільних зм інних є стаціонарними, і умова 2 ) теореми 

1.3.1 поруш ується . Такий ф акт має місце, зокрема, для гаміль- 

тонових систем. П означим о  через 9 ) JJ множину тих точок, 

як і належ ать 2 )  разом із своїм  р — околом, і виберемо ^> 0  

настільки  малим, щоб . Доведе на наступна

Теорема 2.3 .2. Я к щ о  в и к о н у ю т ь с я  умови ( 2 )  при - \ , ( S ) ,



( 9 )  і ̂ н ер івн іс ть

5 t w^Vf !d*(c^{t))l ] ^ t d 3^ + V T  И
з деякими невід'ємними стали м и  СІ̂  , . т о
хГЧО,Є0] м аю ть  місце оцінки:

1) !х($,х°,у,е)-х°|| V t s  Со,ехр\еЧ1'^ 1 ]
r.i>u 0  , fb —  довільне число із  і н т е р п а л у  (0^ у )  ;

2)  l l x ( t , I e,V ,e ) -  Xе І і  СІЇ  V i s  [О ,— )
при 0 .

В  четвертому параграфі д осл ід ж ую ться  коливні системи, в 
мких Іх) = С0(Х?і). Т у т  встановлено оц інку | Х - і | 4 С \ Г б  V i ® t O , L l  

при обмеженнях, зв 'я зан и х  лише з резонансними гармоніками 

ф ункц ії Cl I X j V j t j t )  (теорема 1 .4 .1 ), і доведений аналог теоре­
ми Б а н ф і— Ф іл іт о в а  на випадок нескінченного часового ін тер ­

валу.
В  §5 розглянуто  б л гато часю тн у  систему виду

А Г  Д -  S Л Т' + 'І
,ІТ  “  \ - tf- n 5 ( t , t )  + е a ( * , * , t , e )  ,

f t  t5 B,(x,t) * ег fd.V.t.e). <|0)
S= 4  CL n

де T  — ціле невід 'ємне число, D_^(x,-b)s M (X , t )  ? Х в $ ) с :  }
V s  R m , t £ [ o , L ] , 6 e ( o , e l .  а праві частини (1 0 ) справджу­

ю ть умони

[  А 3М ’ B S H ( x , t ) ] e  С х л ( С , ё ) ,  5 * о 7 і ,  

[a(x,<eft,e).; S ( x , ^ , 6 ) ] s . c ( x ^ 6 ) e C ^ t (& ,6 ) , t>rt i ,  п

, * » о  ’

-1 8 -
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Тут і — стала, незалежна під 6 , (Х ,4 ,6 )— коефіцієн­
ти ФурЧ Z %  -  періодичної по функції C(X,V,i,fc) % Q = ̂ )х
*Rw'*Co,L]»(o,e0] ; через позначено множину век-
тор»функцій, які при кожному фіксованому, £ Є. (°.У мають не­
перервні по ( № ) є М  * [ о, L 1 і обмежені сталою 6 частинні 
похідні по змінних X,"t до порядку Ь включно.

Усереднена по всіх кутових змінних ф система має ви­
гляд . _ г 5 г + /,

а  5 = 0

1 8 5! у £5 н ' м а д .  (|2 ’

Припустимо, що для ВСІХ Х е  2 ) . t e [ o , L ]  і деякого р, 
ІТІ S р 6 t виконується нерівність

т
det (Wp(x,4)W (х ,і))^0  ,

Pv ’ v  ’ (13)

J-І ■ \ГП,Р. / j J-і чпг.ц

а повні похідні n o t  від функцій обчислю ю ться В І Д О В Ж

р о зв ’я зк ів  р івняння ^  — А 0 М -
Теорема 1.5.1. Я к що  %  - 1 (4 , ас ж и т ь  в Ф  р a л о м і з  споїм  

р  — околом V  ( і  , у ,е ) (=  [ о , 1 ] * 3 ) ^ ( а , б 0з , І в и К О Н у И) 111 h с я 

умо и (1 1 )  при т а  ( Ч ) -  т о  існ ує  т а к а  с т а  ні С . н е ­

за л е ж н а  від £. . що
ч  4 \ + -L

і  с е  р V  ( t » ^ , 4 0 e [ o , U x5 )v * R

де £0> 0 — досить  мале.
В ідм ітим о , що порядок по 6 останньо ї оцінки для (ут(>- 

вих зм інних на одиниида менший, н іж  для позиційних, оск ільки

п якій
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ш вид кість зм іни V пропорційна , і частоти  залеж ать  від 
X  . Т у т  також  встановлена нер івн ість (теорема 1.5 .2)

і -ч % + 1 + 4-
+ І й С і

а припущ енні, що сп равд ж ую ться  умови теореми 1.5.1 при С̂ ~ '1.

В  другому розділі досліджено р о зв ’я зн іс ть  резонансних 

крайових задач для багаточасю тних  систем і одержано еф ек­

тивн і оцінки норми різниці ро зв ’я зк ів  збурено ї і усередненої 
задач. П ри  цьому істотно використовую ться встановлен і в пер­

шому розділі оцінки похибки методу усереднення.

В  §1 розглядаю ться крайові умови для р івнянь (1 )  виду

F(x,
lt= 0 ’ !і=0. . .  0  » <«> 

де Г  —  ( іг  + гп) — вимірна вектор-ф ункц ія. З ад ача  (1 ),  (1 4 ) — 

двоточкова крайова задача, яка м істить Повільні та швидкі 
зм інн і, і їй  властиве явищ е резонансу. Будем о вваж ати , що:

1 °) ф ункц ія C(X,<P,t,t) = [С1(Х,^,е);6 (Х,Ф^,б)] дв іч і неперервно ди­
ференційована по (X ,4 Y t )  при кож ном у ф іксованому 6 , а ї ї

коеф іц ієнти Ф у р ’є Со ( X  t  £,) справд ж ую ть нер івн ість

sap |tc0S| + sap |ЭСо| t  5u.pj|b| + y  sap

" E j i M ^ P W ^ I ^ r h F . I w r l

,1)1*4-'

Hlc0
5 X b X j

+ (1 5 )

IIKII >4 Q,
sap ^ C k

H c )X

r  c K
й х ї х

const

2 ° )  усереднена крайова задача ( 3 ) ,  (1 4 )  ifpti кож ном у 6 ^ (0 ,6 ^  

має єдиний р о зв ’язок (х ( ъ Д ~ { т , г %  ц ь л У д ) . який

леж и ть  в разом із  своїм  р — ояолом;

3 ° )  існую ть такі незалеж н і від 6 'с т а л і f L  > 0  і 6^ > 0 , що

, В = В х ( р »£0і ,



£ (іг+ т )

16 -

6)

де В  —  6^ —  ОКІЛ ТОЧКИ ( х

4 ° )  15 ( X ° , lf c,e )!U ^ = C o n ,5 i У е є ( Р , 6 0]  , де S — квадратна
(IX —ііимірна матриця, ика ви зн ачається  р івн істю

,, (»F0 , t F 0 f i j u i V ) *Е !  t -ьї щ t,x°eU,
Ъ . - Щ  *  ъ ш  1 + 9 9  J  Т ї ------------

■ W  и г с Л  <> F °  b F °  \
f r * s r ) '  •

При цьому значения похідних ф ункц ії F i * , V , Z , 0  £ ) б ер уть ­

ся при ^  = х ° , v  = ’f 0 , z  = х (L  , і ° ,  t )  , 0 = ( L  , х , ч ° , б ) .
М а є  місце 

Теорема 2 . \.2 .Я к щ о

(0 (і ) є  С ^  ^  , p i r n ,  de-fe  ̂ W p(i) W pf t ) j * 0  V “t <= [о, L  ] ,
і о и т о н у ю т ь с я  умови т о  для кожного  £ е (0 ,Є о]  ( t c >
> 0  —  д о с и т ь  м а л е )  крайова задача  ( І ) .  ( 1 4 )  має єдиний 

ро зв 'я  зок ( X ( t , t ) ; Ч > (М У )  . який  л е ж и т ь  в С Є Р — О КОЛІ 
р о зв ’я з к у  усередненої задачі V ( м ) є t o t L ] * ( o , 60] •, с >о- 
с т а . і а ,  неналежна від 6 ■

В  §2 викладена методика доведення існування розв ’ язку  

системи (1 ),  визначеного на всій осі. Ц я  методика базується  

на поєднанні методу • усереднення і розв язування деяких 

крайових задач. Доведена наступна
Теорема 2.2.1. Н ехай : І )  в и к о н у ю т ь с я  н е р ів н о ст і  ( 15 )  і

I a(i,t,t)- а (х,і,0) | «■ Ці а (i,t,e) - (хД.с̂ І «це 
V(*Ае)є 3)«R »to,e.0l; 2 і |(Wp(t)Wp(t))1 Wjw II р і в н о м і р н о

обмежена, а ф у н к ц і ї  (0^ ^(t) ( V= Т^ГІ, j=^,P , Р *  171, річ помірно не ­
перервні при ; 3 )  існ ує  р о з в 'я з о к  X  — ^ ( і )  усереднених

р івн ян ь  першого н абли ж ен н я  ( 7 ) .  я ки й  визначений  V R, і 

X )  разом іт  сво їм  р — околом ; 4 )  нормальна фун-л е ж и т ь  в



д а м е н т а л ь н а  м а т р и и я  р о з в 'я з к ів  р івн ян н я  в вар іац іях  =

справд ж ує  о ц інку
_ v U  \

H Q ^ i ^ K e  Vt?>TeR , К= const и  , y=cons-t>o.
Dnt

Го л і при д о с и т ь  м алом у  € р > 0  v  (V ,E )S К. x(0,6o]  з н а й д е т ь ­

ся т а к а  т о н к а  X ° (V ,6)<= £ ) « що розе я зо к  [ х а Х ( ^ ) У Л М ^ Ь ,
6 ), си с т е м и  ( І )  ви значений  для всіх t  Є  R  , Є ^ (0 ,6 _ ] .
VeR"1-

—17—

і зад овольняє  н е р ів н іс т ь
ГП-

|i(t,xV,6),v,6)-^(t)|<'c V(v,-b,t)eR *R*(o,60]

із с т а л о ю  С . не залеж ною  від В
О стан н ю  нерівн ість можна інтерпретувати  як оц інку по­

хибки методу усереднення на всій осі при ум ові, що в п очатко ­

вий момент часу повільні зм інн і приймаю ть значення X  ( ^ б )  •
В  третьому і четвертому параграфах ви вчаю ться  умови 

р о зв ’язності багатоточкових задач для коливно ї системи П+-ҐП 

диференціальних р івнянь

£*= a(x ,U )  + t А (і,*,М) ,
a t

—( 4. B(x,4’,t,e) , (16)

в якій  ф ункц ії CL , A , w  . Б -  2 %  — періодичні ПО Ч’Є  R. 

і при кож ном у ф іксованому разів  неперервно ди ­

ференційовані по ( х ^ ^ є  ї )  * R. * [ 0 , L ]  , причому всі їх 

частинні похідні рівномірно обмежен і сталою  Сц , незалежною  
віл £, . Усереднена по всіх кутових зм інних система має
вигляд

І Х
d t

- a ( X , t , e )  t  Є A ( X , t , e )  , ( 17)

Ц = Щ ± Ї . М + В ( х ,*,Є)  . (|8)

«ЙЫБ ім. В. Стефаазаа 
АН України



- 18-

ВіиїЖи'І'НМІ'МО, IJJ*'

Г ік і * ^ Р І і г ї  *  SH & 1  ] ‘ С. ,
4 * 0 L & ■ ■ Г  і

|[( \\-t' ( х ,-t,6)Wt ( х , t ,о ) 1 \ ^ ( ї , м ) Щ  V \ * .t ,^ e S )- ‘[o,L>(o,eoi ,( l 9 )

де G =  ID x R, ^  [0 ,L ]  x ( 0 » 6CJ , C K = C K ( X , t , t )  — коеф іцієнти

U )yp ’f  ф ункц ії I A  V-£ > -̂Л t £) ’ ,
/ , И  \ т Л

W t ( x , t , t )  =  ( ^ ] - ^ y ( x -v ’ 6v ^ i = ^
а повні похідні на t  віл функцій ^ . ( X j t j S )  обчислю ю ться в 

силу усереднених (ІІВНЯНЬ (1 7 ).
В  §3 для р івнянь (1 6 ) задаіоться крайові умови

Ф К - І , .........T l * . 4 . e » | t . t .............‘ V 4 . O - O  , ,201

В ЯК И Х  0 4 " Ц  < і г с . . . < \ с 1 ^ г > л ,  Ф ( р 1 ,...,рг л 1, - л г л Н ^ ) -

вимірна вектор-ф ункц ія змінних P jG  Й . ^ є Г ,  & е ( 0 , б 0]  ,
J  — 1 ,Т  , яка двічі неперервно диференційована при кожному

ф іксованому 6 , і всі її  частинні похідні обмежені.
П означим о  через квадратну (И+ІТі')— виміри^ ма-

З - Г і ф 0 Ш і М . Ш  ! J ь и Ш . р ' ї А Л  м , \
I  «  «»” H j /•

ft*? Дч ( \
де значення похідних ^  і ф ункц ії ф  ( R) •>•••» tyx »  ̂/

беруться при P>= x (- b )l, l j0,e) , < ^ * Є < ? (* у ,у С,У ° , б )  .
Теорема 2.3.1. П р и п у с т и м о ,  що: І )  в и к о н у ю т ь с я  умови ( 1 9 )  

і обмеж ення  на Ф ; 2) при ко ж н о м у  6 .*= (0,6о] існ і/* єд и ­

ний р о з в 'я з о к  усередненої зад ач і  ( 1 7 ) .

( 1 8 ) ,  ( 2 0 ) ,  який  л е ж и т ь  в 2 ) * R ,ni'' разом із  евр їм  j) — око- 

лом ; 3 )  для  даного р о з в ’я з к у  м а т р и ц я  Р ( У ч  ¥ ° ,б )  нсвиродме- 

, причому | Р  (4°,H’j6)J^C^COHSi Убє(0 ,Б^ ]. Тоді м о ж н а  вкана
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з а т и  т а к і  с т а л і  С > 0  і 6^>0 , що лрм вс і*  £ 6  (0,£д] ,£0^6^, 
б а г а т о т о ч к о в а  задана ( 1 6 ) ,  ( 2 0 )  має єдиний р о з в 'я з о к  ( Х ( t ,  

яким  сп равд ж ує  н е р ів н о с т і

|x(i,6) -x (t v̂ e)|4 ce1U, , і= j -  •

В  §4 розглядаю ться крайові умови виду

F( H t « v  * • • *■ x i i - v e ^ * 0 • (2 1 )

V ( x ,t ^ , .  •. г ц ^ г , • • • » ^ Н « Ч , б )  *  0  . (2 2 )

ле F ( p ^ .  Рг ,б) і У(р<,...,Рг д , . . м<ц,е) ~ ВІДПОВІДНО

и- т ,  - вимірні вектор-ф ункц ії, як і д в іч і  неперервно ди­

ференційовані ПО р. є  $ ) , j «  4 ,1  ■ при кожному
J

ф іксованому & . причому

аг ¥пг

S-1
(S)

щ к
» V
H j H y S)

 ̂С = с on, sb 
(m) r>w

(2 3 )

д л я 'в с іх  PJ. = (pH ’ . . . , P ja )) e 5),<Vj=( C - - ^  * j  = ̂ t , e e ( 0 , y .
^ сп о вн а  в ідм інн ість задачі (1 6 ) , (2 1 ) , (2 2 )  від задачі

(1 6 ) ,  (2 0 )  полягає в том у, що, по-перше, ту т  виділена група 

крайових умов, як і м істять  т іл ьки  повільні зм інн і, а по-друге, в 

умовах (2 2 )  ф ункц ія Y  залеж и ть від аргум ентів f  ц-^.. . то ­

ді як в умовах (2 0 )  Ф  залеж и ть від

П рипустим о , що існує єдиний ро зв ’язок  Х = Х (^ 51^С) зад а­

чі (1 7 ), (2 1 ), для якого матриця
Ъ

справд ж ує нерівн ість

«Л = V *  £  f r x f t j t ¥-°,e) 
і 0)  ~  Z _  > D. йііО

- Л і
£ ( 2 4 )



. , й ¥ °  
і ' 1 ' '  ■ f t -  Н ,  '

ГО
л деякими сталими С > О і i L ^ O  . П р и  цьому —  м атри­

ця мастичних похідних ф ункц ії F(PP ...,P v e) ' II» P j При

py * x ( t , , ^ 5 ) , ■;>'= C v  _  _  t  '
' Д ля  ■ніахолжсшіи рози я зку  задачі (1 8 ).

(2 2 )  Д О С И Т Ь  П І Д !  т і ш и т и  значення X  —  X  ("Ь, І̂ С, 6) н  р івняння (1 8 ).
» «■ • * • 0кроні теї руиаі и ного, а исвідомии параметр f' визначити із

і піннідноіиснь (2 2 ) .  Вваж ати м ем о , що матриця

І) я к і й  П О Х І Д Н І  410 % j  в і д  ф у н к ц і ї  V ( p < i  • • • • Ч ' г , 0  б ‘*і'у Т Ь С Я  lift*

руг ^ = lP{'b#,^0,V0jt),V= і , 1 . задовольняє оцінку

І Р г  *(^  ^ С е ~ ^  і С = C O U St > 0 , ^  = COfl5i> , 0 .  (2 5 )

Доведена
Теорема 2.4.1. Н ехай : I )  при к о ж н о м у  б«= (О, 6 0]  існує  є д и ­

ний pose я зо к  ( x ( t , i f , e ) ; f ( ^ , v , 6 ) )  усередненої зад ач і  ( 1 7 ) .  
( Г - S ) .  ( 2 1 ) .  ( 2 2 ) .  попільні зм інн і якого н а л е ж а т ь  J )  разом 

із сво їм  р  — око .ю .ч : 2 )  ви ко н ую п чн п  умови ( 1 У ) .  ( 2 3 )  - ( 2 5 )
при <L > o L j+ io L . . Толі при д о с и т ь  м алом у  £ >0 л .ія  «cow- 1 А» О
ного £ * « | У  зад ача  ( 1 6 ) .  ( 2 1 ) .  ( 2 2 )  має єдиний раяв язо к  

(x(t,6); <*>(*,£)) , який  зад овольняє  н е р ів н о ст і

| х М ) - х ( ь , £ а | < с е <+4,  ^ ^  \
В  третьом у розділі ви вчаю ться  умови існува їк ія  і власти ­

вості інтегрального м иою вид у коливної резонансної системи із 

залежними від часово ї зм інної частотами вигляду

І *  = 0 ( * > . й < і , » . і ) н А ( * * м ) , 5*  + t o , . (26)
Т у т  д ійсні вектор-ф ункц ії СІ , СІ , Д  , (0 і Ь визначен і

і 2,9і — періодичні по кож н ій  із зм інних . V=H,W. . на множи-

- 20 -
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H' ( Х . Ч , М ) Є  3 ) * R IU * ft «(0,6e]  *  G ,  2 ) •— обмежена область. 
H e  втрачаю чи загальності можна вваж ати , що середнє по ^  н 
куб і періодів функц ії 0 ,(Х ,Ф ,4 ) тотожно дорівнює нулю , о ск іл ь ­
ки в противному випадку його можна ві.пнести в систем і (2 6 )  

до CL(X,t). Нехай

U , M ] s C X * ) f l  c ^ ( t , * ) ,

F i * C t ( & , * ) ,  А s < , ( & , * ) ,
* (2 7 )

Z _  ІІКЦ1[ S“ P М  + щ ( 5£ Р |? ІГ  + Ŝ P1t x  ї )Ь ^ = С 0Ц5І .

— неперервна по ири кож ном у ф іксова ­

ному Е е В Д :  Ск = CK (x ,t ,£ )  -  коеф іц ієнти Ф у р 'с  ф ункц ії
,£ ) ]  , В ідносно Частот (0 (4 ) припускається, 

іуо ф ункц ії Wy(J ^ (і)  ,у=4,ffiu t р^ПХ , рівномірно неперервні

на множині 4 Є  R, , причому

I ( W > W p W ) V p ( i ) | |  6 6  V  - ье  R , . (2 8 )

Розглянем о  усереднену по кутових зм інних f  систему р ів ­

нянь першого наближення для повільних зм інних

Ї Г - а ' ( * Л )

і припустимо, Що існує її  р о зв ’язок  X  = Х(і) , який ви зн аче ­

ний на всій осі і який леж и ть в $ ) разом Із СВОЇМ у  — око- 

лом V-te R,. к, >ім -ого, будемо вваж ати , що система р івнянь 

в варіац іях =:$— & ( і ( і ) ,4) £  гіперболічна. З г ід н о  прийнятої

терм інології вона може бути  записана у вигляді

де Z + і відповідно ft'p-  і —  вим ірні вектори, а



нормальні фундаментальні матриці Q  + (t,< r) і Q _ {b , c )  пер­

шого і другого р івнянь останньої системи справд ж ую ть нерів-
£

ності

|Q+M)|̂ Kerft V*«<c, lQ_Ml<Ke Т) У**т (29)
із деякими сталими і )f > 0  .

П р и  зроблених вище припущ еннях і умові

*РКьа(*»Л*)|<< ,30)
в §1, 2 третього розділу для визначення інтегрального мпого- 

виду побудовано конструктивний  алгоритм, який ви зн ачається  

формулою

Yj (».м> = jQ (t,*)[F ( Y^CpJj ,t,e),t)+ a(xm*V. ̂  >тд

Д ,  Ffy.t)- a(x<n*y,i).- a(x(t),t)- a(xft),t)j, 'Л  3V V ( v , t > -
р о зв ’язок рівняння

П  \ j  -  T+ . < J  . t , t ) ,

який при T = t  приймає значення V  , а через Q ( t , 4 ) позна ­

чено квадратну IX * IX — вим ірну матрицю

Q (t  <£) _  І  ~  0 ) ,

{  A i a j  ( O . Q J v O )  * t > T  ,

Т у т  вивчено властивості послідовних наближ ень і ^становлено 

оцінки частинних похідних функцій
В  §3 доведена рівномірна зб іж н іс ть  послідовності j x(t)+ Y(v.

- 22-



* ,fc )Je0 До інтегрального многовиду Х  = X  системи (2 6 ) .
М а є  місце

Теорема 3.3.1. Я к щ о  в и к о н у ю т ь с я  умови ( 2 7 )  — ( З О ) ,  т о  при 

д о с и т ь  малому Єд > 0  справедливі н а с т у п н і  т в е р д ж е н н я ;
а )  існ ує  ін те гр ал ьн и й  м н о ю ви д  X  — X  ( w )  см ст е м и  ( 2 0 ) ,

яки й  л е ж и т ь  в t  — околі криво ї X  = X  ( і )  V ( V , t (C)6 *
■ , 4 = і  і  _
б )  ф ункц ій  X(v,t,t) —  — періодична по V y  , т)= 4 ,IU  , не ­

перервно диференційована по V  , і  при кож ному ф іксо ван о ­

му £<=(0,6^] , а ї ї  м а т р и ц я  ч а с т и н н и х  похідних по V  справ ­

д ж у є  н е р ів н іс т ь

НІР X(v,i,e)|| и ге1
для всіх і у м о ву  Л іп ш и ц а  по зм інних  V  :

&Х(*,і,е) “І V(v,t,e)eG, ,v6Rra;
я )  на ін те гр а л ь н о м у  многооиді с и с т е м а  ( 2 6 )  приймає вигляд

В  §4 встановлена умовна асимптотична ст ій к ість  ін те ­

грального многовиду Х  = Х к м )  відносно деяко ї множини по­

чаткових даних для повільних зм інних. Доведена наступна 

Гсорема 3.4.1. Нехай в и к о н у ю т ь с я  умови тео рем и  3.3.1. Тоді 
при д о с и т ь  малому 6о>0 V ( V , i0,6)G в д еяко м у  околі т о ч ­

ки X  (V )  і с н у ю т ь  многовиди 5 »  V  * 5  й р о з м ір н о с т і  . ft-ttП.-Я0 ,1о ^ \
і H/Q т а к і ,  що кож н и й  р о з в 'я з о к  ( Б);  0 )  ,

^  ^  5 с и с т е м и  ( 2 6 )  ви значений  при
для всіх , б є ( о , у  t причому пов ільн і

зм ін н і •Xt  ( 4 . V  Ь )  експоненц іально  п р я м у ю т ь  до ін т е г р а л ь ­
но / \ С / с  S

нпго многовиду при і для .

-2 8 -
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В  заверш альному четвертому розділі продовжую ться до­
слідження властивостей інтегрального многовиду X  *• А (V  си ­

стеми (2 6 ) .  В  ньому вивчено гладкість ф уКкц ії Y ( V , t , 6 )  і 

встановлено оцінки її  частинних похідних, довед"но асим- 

пготичний розклад інтегрального многовиду і здійснено деком- 

позицію  р івнянь для повільних та ш ііи д к и х  змінних.
В  §1 розглядається система (2 6 )  при додаткових обме­

женнях:
І 11) ф ункц ії Cl , (X , А , (х) і fi І  Z  разів неперервно

диференційовані по (x ,* f ,t )e  *(D*R, * R  при кож ном у 6 ^ ( 0 , ^ ] ,  і

всі їх частинн і похідні рівномірно обмежені В ІГГ сталою  С. ,і
незалежною  від 6 ;

2 ° )  коеф іц ієнти Ф у р ’є C K ( X , t , b )  ф ункц ії [ ( ^ ( X ^ t ) ;  в (Х ,Ф ,- Ь ,
б ) ]  справд ж ую ть нерівн ість

Е  М 1 [  >ир|с,| ♦ |7 , ( 5“ Р і ї г і  + ^ Р І 8Т І ) ]  їС <-

Теорема 4.1.1. Нехай  в и к о н у ю т ь с я  умови 1f>) ,  2 (І) ,  ( 2 8 )  —
( 1 0 ) .  Тол і і с н у ю т ь  т а к і  с т а д і  6  ̂> 0 і С > 0  , що для всіх 

( Y , t , £ ) G  R ' a * R * (0 .^ o] “  , ф ун кц ія  1~\
раз ів  неперервно диференційована по ( V f-k )e f{ * ft при к о ж ­

ному ф іксованом у  6 ^ ( 0 , Є р ]  . причому

V  ̂СЕ  ̂ V (УД,£)є , 1 бь+с^еч,
а похідні ( м . . .  порядку з а д о в о л ь н я ю т ь  у мои у  А іп ш и и а  

по зм інних  V ,  -ь . Т у т К  —  довільна ч а с т и н н а  похідна
по V  порядку  S .

Із  теореми 4.1.1 випливає, що зм ен ш ується  гладкість ф ун ­

кц ії X ( Y , t , 6 )  порівняно з гладкістю  правої частини системи 
(2 6 ) .  В ід м іти м о , що при зроблених на (2 6 )  обмеженнях ije 

явищ е типове для теорії інтегральних многовидів.
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Н аступ н а  теорема дає відповідь на питання про гладкість 
по параметру £ інтегрального многовиду системи (2 6 ) .  

Теорема 4.1.3. Я к  що в и к о н у ю т ь с я  умови  те о р е м и  4.1.1 і 

ф ункц ії  А ( х л М , К ї , » , М )  м а ю т ь  t  >/ L неперервних і обме­
жених деякою с т а л о ю  ч а с т и н н и х  похідних по всіх зм інних  X ,  

Ч5, 'Ь, 6 ? т о  ін те гр ал ьн и й  многовил Х  = X ( v , t ,6 )  с и с т е м и  ( 2 6 )  

t ~ \  раз ів  неперервно диференційований по ( V , t , 6 ) G  ,

причому
S ^  J  Г ,  N

, ^ ^ f X ( v , t , e ) - x « ] l s c e  V ( y , * ,6) e G ,  ,

04  S+fy+T-4 . а похідні го порядку с п р а в д ж у ю т ь
ум о ву  Л іп ш и ц а  по зм інних V , -fc , 6 ,

В  §2 вивчається  питання про асимптотичний розклад ін те ­
грального многовиду системи (2 6 ) .  О зн ачи м о  Z — е

асимптотичне наближення ф ункц ії ) ( ( v , M )  як ф ункц ію  

-t £ ) , задану в , і таку, що

1 X (w b  V W ) II4 м / г
для всіх (V , t ,6 )e  G 4 я деякою  сталою  , не залеж ною  від (  .

При  «ьом у TJ^ ( Ч*, t , задається  ф ункц іональною  сумою  виду

_  ''С .1
^ ( V , t , c ) =  X ( t ) +  t (3 1 )

доданки № ,^ (^ ,^ ,6 ) яко ї справд ж ую ть нерівності

l lu y( w ) I U M / P , v * v m ,  M y —c-ojj/S"fc.

І еорема 4.2.1. Нехай в и к о н у ю т ь с я  умови  тео рем и  4.1.1 при 

•? + 2, ^Т,^ 2, . Тоді м о ж н а  в к а з а т и  д о с и т ь  мале £р>0 і д о с и т ь

велик і М у  , У= 4 ,1 , т а к і ,  що ф ун кц ія  Х ( Ч » , М )  , яка  в и з н а ­
чає  ін те гр ал ьн и й  многовид с и с т е м и  ( 2 6 ) ,  д опускає  а си м п ­

т о т и ч н и й  розклад X ( у  Л , ь ) = I t  fф ун кц ія  Vx (V,-fc, £)
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я к о іо  мае п р ед ставлен н я  ( 3 1 ) .  причому

!!0; Му<^^ , V « 4 ^ H  , 0 4 S ^ ^ - V ,

 ̂ bL(v,t,e);j і  М г & . , 0- б Ц и - г и
/\ .

А Л Я  Н С Ї Х

Третім  і четвертий параграфи присвячені докомпозицп рін- 

ІІИНЬ для попільних і швидких зм інних в околі асимптотично 

стійкого інтегрального многовиду системи (2 6 )  (випадок іг0= 0 
в теоремі 3 .4 .1 ). Д ля  цього зд ійсню 1 ться заміна зм інних

, Y = v  + Ф ( ^ , М )  , (32)

яка зводить систему (2 6 )  до розщепленого вигляду

^ ■ » а ( ^  + Х (^+ Ф ,і1£)л+ф,*.с)-а(Х(¥+фІі,Е )Л + Ф .м )-

щ X ,е) [б(̂ +X (V+фД ,£) ,v +Фл,е)- 6(Х(V+Ф,̂  ,ё),v +ф ,t,Е)],
(3 3 )

ь м  + & ( X ( w ) : ,  у ,-ь, е ) ,

де a ( x , f , i , 6 ) s a ( i , i )+ a (x , f , t )+ e А ( х д , і , 0 . У  формулах (3 2 )  ІТ і-
періодична no V  ф ункц ія задана на множині lltytU

, - te Ц ,,£ е (0 ,6 о] і ви зн ачається  як границя при 
рівномірно зб іж н о ї послідовності, що зад ається алгоритмом

л.о.(л v’ *
- ф =° -

Т у т  ( ^ ' J ; V ^ = v  є р о зв ’язком
системи виду (3 3 ) ,  в правій частин і яко ї зам ість ф  ( 

потрібно записати ф  Ф , і ,6 ) .
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М а є  місце
Теорема 4.3.1. Нехай в и к о н у ю т ь с я  умови тео рем и  4.1.1 при I-

= з , а р=о і

S " P <і  mai[b, j .
Тоді при д о с и т ь  Малих fi > 0 і £ о >0 існ ує  зам іна  зм інних

( 3 2 ) .  я ка  з в о д и т ь  с и с т е м у  ( 2 6 )  до розщепленого ви глял у

( 3 3 ) . причому ф ун кц ія  Ф ( 'j-, ,б )  періодична по V  з пе ­
ріодом 2. 9ї . неперервно диференційована по Ij. , 'V  ̂-fc при 
к о ж н о м у  зн ачен н і 6 Є  (0 ,6^3  , сп равд ж ує  н е р івн о ст і

ІФМ41»І. І̂ :Ф14(Ч > І&Ф I*
для всіх l l t y l U f i , V g  R,m . t  є  R. , б є ( о , б 0] .  а ї ї  ч а с т и н н і  
похідні з а д о в о л ь н я ю т ь  ум ову  Л іп ш и ц а :

| 5Ф (ї^ ,і,й - |?Ф(!*ЛМ)|« •> Ь-Ч-1,

il|»4rt.w ,e)- аці Iv -v».
Т у т  < Ц - ( Ц ,  Jl^ ,^  — с т а л і ,  н езал еж н і від t  і f l  .

Н ар еш ті, у §5 теоретичні положення дисертаційної роботи 

використовую ться для дослідження системи слабо зв 'язан и х  ос ­

циляторів з повільно зм інними частотами виду

де V = пг>2/ Д = 6 - Ь  —  ’ ‘повільний” час, ^ ^ —  многочлени

відносно вХ  = ( Х ^ , . . . , Х ^ )  і Г - М  ^ rrv'j . £ — малии
додатний.параметр.
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висновки
—  З а  допомогою методу усереднення в дисертаційній роботі 

досліджено коливні системи зничайних диференціальних р івнянь 
з повільно зм інними частотам и, як і в процесі еволю ції прохо­

д ять  через стани резонансу.

—  Встановлено  досить загальн і умови і розроблено процедуру 

одержання рівномірних оцінок одновимірних осциляційних ін те ­

гралів, залеж них від параметрів.
—  Доведено теореми обгрунтування різних схем усереднення в 

коливних системах із зм інним  вектором частот на скінченном у 
та асимптотично великому пром іжках часу, а також  на півосі. 

П ри  цьому оцінки похибки методу усереднення вираж аю ться 

через дробові степені малого параметру, а значення сталих у 

відповідних оцінках виписую ться в явному вигляді через почат­
кові дачі д осл ідж увано ї системи.

—  В  дисертації вперше ро зв 'язан о  резонансні багатоточкові 

крайові задачі для коливних систем і одержано еф ективні оцін 

ки норми різниці р о зв 'я зк ів  збурених і усереднених задач при 

досить загальних обмеженнях на усереднену задачу.

—  Засто со вую чи  метод усереднення і властивості р о зв ’я зк ів  

крайових задач, доведено існування р о зв ’я зк у  багаточастотно ї 

системи, визначеного на всій осі, причому повільні зм інн і в к а ­

заного р о зв 'я зк у  рівномірно обмежені.

— Д осл ід ж ення р о зв 'я зк ів  диференціальних р івнянь значно 
спрощ ується, якщ о ці р о зв ’язки  леж ать на деякому ін теграль­

ному многовиді. В  дисертаційній роботі вперше побудовано ін ­
тегральний многовид резонансної коливної системи із зал еж н и ­

ми під часово ї зм інної частотами і встановлено ум овну а і ими 

готичну с т ій к ість  многовиду відносно деяко ї множини початки
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вих даних для повільних зм інних.

— Ви вчен о  гладкість і розроблено методику отримання оцінок 
частинних похідних ф ункц ії: що позначає інтегральний много­
вид. П оказано , що інтегральний многовид допускає асим пто­

тичний розклад у вигляді деяко ї ф ункц іональної суми, кожний 

доданок яко ї разом із своїми частинними похідними оц іню ється 

величинами, залежними від дробових степенів малого парамет­

ру
—  В  малому околі асимптотично стійкого інтегрального много­

виду за допомогою певної зам іни здійснено декомнозицію  р ів ­
нянь для повільних і швидких змінних.
—  Засто суван н я  теоретичних положень продемонстроване в ро ­

боті на прикладі задачі про коливання системи слабо зв язаних 

осциляторів з повільно зм інними частотами та на ряді інших 
модельних прикладів.

К о р и стую чи сь  нагодою, автор висловлює щиру подяку 

своєм у вчителю , академ іку П А Н  України  А . М . Самойленко 
за постійну увагу та корисне обговорення результатів .

О п и т н і  р е зу л ь та ти  д и се р та ц ії о п у б л ік о в а н і в таких  
н ауко ви х  ро ботах :
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П етрнш нн  Р .  И . Исследование колебательных систем С 
медленно меняю щ имися частотами при помощи метода усредне­
ния. Р уко п и сь . Д иссертация на соискание ученой степени д о к ­
тора ф изико-математических наук По специальности 01.01.02 — 
дифференциальные уравнения. И н сти ту т  математики Н А Н  У к ­
раины К и е в , 1995.

Защ и щ ается  диссертация, в которой содержатся р е зул ьта ­
ты  21 работы по исследованию многочастотных резонансных 
систем. Д о казан ы  новые теоремы обоснования метода усредне­
ния и его применения для решення многоточечных краевых з а ­
дач. В  частности , получена количественная зависим ость оцерок 
погрешности метода усреднения от величины малого параметра. 
Разрабо тана  теория интегральных многообразий колебательных 
систем, которые в Процессе эволюции проходят через резонан ­
сы . Теоретические  результаты  применены для исследования с и ­
стемы слабо связанны х осцилляторов с переменными частотами.

Pe trysh yn  R . I.  T h e  investigation of oscillation systems with slow- 
changed frequencies by means of averaging method. M anuscrip t. 
Thes is  for the degree of D octo r of Science in Phys ics  and M a th e ­
m atics, speciality 01.01.02-differential equations. Institu te  of ^Mat­
hematics, N ationa l A cadem y of Sciences of U kra ine . K ie v , 1995.

Thesis  containing the results of 21 works on the investigation 
of m ultifrequency resonante systems is defended. N ew  theoremes 
of averaging method substantiation and their application for the 
solution of m iltipoint boudary-value problems are proved. In p a rti­
cular, the guan litative  dependence of error values of the averaging 
method on the value of a small param eter is obtained. T h e  theory 
of integral m anifold oscillation system which passes through reso­
nante in the process of evolution has been developed. T h e  theort--
I і с a I results have been applied in the investigation of the system 
of weakly-bounded oscillators w ith changing frequencies.

К л ю ч о в і с л о в а : осциляційний інтеграл, багаточастогна си ­
стема, резонанс, метод усереднення, крайова задача, інтеграль
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