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1. Загальна характеристика роботи.

Актуальність теми В дисертаційній роботі досліджуються пи­

тання теорії зображень *-алгебр, вивчаються зображення квадра­

тичних *-алгебр з трьома самоспряженими твірними, та наведені за­

стосування зображень *-алгебр до структурної теорії несамоспряже- 

них операторів.

♦-Алгеброю називається комплексна алгебра 21, на якій визна­

чено відображення *:21 —• 21, що задовільняб умовам: (а*)* =  а, 

(аа + /36)* = аа~ + 3b*, {ab)m = Ь 'а". Надалі всі *-алгебри вважа­

ємо унітальними.

Зображенням ^-алгебри називають узгоджений з інволюцією го­

моморфізм із *-алгебри 21 в ♦-алгебру L(H) лінійних обмежених опер- 

торів. діючих у сепарабельному комплексному гільбертовому про­

сторі Я . Зображення необмеженими операторами у роботі не роз­

глядаються.

Відомим, добре вивченим прикладом *-алгебри є алгебра полі­

номів 21 — С{л] з однією самоспряженою твірною х = хж. Класична 

спектральна теорема для самоспряжених операторів дає розв'язок 

задачі унітарної класифікації зображень такої алгебри.

Теорія зображень t-алгебр природно пов'язана з теорією унітар­

них зображень груп, яка розвивалася понад 100 років (починаючи з 

робіт Ф.Г. Фробеніуса). Так, категорії унітарних зображень злічен- 

ної групи G. та категорія зображень групової алгебри 21 = C[G] з 

інволюцією д’ =  д~1 еквівалентні.

Дослідження унітарних зображень компактних груп Лі зводиться 

до вивчення зображень універсальної обгортуючої *-алгебри Лі.

Теорія зображень нескінченновимірних груп (груп петель, індук­

тивних границь скінченновимірних груп, груп дифеоморфізмів ) по- 

в-язана з ^-зображеннями відповідних нескінченновимірних алгебр 

Лі (Каца-Муді, Вірасоро та ін.).

Нескінченні набори самоспряжених операторів, пов'язані співвід­

ношеннями комутації, антикомутації та близьких до них вивчали
т С' ~ г іv -V S  ̂V* vti ? ■*"' / 1 О К И \ ї Л Т Го -тт -т ИГ Q Т) і -тоит.»і u ( 1 Of', 1 ^

А М Вертик Т М Гельфанл. I Ч Граєв (1973) Р Г Ісчагілсйв (1976) 

Ю.М. Березанський( 1976). Ю ( '.Самойленко (1УЬ4) та ін. Такі набори 

виникають при розгляді фізичних систем з нескінченною кількістю
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ступенів свободи.

В останні десятеріччя поширився інтерес до вивчення більш ши­

рокого класу «-алгебр та їх зображень. Це пов'язано з розтином 

квантового методу оберненої задачі розсіювання і появою поняття 

квантових груп (В.Г.Дринфельд (1985). М. Jimbo(1985). S.L.Worono- 

vvicz (1987)). Швидкий розвиток цього напрямку зумовлений засто­

суваннями його в точно розв’язуваних моделях математичної фізики 

(Е.К. Склянін, Л.А.Тахтаджян, Л.Д. Фаддеев та ін.). теорії спеціаль­

них функцій (Н.Я.Віленкін. А.У. Климик . T.Koornwinder та ін.). те­

орії вузлів та струн (В.Johnson), моделях квантової теорії поля (А. 

Wightman та ін.). теорії зображень над скінченними полями (Н.Ю 

Решетіхін. G.Lusztig).

A.M. Вершик (1984) зазначив, що особливо важливим е вивчення 

квадратичних *-алгебр. Для квадратичних «-алгебр з двома само- 

спряженими твірними В Л Островський та Ю.О Самойленко (1988) 

побудували класифікацію, та у ручному випадку описали усі незвід- 

ні зображення.

Розділ I I I  дисертації присвячений вивченню зображень класу 

квадратичних *-алгебр з трьома самос.пряженими твірними.

При вивчені зображень «-алгебри бажано визначити складність 

структури «-категорії її  зображень.

Алгебри фон Неймана єдиним чином розкладаються в пряму су­

му факторів типу / I I .  I I I  Класифікацію та приклади факторів 

див. J. von Neumann. F.Murray (1936-1943). R.Powers (1967). McDuff 

(1969). A.Connes (1973) ла ін. Фактор-зображенням називають зо­

браження, для яких 11’*- оболонка операторів зображення е фактор. 

G Маскеу (1952 ) запропонував застосувати класифікацію груп і С “- 

алгебр за типами фактор-зображень. Якщо у алгебри (групи) всі 

фактор-зображення типу /, то алгебра (група) називається алгеброю 

(групою) типу / (GCR. ручною). Для цих алгебр будь-яке зображен­

ня єдиним чином розкладається в прямий інтеграл незвідних (див. 

напр. Ж. Диксім'є (1974)), для цих алгебр можна описати незвідні 

зображення, та побудувати структурну теорію. Алгебру (групу), яка

типу / (NGCR). Для них алгебр (груп) неможливе 'побудувати те­

орію зображень аналогічну класичній, бо при розкладі на незвідні 

Зображення для фактор-зображень не типу І існує два різних роз-



клади і множина класів еквівалентних незвідиих зображень у слабкій 

топології не має аксіоми відокремлення (2о).

В теорії зображень скш4<ьнновішірних алі сбр було доведено (ЇО.Л. 

Дрозд (1979)), що або існує алгоритм приведення матриць зображень 

і опису усіх нерозкладних зображень з точністю до еквівалентності, 

або вони містять у собі опис пари матриць без співвідношень. У пер­

шому випадку задачі називають ручними і описують їх нерозкладні 

зображення, у другому - задачу опису зображень називають дикою.

Для класифікації *-алгебр у літературі використовують обидва 

підходи. Тобто *-алгебри типу І називають ручними. Для них вив­

чають незвідні зображення та будують структурну теорію. Опису та 

методам знаходення незвідних зображень для *-алгебр типу І при­

свячено багато робіт ( див. напр, бібліогр. 0 .0 . Кирилов (1974)). 

зокрема роботи київських математиків. Алгебри не типу І іноді на­

зивають f-дикими (факторно-дикими)

Для визначення аналога дикості ^-алгебр С.А. Кругляк та Ю.С. 

Самойленко (1980) запропоновали вважати стандартною дикою *- 

задачею, задачу класифікації з точністю до унітарної еквівалент­

ності зображень *-алгебри ф  з двома самоспряженими твірними без

співвідношень: задача унітарної класифікації naD самоспряжених опе- 
* . наборів

раторів містить у собі задачу унітарної класифікації будь-якої довжи­

ни. В дисертації *-алгебру називають дикою (р-дикою (тобто парно- 

дикою)). якщо унітарна класифікація операторів зображення *-алгеб- 

ри "містить у собі" унітарну класифікацію пари самоспряжених опе­

раторів.

Відмітимо, що для скінченновимірних зображень *-алгебри ф  В.В. 

Сергійчук (1984) запропонував алгоритм приведення операторів зо­

браження (пари самоспряжених матриць без співвідношень), каноніч­

ний вигляд для них та його параметризацію. Але цей алгоритм, 

по перше неможливо застосувати до обмежених операторів у нескін- 

ченновимірних просторах, а, по друге, складність наведенного ним 

канонічного вигляду також засвідчує складність будови категорії *- 

зображень алгебри
\ ґ  - Т ’  -м  Т  , , ,  . . „ v - . п л ^ т т ч  п т » р і г і 5 Л т т  /-* “>*? СГ О Л Г , -  » f  1 f Д.* 'УТ'& Я.Т\ ГЯ \Ч Т*  t J O  Т  Т? f T  Л'

І та р-дикими методи доведення що алгебр? є а тгеброю не типу Т 

або р-дикою.

Для вивчення несамоспряжених операторів \\\ Arveson. Н. Behncke
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(1970т1972). J. Bunce (1973), L. Coburn (1969). H. Gonshor (1956), 

D. O'Donovan (1975), T. Okayasy (1969), C. Persy (1964), D. Topping 

(1968), W. Wogen (1971), J. Ernest (1976) та ін. використовували ме­

тоди структурної теорії та теорії зображень С"-алгебр та *-алгебр 

Деякі результати теорії зображень С ’-алгебр. t-алгебр були засто­

совані для вивчення окремих операторів і класів операторів (див. J. 

Ernest; (1976)).

У розділі II дисертації, зокрема за допомогою результатів розділу 

І. вивчається структура класів несамоспряжених операторів, що за- 

довільняють деяким поліноміальним співвідношенням. Тут операто­

ри розглядаються, як оператори зображень відповідних t-алгебр.

М ета роботи.

• Вивчити зв'язок між *—алгебрами не типу І та р-дикими. Наве­

сти приклади t-алгебр не типу І. що не є р-дикими. Розробити 

методи доведення, що t -алгебра р-дика. Довести р-дикість де­

яких t-алгебр.

• Застосувати дану класифікацію та методи доведення дикості до 

вивчення класів, породжених несамоспряженими операторами, 

зв'язаних зі своїм спряженим поліноміальними співвідношення­

ми. Отримати унітарну класифікацію класів несамоспряжених 

операторів з квадратичними співвідношеннями та конкретно­

го класу з кубічними співвідношеннями. Вивчити з точки зо­

ру теорії зображень відомі класи операторів: слабоцентровані, 

слабоцентровані з умовою, що вони є операторами часткової 

ізометрії, та їх підкласи.

• Вивчити структуру зображень конкретного класу квадратич­

них t-алгебр з трьома самоспряженими твірними. У ручному 

випадку описати всі незвідні зображення, побудувати струк­

турну теорію. У інших випадках застосувати розроблені мето­

ди доведення, що t -алгебри <= дикими.

Методи досліджень.В роботі використовуються методи теорії 

операторів, зокрема спектральна теорема для самосиряжених та нор­

мальних операторів, методи теорії t-алгебр, теорії алгебр фон Нейма­

на, теорії зображень зліченних дискретних груп і t-алгебр. В розділі
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І використовуються методи теорії зображень ♦-категорій. Для зна­

ходження зображень у ручному випадку у розділах I I  та I I I  вико­

ристовується методика пов'язана з теорією зображень ♦-графів та 

динамічними системами.

Наукова новизна:

• Доведено, що р-дикі *—алгебри є алгебрами не типу І. Оберне­

не твердження не вірне, наводяться контрприклади та достатні 

умови, щоб ♦-алгебра не типу І була не р-дикою. Запропоновані 

методи доведення, що ♦-алгебра - р-дика. Наведені приклади 

р-диких алгебр.

• Отримана унітарна к.тасифікація класів несамоспряжених опе­

раторів, що зв’язані зі своїм спряженим квадратичними співвід­

ношеннями. вивчена можливість унітарної класифікації класів 

несамоспряжених операторів з кубічними співвідношеннями.

• Доведено, що унітарна класифікація слабоцентрованих опера­

торів, навіть за умови, що вони є операторами часткової ізоме­

трії. містить у собі унітарну класифікацію пари самоспряжених 

операторів (тобто е р-дикою задачею). Наведено приклади під­

класів слабоцентрованих операторів, яким відповідає ♦-алгебра 

не типу І. але не р-дика.

• Вивчено структуру зображень класу квадратичних ♦-алгебр з 

трьома самоспряженими твірними . В ручному випадку описані 

всі незвідні зображення, побудовано структурну теорію . За 

допомогою методів, розроблених у дисертації доведено, що інші 

♦-алгебри з цього класу ь р-дикими.

Практична цінність. Одержані результати мають теоретич­

ний характер і можуть знайти застосування для подальшого розвит­

ку теорії ♦-алгебр, та теорії зображень ♦-алгебр, а також до вивчен­

ня унітарної класифікації різних класів несамоспряжених операторів, 

зв’язаних співвідношеннями та побудов квантово-механічних моде­

лей на основі систем операторів, зв язаних q-комутаційними співвід­

ношеннями

Апробація роботи. Основні результати дисертації доповіла-
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— на засіданнях семінару з теорії зображень при кафедрі 

алгебри та математичної логіки Київського університету 

(керівник нроф. Ю.А. Дрозд) (1992 1995)

— на Всеукраїнській конференції молодих вчених вузів України 

(Київ. 1994)

на Всеукраїнській конференції молодих вчених (Київ, 1995)

- на IV  міжнародній конференції імені ак. М. Кравчука (Київ, 

1995).

- на засіданнях семінару з алгебраїчних проблем функціо­

нального аналізу відділу функціонального аналізу Інсти­

туту математики НАН України (керівники академік НАН 

України Ю.М. Березанський і проф. Ю.С. Самойленко) 

(1992-1995)

Публікації. По темі дисертації опубліковано 4 роботи. Робота 

[2] написана у співавторстві з науковим керівником. В дисертації 

результати роботи [2] узагальнені та викладені детальніше. Роботи 

[1],[3]• [4] написані автором самостійно.

Список опублікованих робіт наводиться нижче.

Структура та обсяг роботи. Робота обсягом //^сторінок скла­

дається із вступу, трьох розділів та списку літератури, що містить 

84 найменування.

Основний зміст роботи.

У вступі обгрунтовується актуальність і важливість проблем, що 

розглядаються у дисертації, наводиться стислий огляд близьких за 

напрямком робіт, формулюється мета досліджень та їх новизна, ви­

кладається зміст за розділами.

Розділ І присвячений *-алгебрам. для яких задачі теорії зобра­

жень - дикі. Наводяться означення алгебр не типу І  та р-диких 

алгебр, приклади таких алгебр та методи доведення, що алгебра є 

алгеброю не типу І, або р-дикою. Вивчається зв'язок між алгебрами 

не типу І та р-дикими.

Одночасне з вивченням зоїргжєзь ї.тг?*р - :?.г~пда!ст:::л з; 

браження * -категорій та ^-сагайдаків.

В 1.1 розглядаютья *-алгебри не типу /.

(З



Нехай *-алгебра 21 задана твірними <7і.......а „ . а ' ........ я*, та спів­

відношеннями Pj(a\.......а пі <* і ........О  =  O.j = 1........т , де P j( )  не-

комутативний поліном.

Означення 1.1.1 *-Алгебра 21 називається алгеброю не типу І. 

якщо у неї існує фактор-зображення тг не типу І .

В п. 1-3 наводяться методи доведення, що *-алгебра б алгеброю 

не типу І.

Нехай G зліченна дискретна група не типу / з твірними и\.......и/.

що задовільняють деяким співвідношенням. Нехай р - фактор-зоб- 

раження групи G не типу І. тобто Uj = p{uj). UJ = р(иJ), j  — 1 ..... / 

і алгебра фон Неймана (Uj. Uf}” - фактор не типу I.

Якщо можливо побудувати зображення тг : тг(aj.) = А*.7г(а£) = Д£. 

для якого: (Ak.Al)" = (Uj.U*)", то *-алгебра 21 - також алгебра не 

типу І.

Далі, нехай

<в = (6,.... ь,.ь\.....ь; \ Q r( h .....ь,.ь\.....6*) = о. г = і .....р)

деяка алгебра не типу І. Нехай р - фактор-зображення алгебри 93 

не типу І. тобто p(bj) = B j. p{b*) = В~. та (B j.B j)" фактор не типу 

1

З загальної теорії алгебр фон Неймана випливає твердження 1.1.1.

Твердження 1.1.1 Якщо існує зображення тг *-алгебри 21. для 

якого алгебра (.4;. .4*)' ізоморфна алгебрі (Bj. B j)'. тоді ^-алгебра 21 

не типу І.

Наведемо достатні умови, щоб *-алгебра 21 була алгеброю не типу

І.

Означення 1.1.2. Гомоморфізм ф : 21 — 23 S Л/„ (де М„ алгебра 

матриць розмірності п) будемо називати зображенням алгебри 21 

над алгеброю 93.

Теорема 1.1.2.

Нехай існує зображення <? : 2і — *В S Мт алгебри 21 над алгеброю 

93. тобто ф(ак) = (6г̂ )'"■_! (де сц. - твірні алгебри 21. Щ Є 23). яке 

задовільняе умовам:

і існують елементи a*j.. .'. ак алгебри 21. для яких матриці ?о-



/  AjJ€ \

бражень діагональні, тобто: 6 (а^) —

V A tie )
к

(А,-5 Є С, і — 1 = 1 ,. . . ,р  ) та спільний спектр

ф(акі) , , . . ,  ф{акр) простий;

2. для кожної твірної bk (к — 1 ,.... т ) алгебри 03 існує елемент 

аік алгебри 21 та індекси гк.Ік. такі, що Ьг̂ 1к =• ЗкЬк, 3к Є С, 

0к ф 0;

3. для зображення іг — 6<&р : 01 —> L(H) (де р : !В —* L(H) фактор- 

зображення алгебри *8 не типу І. тг(а )̂ = (В 1̂ )™_[) і Vi.j :

i . j  =  1.........т  існують послідовності індексів і =  і\.. . . .  і) = j.

Гі........Гі такі, що В'гік'к+1 =  а ,к І. (а ,к Є С, й,к ф 0) або Дг*','+1 >

0

тоді алгебра 21 не типу І.

В п. З розглядається клас *-алгебр

V = {а, а*. и, и~ І а =  а* ,ии~ = и" и — І. а и = иР(а))

(де Р(') - поліном), наводяться умови на динамічну систему А — 

Р (А), щоб *-алгебра £> була алгеброю не типу 1.

Наведені конкретні приклади *-алгебр , для яких за допомогою 

цих методів доводиться, що вони е алгебрами не типу І.

В 1.2 розглядаються зображення *-сагайдаків. Вводиться озна­

чення ^-сагайдаків не типу І.

Нехай ( Г, R ) інволютивний сагайдак з самосопряженими точками 

Г іа  множеною стрілок R між деякими точками, що зодовольняють 

деяким співвідношеннями . Нехай тг(-) - зображення ^-сагайдака, для 

якого точкам А Є Г відповідають гільбертові простори Н\, стрілкам 

(A*,, Aj), (А;-, А*) - оператори X kj : Н\} — Нкк і X'kj : Н\к -> tfAj.

Означення 1.2.1. Будемо називати *-сагаіїдак (T.R) не типу І. 

якщо у нього існує зображення, для якого W -алгебра операторів у 

Н = ~т Н\ . породжена всіма ovmovvoevtnopa.uv Ри і ппепптппп- 

ми Рцх • Рн, Х ^ Р я, . е фактор не типу І.

Доводиться теорема:

Теорема 1.2.1. *-сагайдак ( Г R) без співвідношень не типу І. 

якщо бін містить один з наступних нідсагоіідакіб:

8



а 6
1) С Ю  а = a" .b — b~

v4  £ х =
В і.З дається означення р-дикості «-категорій. Для цього вво­

дяться поняття : зображення «-категорії Д над «-категорією £. ка­

тегорії часток, мажорування однією категорією іншої.

Означення 1.3.1. Зображенням ^-категорії Я над категорією 

£  будемо називати інволютивний функтор ф : Д — Л/(£) (М (£) 

категорія матриць над категорією £).

Позначимо: <£[S-1] категорію часток категорії <£ по множині S: 

l !'s  (С — <£[S~l] - канонічний функтор (див. П. Габріель . М. Цісман 

(1971)).

Нехай S) - категорія сепарабельних гільбертових просторів, 9t( Д. Я)

- категорія зображень Д в $). Об’єкти категорії £Н(Д. $)) інволютивні 

функтори ф : Я — f>, морфізми - природні перетворення функторів.

Нехай р - зображення категорії Д2 в S). S С 3/ог(Д2). тоді по р 

однозначно будується функтор р : Д г^-1] —*■ Sj. такий, що р = /3t[s].

Якщо ф : Я\ —- Л/(До[5-1]). зображення категорії Д, над Д2[5_1]. 

тоді р 2- Ф - зображення категорії Ді в S).

Нехай F : р —* рі морфізмфункторів в *Н(Д2.S)) і Ф(а) = (си....... а„).

q Є Об(Ді). Qi Є ОІ>(Д2). тоді матриці

р { а  і )  р (  а 2 )

(пі)

Р і ( &п  ,

F(aі)

0

Г! п ~  \ г \d l)

Р(ап L 
0

F(ar,

p i  2 6 в категоріївизначають морфізми функторів Ф : р 2 Ф

51(ДЬ Й).
ї  Ч  9 f ' l l f- lr .ur ,  »»І/1 І  './1 ГУ» < О A m ' rj 1 • <7 г-1 ■>.

"  ~  ......... ......  ......... ............................ ‘ • .? -  і 7 - • (  * • і  і  у  -

категорію Д2 (Я\ >~ Д2) ткщо існує юбражрння о категорії Я] над 

категорією Д2[5~'; таке, що відповідність Ф : р — р 2 Q. F  — F 

(р : Я ’2 — f). F : р — рі) визначає строгий та повний функтор з 

категорії ’.щДо.-Я) о категорію'.ЩЯ:.Ї)).

V ,.;К ' >  
л »* а'



Означення 1.3.3. Категорія Я називається р-дикою якщо ка­

тегорія Я мажоруе категорію ф (де ф  категорія з одним самоспря- 

жеиим об'єктом та парою самоспряжених морфізмів без співвідно­

шень).
Поннятя р-дикості звужується і переноситься на випадок *-алгебр. 

Для цього вводяться поняття категорії 91(21) зображень алгебри 21 

(об'єкти якої є зображення *-алгебри 21. морфізми - спітаючі опе­

ратори): алгебри часток, та мажорування алгебри 2Ь алгеброю 211 

№  >■ 212).
Ці поняття в дисертаціі найчастіше використовують у випадку 

*-алгебр (частинний випадок ^-категорій).

Далі розглядаються деякі методи доведення, що *-алгебра 21 є 

р-дикою.

Для доведення р-дикості *-алгебри будується зображення 6 ал­

гебри 21 над будь якою р-дикою алгеброю 93. для якого 21 >- 23.

Теорема 1.3.1. Неіай 93 - р-дика алгебра та існує зображення 

ф : 21 —» 23 -2> Мт алгебри 21 над алгеброю 23. тобто о(а*.) = i^k)Tj = i 

(де а ,t — твірні алгебри 21. b’J Є 23 j яке задовільняє умовам:

1. існують елементи -... сік алгебри 21. для яких матриці зо-

(  \

бражень діагональні, тобто: <р(ак}) =

V \nte )

(X*1 Є С. і = 1 , . . . ,p , j  =  1.......р  ) та спільний спектр

0 {акі). . . . .  ф(акр) простий:

2. для кожної твірної bif (к — І ......т )  алгебри 93 існує елемент

щк алгебри 21 та індекси г*,/*. такі, що Ьг(*1к — .Зц Є С,

$к Ф о,-

3. Vi, j  : і, j  =  1.......т  існують посідовності індексів і = і\,. . . .  і/ =

j. г і . . . .  , гі такі, що b'rkkk+l =  a ikI, (a ik Є С, а ік ф 0)

тоді алгебра іі р-оика.

Узагальнення цього метода полягає в тому, щоб розгляда і и алге­

бру. як категорію з одим об’єктом і будувати зображення о категорії 

21 над відомою р-дикою категорією Я .
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Наведені конкретні приклади *-алгебр. для яких за допомоюю 

цих методів доводиться, що вони є алгебрами не типу І.

В 1.1 вивчається зв'язок між алгебрами не типу І та р-дикими.

Теорема 1.4.1. Якщо *-алебра 21 р-дика. то вона е алгеброю не 

типу І.

Але існують *-алгебри не типу І, які не є р-дикими.

Твердження 1.4.1. Нехай алгебра 21 не типу І. Якщо будь-яке 

фактор-зображення типу 11 алгебри 21 є гіперфінітний фактор або 

алгебра не мае фактор-зображень типу I I ,  тоді алгебра 21 не р-дика.

Далі в дисертації наведені приклади алгебр, які е алгебрами не 

типу І, але не є р-дикими:

1. афінні алгебри не типу І. для яких обгортуючі С* алгебри 

ядерні :

а) алгебри Кунца Оп{п > 2). Оп — {sy.......s„. s"........s* | s,s* =

I. E”=1sjs, = є).:

б) групов-і алгебри аменабельних зліченних груп не типу І. (на­

приклад, групова алгебра групи G і з твірними а. Ь. с та співідношен- 

нями [а. 6] =  aba~lb~1 = с ,[£>. с] = є. [а, с] = е :

в) алгебра Ні з унітарними твірними и, v і співвідшенням иv = 

е'®си. де о Є [0,2л-) р Є IF. \ Q;

2. *-алгебри Э = (а. и, и* | а = а*,ии* = и" и = е.аи = иР(а)), 

Х>1 =  {аі . и, и" \ [ai.Qj] = 0, a, =  a '. ии* = и*и — е. Л — {ajjJ’f.j.a/u = 

uP i(A )i,j Є ft) , пов'язані з динамічними системами (терема 1.4.2.).

Темою розділу II є застосування методів теорії зображень, зо­

крема результатів розділу І. до вивчення з точністю до унітарної 

еквівалентості структури класів несамоспряжених операторів, що 

задовільняють поліноміальним співвідношенням P j(X X *) = O.j =

і  І.

Оператори розглядаються як оператори зображень *-алгебри 21 = 

(х. х" I Pj (х. х*) = 0. j  = 1.......???).

Для різних класів операторів (тобто відповідних *-алгебр)

1. вивчається, чи е даний клас операторів, що задовільняе спів­

відношенням, класом типу І або не типу /:

2 якщо Ккілс типу І. то отримано опис \сіх нсзыдних операхорів 

( не ввідних зображень *-а пебри 21)-
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3. якщо клас не типу І, то вивчається питання, чи є відповідна 

йому *-алгебра р-дикою, чи ні?

У вступі до частини I I  дається стислий огляд класів операторів 

для яких ці питання вивчалися раніше, та результати досліджень 

безпосередно зв'язаних з результатами , що викладені в даній дис­

ертації.

В ТТ.1 вивчається клас несамоспряжених операторів, що задо- 

вольняют квадратичному співвідношенню Рз(А'. Аг“) = 0. для яко­

го Р2 (Х ,Х *) =  Р^(Х. X ’ ). Невиродженими афінними перетворення­

ми співвідношення зводиться до одного з 19 канонічних виглядів та 

4-х серій. Доведено, що співвідношення 0 = 0 та (А' + А'’ )2 = І

- дикі. Співвідношення [А',АГ"] = І  та [А'. А'"] = (А' -І- А")- + І

- не мають зображень обмеженними операторами. Інші співвідно­

шення типу /, для цих співвідношень, за допомогою результатів

В.Л.Островського. Ю.С. Самойленко (1988), описані незвідні зобра­

ження (теорема II. 1.1.)

В II.2 для класу несамоспряжених операторів, що задовольняють 

кубічному співвідношенню, за допомогою результатів Багро О.В.(1995) 

сформульовано критерій р-дикості співвідношення в залежності від 

коефіцієнтів (теорема II.2.1. ).

В II.З розглядається можливість унітарної класифікації слабо- 

центрованих операторів, операторів часткової ізометрії та слабо- 

центрованих. які є операторами часткової ізометрії. Тобто вивча­

ється задача про можливість унітарної класифікації зображень *- 

алгебр: 01 =  (х.х* | [хг”.г*г] =  0): £  =  (г. г* | (г*;)2 = r*r.):

® = (у. у* І і у ' у)2 =  у* У' [уу*. г/* </] = 0).
Доводяться теореми-

Теореми ІІ.4.1-ІІ.4.3. *-алгєбри 21,£. ©. р-дикі.

Також вивчаються підкласи слабоцентрованих операторів. У класі 

слабоцентрованих операторів розглядаються підкласи, унітарна клас- 

сифікація яких не є р-дикою задачею, тобто відповідна до цього під­

класу *-алгебра не р-дика, але або не типу І або ручна.

Оператори зображення *-алгебрк

S i = (j:. х* ] =  Р(хх"))

(де З-.1 Э А — Р (А) Є 5-1 - поліном) є с.іабоцентрованими. В залеж­

ності від функції F( ■) *-а.-н ебра Х»і або ручна, або не іиііу і .
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Твердження I I .4.1. *-алгебра Ъ не р-дика.

Далі розглядається підклас слабоцентрованих операторів - цен­

тровані оператори, тобто оператори X , для яких послідовність 

... Л’2(Л'")2. X X '.  Х 'Х .  (Л'*)2А'2. ... є послідовність взаємокомуту- 

ючих, самоспряжених операторів. Класу центрованих операторів 

відповідає *-алгебра

% 2  = (х.х* I V?. j. і. j  Є И. [г'(г')1. х і(х 'У  ] = [г'(х')'. (х'У  xj . ] =0}

Твердження I I .4.2. *-алгєбра не типу 1. але не р-дика.

Розділ I I I  присвячений вивченю структури зображень класу ква­

дратичних алгебр з трьома самосопряженный твірними а = а ”. 

b — Ь*, с ~ с* .

В III. 1 наведені приклади різних *-алгебр з трьома самоспряже- 

ними твірними з різною кількістю співвідношень.

Для *-алгебр. з одним співвідношенням наведені приклади ал­

гебр: 1) які не мають зображень обмеженими операторами: 2) руч­

них: 3) р-диких: 4) які є алгебрами не типу І. але не р-дикими.

Для *-алгебр з двома співвідношеннями наведено приклади . 1) 

які не мають зображень або мають лише нульове зображення; 2) 

алгебри що в залежності від параметру або ручна, або не типу І. але 

не р-дика: 3) р- дикої алгебри, а саме алгебри Лі su(2) без одного 

співвідношення.

Але найцікавіші приклади виникають при вивчені «-алгебр з трьо­

ма самоспряженими твірними та трьома квадратичними співвідно­

шеннями. Ці класи виникли як деформації тривимірних дійсних ал­

гебр Лі.

В I I I . 2 — I I I .  1 вивчається клас *-алгебр. які є деформацією ко­

мутативної алгебри Лі та алгебри Гейзенберга, а саме алгебри, що 

породжені самоспряженими твірними а. Ь. с та співвідношеннями:

( Р’){а.Ь.с) =  аа ‘ + ЗЬ: + *,с‘ + 6/i[a.b] +t:{a,b} +

) +£/і[а.с}4-г]{а є] 4-в/і[Ь. сі + к{Ь <?} = ()
'  Г 1

і f'-'-J,. -  = -j

[ [Ь.с]., = k - 4rh-Q

(де о . 3 .'/. 6. с. г/. 0. к  Є л .  і у  1=1 Ч |= 1)
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Зображення тт алгебри з співвідношеннями (III. 1.1) однозначно 

визначається операторами тг(а) = А. тг(Ь) = В, п(с) = С  .4. В, С  Є 

L (H ), що задовольняють співвідношенню

( P ,(A tB ,C ) = аА-+0В-+ ')С-+  6/і[Л.В] + с{Л,В)+

J +С/*'І-4. С] + т){А, С} + в/і[В. С ] + к{В, С} = 0

[АХ% = АС - рС'А = 0

[B,C]q = ВС  — qC В — 0

В III.2 розглядаються найбільш прості випадки таких співвідно­

шень. А саме випадок коли р = q = 1. т а р н і ї ,  q ф ±1.

Якщо p=q=l, то проблема класифікації та знахождення незвід- 

них зображень співвідношень (III.1.2) зводиться до проблеми кла­

сифікації та опису незвідних зображень пари операторів А,В, що за- 

довільняють квадратичним співвідношенням (див. В.Л.Островський 

та Ю.С.Самойленко(1988)).

Якщо р ф ±1, q ф ±1. тоді має місце твердження ІІІ.2.1.

Твердження ІІІ.2.1. Нехай р ф ± 1. q ф ±1, тоді для опе­

раторів А, В. С. що задовільняють співвідношенням (III.1.2) або 

.4 = 6  = 0 або С  = 0.

В ІІІ.З вивчається випадок коли р = q = — 1. Для цього класу 

алгебр наведена лінійна класифікація ( лема III.3.1. теорема III.3.1). 

На основі методів, розроблених в частині І доведена р-дикість *- 

алгебр:

0І2 

2із

(теорема III.3.2).
У ручному випадку описані незвідні зображення. Показано, що 

незвідні зображення одновимірні. двовимірні, нескінченновимірні (те­

ореми ІІІ.З.З-Ш.3.5.) або існує лише нульове зображення (тверджен­

ня ІІІ.З.1.)

В 111.4 вивчається випадок коли' р — —1-у = і для цього класу 

алгебр наведена лінійна класифікація (лема ї ї ї .4.1 теорема III 4.2). 

Доведено, шо *- алгебри

03) = (а. 6. г ! {о. с) — 0. [6. с] - 0)

2li =  (а. 6. с I {а. с) =  0. {6, с} = 0);

= (а,6,с| с2 = 0. {а. с} = 0, {6. с} = 0): 

= (а, 6, с j а' — с?. {а, с} = 0, {6, с} = 0)
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ЯЗ.; = (a. b.c I с2 = 0. {а. с} = 0. [6. с] = 0)

ОЗз = (я. 6. с | а2 — г2 = 0. {а. с} = 0. [6. с] = 0)

93.1 = (а. 6. с ! Ь~ - с2 - 0, {п. с} = 0. [6. с] =  0)

*Bs = (о. 6. с j {6, с} = 0 . {а. с} - 0 . [6. с] = 0)

р-дикі (теорема III.4.3.).

У ручному випадку описані незвідні зображення. Показано, що 

незвідні зображення одновимірні. двовимірні, чотирьохвимірні (тео­

реми 1ІІ.4.1. III.4.3-ІЙ.4.5). або існує лише нульове зображення (твер­

дження III.4 1) .
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